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DELLA  VITA  E  DELLE  OPERE  DI  L.   CREMONA. 


Un  grande  matematico,  un  uomo  superiore  per  mente  e  per  animo,  Luigi  Cremona 
è  morto  in  Roma  il  10  giugno  1903,  di  malattia  cardiaca,  che  da  l'iù  di  un  anno  ne  insi- 
diava la  salute  e  la  vita. 

A  lui  e  ad  aìtri  eminenti  matematici,  Battaglini,  Beltrami,  Betti,  Bbioschi,  Caso- 
BATi,  ora  pur  troppo  tutti  scomparsi,  deve  l'Italia  il  risveglio  e  i  notevoli  progressi  degli 
studi  matematici,  ohe  si  verificarono  nella  seconda  metà  del  secolo  scorso  fra  le  agitazioni 
e  le  lotte  del  risorgimento  nazionale:  ma  spetta  in  ispecial  modo  ai  Cremona  il  merito  della 
nuova  vita  a  cui  furono  richiamati  in  Italia  gli  studi  di  Geometria  pura,  e  del  rapido  sviluppo 
che  questi  vi  ebbero  nella  via  aperta  da  Pohcelbt,  Mobius,  Steiner,  Chasles,  PlOcker, 
Staudt,...  I  geometri  italiani  che  seguirono  questa  via,  anche  se  non  assisterono  aUe  le- 
zioni di  Cremona,  anche  quando  la  sua  produzione  scientifica  si  arrestò,  lui  chiamarono 
Maestro,  perchè  sentivano  di  appartenere  alla  sua  Scuola,  di  derivare  dai  suoi  alti  inse- 
gnamenti e  dalle  sue  opere  immortali.  E  gli  scienziati  stranieri  pure  lo  riconobbero  ed  am- 
mirarono come  Maestro,  ed  insieme  come  uno  dei  prineìp'aJi  fattori  del  mirabile  incre- 
mento dei  metodi  geometrici  negli  ultimi  cinquant'anni  **). 

Luigi  Cremona  nacque  il  7  decembre  IfiSO  a  Pavia,  primo  di  quattro  figli  (l'ultimo 
dei  quali,  Tranquillo,  fu  rinomato  pittore)  che  Gaudenzio,  impiegato  comunalei 
discendente  da  una  distinta  famiglia  di  Novara  venuta  in  strettezze  finanziarie,  ebbe,  in 


,  *)  Questo  articolo,  già  pubblicato  in  inglese  nei  Frooeedmgg  of  the  London  mathemalical  So- 
ciety (Series  2,  voi.  I  (lfi04))  e  poi  in  itaJiano  nel  Giornale  di  Matmnaticke  (Voi.  XLII  (1904)),  è 
riprodotto  qui  con  varia!doni  ed  aggiunte. 

*•)  E.  Stubm,  nell'introduzione  al  J^acArw/,  portante  il  titolo  ILuKìi  Crehos A  (ArcMv  der 
Mathematik  tmd  Physik,  III  Reihe,  Vili  Band  (1904)),  Borive:  ii  Ich  babe  das  Ersolieinen  der 
Mehraahl  der  CBBMONAseben  Scbrìiten  mit  erlebt  und  erinnere  miob  der  Wirbung,  die  sie  hat- 
ten,  und  wie  viel  iob  selhst  aua  ihnen  gelerai  babe  ;  jetzt,  wo  icb  sie  von  neiiem  und  im  Zu- 
nammenbaage  studiert  babe,  kam  es  mir  deutlicbor  als  bisber  sum  BevusBtsein,  in  wie  um- 
angreicbor  Weiae  mein  Deaken  CBEWONASches  Denken  gewesen  ist  und  icb  mioh  seinen 
Sobijler  neanen  kaaa  a. 
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secondo  matrimonio,  da  Teresa  Andreoli,  Perduto  il  padre  a  12  anni,  egli  potè  tuttavia 
seguire  gli  studi  nella  città  natale,  grazie  alle  cure  della  madre,  all'assistenza  di  un  fra- 
tello di  altra  madre,  l'avv,  Giuseppe  e  agli  ottimi  risultati  da  lui  eonaeguiti.  Nacque  a 
quest'epoca,  specialmente  per  il  soggiorno  che  egli  faceva  nelle  vacanze  a  Groppello  presso 
la  sorella  {pure  d'altra  madre)  Giovanna  Magenta,  quell'aflettuosa  intimità  colla  fa- 
miglia Cairoli,  in  particolare  con  Benedetto,  la  quale  ebbe  forse  in  qualche  circostanza 
influenza   non    lieve. 

Nel  1848  interruppe  gli  studi  per  partecipare  come  volontario  alla  guerra  dell'indi- 
pendenza. Nell'abbandonare  le  scuole  e  la  madre  egli  scriveva  di  farlo  "senza  rimorso, 
perchè  avrebbe  creduto  di  mancare  ai  dettami  della  piii  santa  delle  religioni,  e  di  commet- 
tere un  atto  di  viltà  e  inettitudine  ricusando  di  dare  U  sangue  per  la  patria  »  *).  Militò 
per  18  mesi  e  fu  ai  principali  combattimenti  dell'eroica  difesa  di  Venezia,  distinguendosi 


M.  NoBTHBR  comincia  il  Nachì-uf,  pure  col  titolo  Luigi  Cremona  (  Mathematiselie  Annalen, 
LIX  Band  (1904)),  cosi:  «  Anf  Luigi  Cremona,  dessea  Hìnsoheiden  wir  im  Sommer  des  vorigen 
Jatires  zu  beklagen  liattsu,  geht  nìeht  nur  die,  in  kràftiger  Biute  eteliende  geometriaoiie  Scliule 
Itaiiena  zuriicii:,  vielmelir  erkennen  die  Geometer  aller  Lànder,  nioht  zum  wenigaten  die 
deoteolien,  iJin  als  einon  ihrer  geistìgen  Lehier  an.  ìT.b  gibt  Icein  zuaammenfassendeB  rein-geome- 
trisches  Werk,  das  einen  weiteren.  und  tieferen.  Einfluas  ani  die  Ausbilduiig  und  Handhabung 
dcr  geometriaclieii  Metlioden  auegcubt  liàtte,  als  Cremonas  Suliriften  iiber  die  ebenen  Kurven 
uad  die  Flaohen  —  nitr  verglelohbar  dem  Einflusa  der  SALMONsoliea  Kompendien  auf  die  alge- 
braisch-geometrisohe  Entwipkelung  ». 

Ed  F.  LiNDBMANN  nelle  Parole  pranuneiate  a  fiome  della  Aoeademia  delle  Seieme  dì  Monaco 
(Baviera)  (Onoranze  al  Prof  Luigi  Cremona,  Roma,  1909,  Tipografia  Nazionale)  affonna 
n ....  ala  Forsoliei,  ali  Matliemafciker  gehSrt  Cremona  aUen  Nationen  an,  die  ìm  vergangeuen 
Jahrlumdert  mitgearbeitet  haben  an  den  Fortacliritten  der  Civilisation,  mitgewirkt  haben  zu 

der  glànzenden  Entwicklung  der  matliematisohen  Wiaaenacliaften die  Werke  Crkmona's 

iiber  algebraificlie  Curven  und  uber  graphiache  Statik  diirften  nirgende  besser  bekannt  und 
mehr  atndiert  sein  als  in  Dentsohland  ». 

Debbono  e^ere  altresì  ricordate  le  recensioni  fattf-  da  G.  Darboux  dei  due  volumi  già  piib- 
blicati  {BuUetin  des  S<n&m-eB  Mathématitptes,  2j""  sèrie,  tome  XXXIX  (1915),  pag.  113  e  137) 
nelle  quali  l'opera  scientifica  di  Cremona  è  messa  in  piena  luce.  In  particolare  nella  n 
relativa  al  2.''  volume  si  legge  :  «  En  relìsant  lee  Mémoii'es  qui  le  composent,  nona  noof 
reportés  aux  temps  de  notre  jeunesae  où  Chasles,  Gaylet,  Ci^bsch,  Cremona  et  bien  d'au- 
tres  pourauivaient  d'un  commun  accord  ces  études  géométriquea  que  l'on  neglige  si  oomplè- 
tement  aujourd'hid  et  qne  l'on  a  bien  tort  de  negliger.  La  part  de  Cremona  a  été  grande,  et 
l'on  retrouvera  lei  grand  nombre  d'éorits  où  il  a  énoiicé  et  dómontró,  parles  méthodea  lee  plus 
BÌmples,  iea  piopoaitiona  les  plus  dignes  d'intórét  ». 

*)  Veronese,  Cow/memoroMone  del  socio  Loioi  Cremona  (Rendiconti  della  R.  Accad.  dei 
Lincei,  aerie  5.^  voi.  XII  (1903)) 
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per  disciplina  e  coraggio,  si  da  essere  proposto  a  «  modello  di  virtù  militari  e  civili  »  *). 

AI  ritorno  in  patria,  nel  1849,  ebbe  il  grande  dolore  di  non  trovarvi  più  la  diietta  madre 
morta  da  qualche  mese,  e  in  tratto  quasi  in  fin  di  vita  da  un  gravissimo  tifo,  di  cui  aveva 
portato  il  germe  dalla  guerra.  Forte  nell'avversità  e  tenace  nel  lavoro,  egli  terminò  nello 
stesso  anno  1849  le  scuole  classiche  e  poscia  entrò  nella  Università  di  Pavia,  ove  ebbe  a 
maestri  Bordoni  e  Bbioschi  ed  ove  consegui,  con  lode,  nel  1853,  la  laurea  di  ingegnere 
civile  ed  architetto  **). 

A  Pavia  fece  conoscenza  di  Beltrami  e  Casorati,  venuti  all'Università  alcuni  anni 
dopo  di  lui,  e  rimase  fino  al  1856,  prima  come  privato  ripetitore  di  Matematica,  poi,  fatto  il 
necessario  anno  di  prova  nel  Ginnasio,  come  professore  supplente  nel  Ginnasio  stesso:  ed 
a  Pavia  fece  le  due  prime  pubblicazioni  [1,  3]  ***)  ispirate  rispettivamente  a  lavori  dei  suoi 
due  Maestri.  Fu  poscia  nominato  professore  ordinario  nel  Ginnasio  di  Cremona  e  vi  rimìtóe 
per  più  di  due  anni.  Qui,  continuando  con  instancabile  alacrità  negli  studi  geometrici 
già  avviati,  pubblicò  intorno  ad  essi  le  prime  ricerche  e  pose  le  basi  del  suo  avvenire  f) 

Nel  1859  passò  ad  insegnare  nel  liceo  S.  Alessandro  (oggi  Beccaria)  di  Milano  e  nel 
1860  fu  chiamato  alla  cattedra  di  Geometria  superiore  nella  Università  di  Bologna,  ove 
ebbe  inoltre  l'insegnamento  della  Geometria  descrittiva,  ed  anche  per  alcuni  mesi  quello 
di  Geometria  inahtiea,  e  per  un  anno  (1864-65)  quello  di  Meccanica  razionale.  Trasferi- 
tosi a  Milano  nel  1866,  vi  insegnò  la  Statica  grafica  nel  Politecnico  e  la  Geometria  supe- 
uote  nella  bcuala  Normale,  che  Brioschi  aveva  annesso  al  Politecnico  stesso  coU'in- 
tendimento  di  formare  professori  per  gli  istituti  tecnici. 


*)  Verjnese   1    e 
**)  LoRi\   Luigi  freinima  et  son  oeuvre  mathématique  (Bìbliotheca  Mathematica,  III  Folge, 
Band  V  (1904)). 

Bbezolaee,  Della  mta  e  delle  opere  di  Lwigi  Cremona  (EeudicoMti  del  E.  Istituto  lombardo, 
serie  II,  voi.  XXXIX  (1906)). 
*•*)  I  numeri  fra  parentesi  quadre  sono  i  numeri  d'ordine  dei  lavori  pabblioati  in  queste  Opere. 
II  tomo  I  flnisfle  col  n.  31  e  il  tomo  II  col  n,  78. 

t)  Cremona  prese  in  moglie  nel  1854  la  aignora  Elisa  Pekrari  uscita  da  una  famiglia  di  pa- 
trìotti  (Cfr.  nella  Suova  Antologia,  Rivistadi  Scienze,  JJetteTe  ed  Arti,  seconda  serie,  voi.  XLII 
(1883),  pag.  767,  una  bella  lettera  indirizzatale  da  Mazzini  nel  ISSfi  per  la  morte  di  un  suo  amato 
fratello,  che  era  stato  a  Venezia  compagno  d'armi  di  Cremona).  N&  ebbe  tre  figli,  la  signora 
Elena  C."  Perozki,  l'Ing.  Vittorio  e  la  signora  Itala  Cozzolino.  La  morte  della  moglie,  ot- 
tima eignora  e  ottima  madre,  avvenuta  nel  1S32,  fu  cagione  dì  grande  afSizione  alCesMONA,  il 
quale  ebbe  a  scrivere  agli  amici,  ohe  a  lei  doveva  i  migliori  consigli  ed  incoraggiamenti,  a  lei, 
che  gli  aveva  procurato  quiete  e  serenità  d'animo  prendendo  sopra  di  sé  tutte  quante  le  cure 
della  casa  e  della  educazione  dei  figli,  egli  doveva  i  suoi  studi  e  la  sua  carriera.  Nel  1887  sposò 
in  seconde  nozze  la  colta  e  distinta  aignora  Anna  Maner-Mììller,  la  quale  gli  fu  gentile  e  affet- 
tuosa compagna  fino  agli  ultimi  istanti. 
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Nel  1873  accolse  l'invito  di  recarsi  a  Roma  come  Direttore  della  Scuola  degli  Inge- 
gneri, che  egli  ricostituì  ed  ordinò  con  singolare  perfezione;  continuando  nell'insegnamento 
di  Statica  grafica  e  nelle  lezioni  di  Geometria  superiore.  Queste  fece,  per  alcuni  anni,  noi 
Corso  normale  che,  a  somiglianza  di  quello  di  Milano,  aveva  aggiunto  a  detta  Scuola;  indi, 
cessato  questo  Corso,  come  insegnante  di  Matematiche  superiori  nella  Facoltà  di  Scienze 
dell'Università,  cattedra  che  egli,  nel  pensiero  di  rimettersi  allo  sue  amate  ricerche, 
assunse  nel  1877,  abbandonando  la  cattedra  di  Statica,  e  che  tenne,  insieme  alla  Dire- 
zione della  Scuola,  fino  al  termine  di  sua  vita  *). 

Difficile  è  raccogliere  in  brevi  linee  la  grande  opera  scientifica  de!  Cremona.  I  primi 
fiassi  che  egli  mosse  nella  Geometria  moderna  non  provennero  già  da  qualche  impulso  ri- 
cevuto in  lezioni  universitarie,  che  quell'insegnamento,  accolto  con  onore  e  successo  in 
Francia  e  in  Germania,  non  aveva  allora  alcuna  vitalità  nelle  Università  italiane,  ove  pur 
rifulgevano  per  altri  rami  alcuni  nomi  insigni;  ma  provennero  dall'azione  generosa  di  un 
illustre  analista,  il  Brioschi,  il  quale,  seguendo  il  rapido  moto  delle  Matematiche  nello' 
loro  varie  manifestazioni,  vi  indirizzò  alcuni  dei  suoi  eletti  discepoli,  porgendo  loro 
consigli,  libri,  aiuti.  Ciò  è  confermato  dallo  stesso  Cremona,  ohe,  nella  sua  elevata 
Prolusione  al  Corso  di  Geometria  superiore  nella  Università  di  Bologna  [35],  rende  al 
Brioschi  pubblica  testimonianza  di  gratitudine  **). 

I  principali  lavori  che  rivelarono  la  potenza  geometrica  di  Cremona  e  lo  indicarono 
per  una  delle  cattedre  di  Geometria  superiore  istituite  in  Italia  nel  1860  (un'altra,  a  Na- 
poli, essendo  stata  pure  degnamente  affidata  al  Battaglini)  sono  quelli  sulla  eubica 
gobba  [9,  10],  della  quale  varie  proprietà  metriche  e  proiettive,  ed  il  sistema  nullo  re- 
lativo ad  essa  sono  dedotti  mediante  la  rappresentazione  parametrica,  che  soltanto  più 
tardi  Cremona  seppe  essere  dovuta  a  Mobius;  ed  i  lavori  sulle  quadriche  inscritte  in 


*)  Per  maggiori  particolari,  anclie  rispetto  ai  lavori  Cremoniani  di  cui  si  paria  in  appreaso, 
vodansi  le  commemorazioni  precedei! temente  citate.  Vedaei  altresì  il  «Discorso  commemorativo  » 
di  Enriques  (Eendioonto  delle  Sessioni  deUa  E.  Accademia  delle  Scienze  di  Bologna,  1903-1904). 
'^*)  Ciò  è  puie  confermato  dalle  affettuose  dichiarazioni  fatte  dal  Cremona  in  una  sua  let- 
tera scritta  in  occasione  delle  feste  commemorative  del  25."  anniversario  (1878)  della  fondazione 
del  Politecnico  di  Milano.  Ivi,  fra  altre  cose,  si  legge:  " ....  Non  esaj^ero  afferraando  che  il  Brio- 
schi mi  comunicò  il  sacro  fuoco  ond'eglì  stesso  ardeva  e  mi  dischiuse  per  primo  gli  infiniti 

orizzonti  dell'alta  matematica Gli  anni  che  passai  con  Brioschi,  come  scolaro  e  poi  come 

collega  nell'insegnamento,  sono  gran  parte  della  mia  vita;  nei  primi  imparai  ad  amare  la  scienza, 
negli  altri  poi  a  trasfonderla  in  un  grande  cerchio  di  uditori.  La  memoria  degli  uni  e  degli  altri 
è  un  vincolo  di  affetto,  di  ammirazione  e  di  gratitudine  che  mi  unisce  a  Brioschi.  n  Cfr.  anche 
l'epigraie  dedicatoria  dell'"  Introduzione  «  e  la  lettera  scritta  da  Casoeati  e  Cremona  alla 
figlia  del  Brioschi  per  Ih  sue  nozze  {Queste  Opere,  t.  I,  pag.  315  e  t.  Ili,  pag.  485.) 
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una  sviluppabile  di  4.''  elasse  e  sulle  camelie  inscritte  in  una  sviluppabile  di  3.»  classe 
[11,  12],  contenenti  moiti  teoreraf  metrici,  partioolarraente  sulla  specie  di  dette  quadri- 
ehe  e  coniche. 

Così  in  questi  come  nei  lavori  succesaivì  sulle  quadriehe  omofoeali,  sullo  coniche  e  qua- 
driche  congiunte  [19,  20],  il  metodo  di  dimostrazione  è  fondato  sulla  Geometria  analitica, 
che  Cremona  applica  con  sagace  ingegnosità,  giovandosi  abilmente  dei  perfezionamenti 
che  allora  vi  erano  stati  Introdotti,  in  particolare  facendo  proficuo  uso  delle  coordinate 
tangenziali.  E  sono  pure  ottenute  d'ordinario  eoU'applicazione  dell' Analfei  algebrica  alla 
Geometria  le  varie  soluzioni  di  esercizi,  uscite  durante  lo  stesso  periodo  (1867-60)  nei 
Nourelles  Annales  de  Mathémaliques:  nelle  quah  soluzioni  e  è  inoltre  da  rile^  are  che  tal- 
volta le  questioni  proposte  sono  generalizzate  e  collegate  ille  naicenti  teorie  geometriche. 
Ciò  può  dirsi  specialmente  dol  lavoro  [17],  notevole  non  solo  perche  \i  s-ono  esposte  le 
prime  cose  del  metodo  di  Grassmann  e  su  e'-^e  ^ono  mnestate  ìe  soluzioni  dei  due 
problemi  ivi  considerati,  ma  anche  perchè  vi  e  ^fferm■lta  h  grande  importanza  di  quel 
metodo,  riconosciuta  nella  stessa  Germania  soltanto  alcuni  inni  dopo 

Cremona  aveva  già  mostrato  in  quei  suoi  primi  lavori  la  fotza,  I  eleganza  e  l'accura- 
tezza della  sua  mente,  ma  non  aveva  ancora  trovata  la  sua  via,  né  abbracciato  per  intero 
il  campo  dell'indagine  geometrica  del  suo  tempo.  Nei  lavori  stessi  le  sue  ricerche  sono  in 
gran  parte  ispirate  alle  opere  di  Chasles,  delle  quali  dimostrano  o  completano  o  accre- 
scono vari  risultati.  Nel  1860,  salendo  alla  cattedra  di  Bologna,  chiedeva  consiglio  a 
Chasles  e  gli  scriveva:  «La  mia  debolezza  proviene  sopratutto  dalla  mia  educazione 
esclusivamente  algebrica,  e  se  i  miei  occhi  si  sono  aperti  al  sole  della  geometria  pura,  io 
devo  tutta  la  mia  riconoscenza  a  Voi:  è  il  vostro  Aper^u,  è  il  vostro  trattato  di  Geometria 
superiore  che  io  benedirò  sempre  1  »  *).  La  prevalente  influenza  della  Scuola  francese  e  spe- 
cie di  quell'insigne  geometra  sulla  prima  produzione  scientifica  del  Cremona,  se  già  non 
risultasse  dalle  sue  stesse  dichiarazioni,  sarebbe  evidente  per  molteplici  segni.  Caratte- 
ristica, ad  es.,  è  la  recensione  dei  Beitriige  sur  Geometrie  der  Lage  di  Staudt  [8],  nella 
quale,  pur  lodando  l'opera  egregia,  si  lamenta  con  frasi  incisive  il  divorzio  delle  proprietà 
descrittive  dalle  metriebe  e  si  ricorda  che  Chasles  aveva  rimproverata  la  medesima 
esclusività,  sebbene  non  tanto  esagerata,  alla  celebre  Scuola  di  Monge!  **). 

Però,  grazie  ad  insuperabili  energia  e  costanza  di  lavoro***),  ben  presto  Cremona  s'im- 


*)  Veronese,  1.  e. 
**}  Anche  da  altri  fu  fatta  allora  quell'oeservaaione  sull'Opera  di  Staudt,  della  quale  sol- 
tanto più  tardi  si  riconobbe  U  grande  valore. 

1,  più  volte  citata,  di  Veronese  si  legge; 
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padroni  completamento  anche  dei  metodi  e  delle  ricerche  della  Scuola  tedesca  e  dominò 
tutto  il  movimento  che  portava  alla  formazione  di  una  nuova  dottrina  geometrica.  Al  con- 
tatto dei  lavori  dei  grandi  geometri  stranieri  si  determinò  rapidamente  quella  evoluzione 
del  suo  spirito  vereo  i  metodi  geometrici,  puri,  ai  quali  era  disposto  per  natura  *).  Il  che 
si  scorge  già  nelle  Considerazioni  M  storia  deUa  Geometria  [22],  pubblicate  nell'occasione 
della  traduzione  del  trattato  di  Amiot  fatta  dal  Novi  e  contenenti  un  notevole  quadro 
storico  dì  ricerche  geometriche  antiche  e  moderne  (nel  quale  sono  pure  ricordali  i  geometri 
napoletani  e  il  metodo  delle  equipollenze  dì  Bellavitis  colle  sue  interessanti  applicazioni), 
8  piìi  ancora  si  scorge  nella  Prolusione  su  ricordata,  in  cui  le  principali  conquiste  fatte 
dalla  Geometria  nella  proiettività  delle  forme  di  1.",  2.^,  3.*  specie  e  nelle  forme  che  ne 
sono  generate,  vengono  esposte  in  bell'ordine  e  animate  da  un  vivissimo  amore  per  la 
scienza,  che  fa  dire  al  Cremona:  "...,.  me  beato  se  esso  mi  darà  potenza  d'infondere  in 
voi,  0  giovani,  quella  sete  di  studi  senza  la  quale  nulla  ai  fa  di  bello  e  di  grande!»  **). 
Dal  1861  si  delineò  chiaramente  un  nuovo  indirizzo  nel  metodo  di  dimostrazione  e 
nella  composizione  dei  lavori  di  Cremona,  TI  quale  accolse  e  seguì  ì  procedimenti  geome- 
trici spogli  di  qualunque  algoritmo  e  già  diifusi  per  opera  d'insigni  maestri,  Poncblet, 
Chasles,  Steiner,  Stauot;  ma  vi  diede  una  impronta  propria,  che  si  esplicò  e  si  perfe- 
zionò sempre  di  più  negh  anni  successivi,  caratterizzata  da  una  singolare  agilità  e  sempli- 
cità di  dimostrazioni,  da  una  forma  limpida  ed  eletta  e  da  un  sentimento  artistico  squisito. 
Della  quartica  di  2.»  specie  [28"]  espose  in  una  bolla  e  organica  trattazione  le  proprietà 
scoperte  da  Cayi.ry,  Salmok,  Steiner,  ed  altre  sue,  come  una  costruzione  lineare  della 
curva,  generalizzata  poi  ad  una  elasse  di  curve  in  altro  lavoro  [30];  della  superficie  gobba 
di  3.0  grado  fece  cono=icere  le  proprietà  fondamentali  [27]  e  pift  tardi  (nel  1862)  illustrò 
il  caso  osservato  prima  da  Oiiasles  ***)  e  segnalatogli  da  Cayley  [39]:  delle  sviluppabili 

Il  Per  molti  anni  a  Bologna  si  alzò  alla  mezzanotte,  dopo  un  brevissimo  sonno,  per  atten- 
dere assiduamente  a  rioerohe  di  aoienaa  Ano  al  sorgere  del  mattino,  dopo  di  ohe  riatoravasi  dor- 
mendo ancora  qnaloh.6  poco;  ed  avendogli  il  lavoro  soverchio  date  forti  emicranie,  egli,  a  cor. 
reggere  i  danni  dei  trascurati  oseroizi  in  gJoventii,  volle  già  maturo  essere  nuotatore,  alpini- 
sta, giuoeatore  di  bìgliardo,  ciclista,  e  raggiunse  il  suo  line.  Volle,  fortemente  volle  ». 

*)  Nel  1872  Cremona,  nella  bella  e  vigorosa  Prefazione  agli  Elmnenti  di  Geometria  proiet- 
tiva, scriveva:  e ...  diedi  maggior  rilievo  alle  proprietà  graiiche  che  non  alle  metrichei  mi  at- 
tenni ai  procedimenti  della  Geometrie  der  Lage  di  Staudt  più  spesso  che  a  quelli  della  Geometrìe 
suvirieare  di  Chaslbs  ...  ». 

'^■*)  11  progi'amma  ivi  svolto  rigiiarda  le  proprietà  descrittive,  ma  Cremona  avverte  che  ciò 
ha  fatto  perchè  rtuelle  si  lasniano  enunciare  assai  facilmente,  senza  bisogno  di  ricorrere  a  simboli 
algebrici,  e  aggiunge  che,  neUe  lezioni  a  cui  prelude,  avrà  riguardo  ancor  maggiore  alle  relazioni 
metriche  ....  e  cita  in  appoggio  alcune  paiole  di  Chasles. 
***)  Cfr.  nota  [i"^]  del  tomo  II  di  queste  Opere  (pag.  447). 
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di  5.<*  ordine  [3(>]  (pure  nel  1862)  enunciò  varie  eleganti  proprietà,  dando  in  fine  un  note- 
vole esempio  dì  sistema  nullo  d'ordine  superiore,  che  è  il  primo  eonoseiuto  *);  e  sulla 
cubica  sobba,  intorno  a  cui  ricercò  a  piìi  riprese  dal  1859  al  1864  [12,  13,  17,  24,  37,  38, 
41,  45,  50,  54],  raccolBe  un'ampia  roease  dì  proprietà  metriche  e  descrittive,  di  alcuna 
delle  quali  aveva  già  trattato  analiticamente,  rispetto  ai  punti  e  piani  congiunti,  alle  specie 
tleJle  coniche  inscritte  nella  sviluppabile  osculatrice  e  delie  quadricbe  passanti  per  la 
cubica,  alla  determinazione  della  eubica  stessa  mediante  punti  e  corde,  a  suoi  casi  par- 
ticolari, specialmente  a  quello  della  cubica  osculatrice  al  piano  all'infinito,  ecc. 

Ma  la  pubblicazione  neDa  quale  Cremona  spiegò  luminosamente  le  eminenti  qualità 
del  suo  temperamento  artistico  ed  un  ampia  <•  profonda  coltura  geometrica  è  Vlntrodu- 
zione  ad  una  teoria  geometrica  delie  ouive  piane  [i^],  pubblicata  nei  1862,  tradotta  poi  in 
tedesco  dal  Curtze  e  in  boemo  dal  Wb\r  Nel  1862  era  uscito  per  la  prima  volta  il  cele- 
bre trattato  di  Salmon,  che  esponeva  la  teona  delle  curve  piane  con  metodo  multiforme, 
ma  prevalentemente  analitico  e  in  relazione  alla  teoria  invariantiva  delle  forme  alge- 
briche. Cremona  si  propose  invece  nel  suo  trattato  di  dimostrare  tutti  i  risultati  noti, 
io  ispecie  quelli  insportantissmi  enunciati  da  Steiner  e  di  aggiungerne  altri  nuovi  coi  soli 
mezzi  della  geometria  pura.  La  qual  denominazione  ora  si  può  forse  osservale  non  essere 
del  tutto  appropriata,  che  il  metodo  ivi  seguito,  sebbene  proceda  quasi  sempre  col  puro 
ragionamento,  tuttavia  richiede  nec^sariamente  alcuni  teoremi  fondamentali  algebrici, 
mentre  il  nome  di  geometria  pura  suole  attribuirsi  ad  un  organismo  geometrico  affatto 
indipendente  dall'algebra  (Staudt,  Kììtter,  De  Paolis,  ..,). 

Cremona  pervenne  infatti  in  detta  Opera,  le  cui  imperfezioni  furono  in  parte  corrette 
in  un  lavoro  successivo  [53],  a  dare,  mediante  la  teoria  deUe  curve  polari  che  egli  arricchì 
di  nuove  proprietà,  una  trattazione  uniforme  ed  elegante  di  tutte  le  cognizioni  aliora 
acquisite  nella  Geometria  proiettiva  delle  curve  piane,  in  particolare  de!  3."  ordine,  ag- 
giungendone molte  altre,  frutto  delle  sue  ricerche,  specialmente  in  relazione  alle  curve 
invariantive  da  luì  chiamate  Hessiana,  Steineriana,  Cayleyana.  Bea  può  dirsi  che  egli 
riuscì,  con  quell'Opera,  allo  scopo  propostosi  di  diffondere  in  Itaha  l'amore  per  le  spe- 
culazioni di  geometria  razionale! 

Le  teorie  e  i  metodi  delV Introduzione  trovarono  felici  applicazioni  in  numerosi  e  sva- 
riati lavori  pubblicati  in  pochi  anni  (1862-65).  Fra  questi,  oltre  a  quelli  già  ricordati  e 
ad  altri  di  minore  importanza,  sono  da  menzionare  le  due  belle  Memorie  [55,  63]  sopra  la 
superficie  di  Steiner  e  l'ipocieloide  a  tre  regressi,  nelle  quali  i  teoremi  scoperti  da  Stei- 
ner, KuMMER,  Weieestrass,  Sohhotbr  sono  magistralmente  collegati  in  semplici  e  ar- 

•)  Cfi.  R.  STtTRM,  Liniengeamelvie.,  \,  (Leipzig,  1892)  pag.  78. 
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mouicbe  trattazioDi  e  accresciuti  di  nuove  proprietà,  come  quelle  relative  al  tetraedro 
singolare  della  superficie  di  Steiner,  e  a  certi  poligoni  circoscritti  airipocieloide. 

Fra  i  lavori  del  periodo  ora  accennato  primeggiano  però,  per  l'importanza  che  ebbero 
nel  progresso  della  Geometria  moderna,  le  due  Note  sulle  trasformazioni  geometriche 
delle  figure  piane.  La  prima  Nota  [40],  del  1863,  oltre  il  concetto  generale  di  tali  trasfor- 
mazioni, dà  le  due  equazioni  fondamentali  a  cui  debbono  soddisfare  i  numeri  dei  punti 
di  eguale  moltiplieità  comuni  alle  curve  di  un  piano  che  corrispondono  alle  rette  dell'al- 
tro e  la  effettiva  costruzione,  mediante  curve  gobbe,  di  quella  classe  particolare  di  dette 
trasformazioni  cbe  si  dicono  di  Jonquièkes  o  isologiche.  È  giusto  ricordare  che  Jonquiè- 
KES  aveva  già  fatto  di  queste,  nel  1859,  un  accenno  senza  dimostrazione  nella  lettera 
d'invio  {Comptes  rendus,  t.  49  (1869,  2."  semestre),  p.  542),  con  cui  accompagnava  una 
sua  memoria  sulle  curve  gobbe  rimasta  inedita  fino  al  1864  (e  poi  pubblicata  in  riassunto 
nei  Nouv.  Ann.  de  Maih.,  t.  III  (2."  sèrie)  e  integralmente  nel  Giornale  di  Matem.,  voi. 
XXIII  (1*  serie)),  dichiarando  però  che  quelle  trasformazioni  offrivano  qualche  interesse 
per  sé,  ma  ne  acquistavano  sopratutto  per  l'applicazione  alle  curve  gobbe.  Tale  accenno 
presumibilmente  sfuggì  al  Cremona,  tanto  più  che  non  piccola  parte  della  sua  Nota  era 
appunto  destinata  alla  determinazione  di  quelle  particolari  trasformazioni.  Così  pure  deve 
essere  sfuggita  al  Cremona  l'osservazione  di  Magnus  nella  prefazione  alla  Samìnlung 
von  Aufg.  und  Lehrs.  aus  der  anahjl.  Oeom.  (Berlin  ISS.'l)  sulla  esistenza  di  una  trasforma- 
zione nella  quale  alle  rette  corrispondono  quartiche  con  tre  punti  doppi  e  tre  semplici, 
addotta,  pare,  ad  esempio  di  trasformazioni  ottenute  colla  composizione  o  ripetizione 
di  trasformazioni  quadratiche  *):  mentre  nei  t,  8  del  giornale  di  Crelle  (1832),  come 
Cremona  avverte,  Magnus  (al  pari  di  Schiapabelli)  concludeva  invece  alle  sole  trasfor- 
mazioni quadratiche  ed  omografiche  come  trasformazioni  biunivoche  fra  due  piani:  il 
che  fu  per  alcun  tempo  ammesso  anche  dal  Cremona[H5].  Questi  precedenti  ad  ogni  modo 
non  tolgono  a  Cremona  il  grande  merito  di  avere  per  primo  compresa  tutta  l'importanza 
del  problema  di  queste  trasformazioni  e  sopratutto  di  averne  data  la  soluzione  comple- 
tamente generale. 

La  seconda  Nota  [62],  del  1864,  ove  sono  citati  Jonquières  e  Magnus,  è  un'aggiunta 
di  gran  valore  alla  prima,  per  lo  studio  della  Jaeobiana  di  una  rete  omaloidica  e  per  il 

*)  Anolie  Cremona,  nella  introduzione  alla  Nota  in  discorso,  osserva  ohe  dalla  composizione 
di  più  trasformazioni  quadratiche  nascono  trasformazioni  dì  ordine  superiore  al  secondo.  Il 
teorema  inverso  che  ogni  tale  trasformazione  è  una  composizione  di  trasformazioni  quadratiche 
tu  trovato  piii  tardi  quasi  simultaneamente  da  Clifford,  Noethbr,  Eosanes  (Cfr.  il  lavoro 
di  CLEBacH  citato  dopo)  e,  in  seguito  ad  una  obiezione  di  Seqrb,  dimostrato  rigorosamente 
da  Castelnuovo. 
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teorema  dell'eguaglianza  dei  numeri  di  due  soluzioni  coniugate,  trovato  per  via  indut- 
tiva non  del  tutto  completa,  e  dimostrato  poi  da  Clebsch  {Math.  Ann.,  Bd,  4)  e  da  al- 
tri *).  Ben  a  ragione  quelle  trasformazioni  si  chiamarono  Cremoniane  e  si  disse  Gremoniana 
la  geometria  delle  proprietà  che  rimangono  per  esse  invariatel  U  loro  studio  forni  nuovi 
mezzi  e  nuovi  argomenti  alle  ricerche  geometriche,  come  nelle  involuzioni  piane,  nello 
singolarità  delle  curve  piane  **),  ecc. 

Negli  anni  1866-fi7  Cremona,  estendendo  il  concetto  AvìVIniroduzione,  pubblicò  i  Pre- 
liminari di  una  teorùt  geometrica  delle  superficie  [70],  Quasi  contemporanea  fu  la  pre- 
sentazione all'Accademia  di  Berlino  della  Memoria  [^O]  sulle  superfìcie  del  S."  ordino 
pubblicata  più  tardi  nel  Giornale  di  Crelle,  la  quale  ottenne  dall'Accademia  stessa  metà 
del  premio  fondato  da  Steiner***),  Quelli  e  questa,  riuniti  ed  accresciuti  nella  tradu- 
zione tedesca  di  Curtze  (1.869),  offrono  una  esposizione  sistematica  e  sintetica  della  teoria 
proiettiva  delle  superficie  con  particolare  applicazione  a  quelle  di  3°  ordine,  fondata 
sulle  proprietà  delle  superficie  polari.  Forse  per  alcuni  concetti  e  teoremi,  così  nei  Pre- 
liminari come  nèlVlntrodimone,  si  può  desiderare  una  più  enatta  determinazione  f);  ma 
il  saggio  ordinamento  della  materia,  la  semplicità  e  l'ingegnosità  delie  dimostrazioni  e 
la  limpidezza  della  forma  renderanno  sempre  quei  due  trattati  attraenti  ed  utili  per  i 
cultori  della  geometria. 

Nella  Memoria  sulle  superficie  di  3.°  ordine  è  ottenuta  la  rappresentazione  piana  di 
una  tale  superficie  coH'aiuto  di  una  trasformazione  birazionale  (cubica)  dello  spazio  ana- 
loga, in  un  eerto  senso,  alla  quadratica  del  piano,  trasformazione  già  considerata  da  Ma- 


*)  Nel  1873  le  due  Note,  fiise  inaieme  ed  accresoiute,  furono  tradotte  in  francese  dal 
Dewulf  {BulletUn  d.  se.  mathém.,  t.  5). 

'*'*)  NoETHEK  riferisce  nel  citato  Naehmf  ohe:  a ...  ala  im  Juni  1S71  von  dem  Verfasser  die- 
se3  Aufaatzes  auf  die  Zerlegung  beliebiger  Kurvenaingularitàten  mittels  dei  Tranaformatio- 
nen,  etwa  quadratiaoher,  hingewieaen  worden  war,  griif  Cremona  aogleich  dea  Gedanken  voli 
auf.  SoUte  ich,  bemerkte  er  brieflicli  aohon  unter  dem  18.  Juni,  in  deutaclier  Spraohe,  die  sr 
gelàuflg  sehrieb,  in  Ztikmift  eine  nette  Aiisgabe  meiner  geometrischen  Werkelitn  uher  Kurven  v/ad 
Flachen  bearbeiten,  so  werde  ieh  mich  bestreben,  auf  die  Lehre  d«r  TransformaMonen  and  tmf  7ftr 
....  Verfahren  die  Theorie  der  mehrfaehefi  PwnMe  im,  begriirtden  ;  isas  so  gewisg  weìl  besser  iris 
anders  gelmgen  wird  ». 

***)  Cremona  ebbe  nuovamente  il  premio  Steiner,  per  intero  e  senza  concorso,  nel  1874, 
0  slfl  Anerkennnng  fiir  seine  auegezeiclineten  geometrìschen  Arbeiten  ». 

t)  Sui  Preliminari  c'è  anche  da  oaservare  che,  nella  teoria  dei  ooraplessi  eim/melrici,  s'incon- 
trano alcune  deficienze  rilevate  nelle  note  ['''*]  e  seg.'  delle  note  dei  revisori  contenute  nel 
tomo  II  di  queste  Opere  (pag.  448). 
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GKUS  e  da  Hesse;  e  ne  è  fatta  applicazione  allo  studio  delle  curve  sulla  superficie  *). 
AI  che  giunsero  simultaneamente  (come  il  confronto  delie  date  facilmente  dimostra) 
Cremona  e  Clebsch,  questi  avendo  invece  ricavata  la  detta  rappresentazione  dalle 
formole  che  esprimono  la  generazione  {di  Grassmann)  della  superficie  per  tre  stelle 
proiettive. 

La  rappresentazione  piana  della  superficie  di  Steiner  e  delle  superficie  gobbe  di  3.° 
grado  [71]  forni  pure  a  Cremona  semplici  mez2Ì  per  dimostrare,  sulla  prima  superficie, 
il  teorema  trovato  analiticamente  da  Clebsch,  essere  le  asintotiche  di  essa  quartiche 
gobbe  generali  di  genero  zero,  e,  sulla  seconda,  un  teorema  analogo  nel  quale  però  le 
asintotiche  sono  una  specie  particolare  di  dette  quartiche,  cioè  quelle  con  due  rette  oscu- 
latrici:  la  qual  specie  particolare,  osservata  dapprima  da  Cayley,  fu  poi  oggetto  di  una 
graziosa  l^ota  di  Cremona  [75].  Cosi  dalla  rappresentazione  piana  delle  superficie  gobbe 
razionali  con  due  direttrici  rettilinee  [7  7]  Cremona  trasse  il  nuovo  e  notevole  teorema  del- 
l'algebrìeità  delle  linee  asintotiche  su  tali  superficie,  teorema  dimostrato  poi  dal  Lie 
(Cfr,  Maihem.  Annalen,  Bd.  V,  p.  179}  per  tutte  le  dette  superficie  gobbe  aìgebriche, 
cioè  eliminata  la  restrizione  della  razionalità 

I  precedenti  lavori  iniziarlo  un  altro  fecondo  od  importante  periodo  di  ricerche,  consa- 
crato da  Cremona  alle  superficie  rappresentabili  sul  piano  e  alle  trasformazioni  birazio- 
nali  dello  spazio.  Sul  primo  argomento  una  Memoria  classica  di  Clebsch  (Maih.  Ann. 
Bd.  1}  dava  già,  oltre  a  vari  esempi,  alcune  proprietà  generali,  ed  una  di  Noether  (ivi, 
Bd.  3j  presentava  il  teorema  generale,  cosi  ricco  di  conseguenze,  della  rappresentabilità 
delle  superficie  che  posseggono  un  fascio  razionale  di  curve  razionali;  alle  quali  Memorie 
Cremona  faceva  seguire  le  due  belle  Note  [88,  89]  sulla  superficie  di  4."  ordine  con  co- 
nica doppia  e  sopra  un  caso  particolare  di  essa,  studiati  con  trasformazione  quadratica 
dello  spazio.  Sull'altro  argomento  delle  trasformazioni  biraa;ionaU  dello  spazio,  oltre  la 
trasformazione  del  2."  ordine  la  cui  inversa  è  pure  del  2."  ordine,  e  la  trasformazione 
(cubica),  cui  si  è  accennato  sopra,  adoperata  da  Cremona  per  la  rappresentazione  delle 
superficie  di  3.°  ordine,  erano  già  state  date  da  Cayley  le  forniole  per  la  trasformazione 
di  2,'*  ordine  la  cui  inversa  è  del  S."  (Proc.  ofthe  London  maih.  8oe.,  t.  3).  Dopo  ciò  appar- 
vero quasi  nello  stesso, tempo  (1871),  e  certo  indipendentemente  l'uno  dall'altro,  i  lavori 
di  Noether  e  Cremona  sulle  trasformazioni  birazionali  dello  spazio,  particolarmente 
su  quelle  di  3."  grado,  e  sulla  loro  applicazione  alle  superficie  rappresentabili  sul  piano. 
Lo  stesso  Cremona  (Cfr.  nota  *)  a  pag.  258  del  presente  tomo)  si  compiace  di  tale  coinci- 


*)  E.  Stubm  (1.  e.)  nota  nel  procedimento  di  Ceemoka  una  lacuna  consìstente  in  ciò  che 
non  riaiilta  rigorosamente  dimostrato  poterai  una  superfìcie  di  3."  ordine  generare  con  tre 
stelle  collineari,  Cfr.,  nelle  note  dei  revisori  del  presente  tomo  (pag.  485),  !a  nota  p]. 
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deiiza  anche  in  minuti  particolari  e  tiene  a  dichiarare  che  fu  invoglialo  a  riprendere  lo 
studio  delle  trasformazioni  bbazionali  dallo  belle  ricerche  dì  Hoethek  pubblicate  avanti 
Nei  lavori  di  Cremona  intorno  al  detto  argomento  è  fondamentale  il  metodo  semplice 
ed  ingegnoso,  a  lui  dovuto,  per  costruire  tutti  i  sistemi  omaloidici  ai  quali  può  appartenere 
una  data  superficie  omaloide;  metodo  consistente  in  un  opportuno  spezzamento  del  si- 
stema lineare  imagine  delle  sezioni  della  superficie  con  tutte  le  altre  superficie  omaloidi 
dello  stesso  ordine  e  aventi  le  stesse  singolarità.  Coll'aiuto  di  questo  metodo  Cremona 
riusci,  nei  lavori  [91],  [92],  [93],  a  presentare  molteplici  e  svariati  esempi  di  trasforma- 
zioni birazionali  e  a  dare  una  sorgente  inesauribile  di  nuove  e  interessanti  applicazioni  *). 

La  tritótorni azione  del  2.'»  ordine,  la  cui  inversa  è  del  4.°,  fu  osservata  per  la  prima 
volta  da  Cremona,  e  fu  da  lui  applicata  a  stabilire  l'esistenza  di  una  superficie  del  4." 
ordine  rappresentabile  ?ul  piano  dotata  di  un  tacnodo  e  tre  punti  doppi,  primo  esempio 
(dopo  la  superfìcie  di  3."  ordine),  di  superficie  rappresentabili  che  non  sono  monoidi,  nò 
dotate  di  linea  multipla;  le  quali  cose,  accennate  nei  lavori  citati  dianzi,  furono  poi  esposte 
con  maggiore  sviluppo  in  altra  memoria  [94].  Di  quella  superficie  poco  dopo  (Naehriek- 
tm  di  Gottinga,  7  giugno  1871.  Cfr.  anche  Maih.  Ann.  Bd,  33)  Noether  fece  conoscere 
un  tipo  piti  generale  cioè  con  solo  tacnodo,  pure  rappresentabile  sul  piano,  che  tu  più 
tardi  (1881)  oggetto  di  uno  studio  diretto  di  Cremona  in  una  memoria  [108]  nei  Col- 
lectanea  mathematica  in  memoriam  Dominici  Chelini. 

È  da  ricordare  ancora  la  memoria  [96],  lasciata  incompiuta,  nella  quale  Cremona 
riassunse,  in  quella  elegante  veste  geometrica  a  lui  tanto  famigliare,  i  risultati  generali 
suoi  e  quelli  di  Noetiifr  (non  raggiungendo  forse  in  qualche  punto  della  dimostrazione 
completo  rigore);  ed  inoltre  diede  tutti  i  casi  delle  trasformazioni  di  2°  ordine  e  pajte 
di  quelli  del  3.°,  corredandoli  delle  formole  dirette  ed  inverse.  A  questa  memoria  fece 
poi  seguire  un'altra  applicazione  delle  trasformazioni  birazionali  dello  spazio  alla  deter- 
minazione e  rappresentazione  di  due  superficie  dotate  di  curve  cuspidali  [97]. 


Come  a  Bologna,  cosi  a  Milano,  Cremona  die  prova  di  grande  attività  S' 
In  vero,  nel  periodo  ora  descritto  (o  meglio  in  una  parte  di  esso  che  corre  circa  dal  1868 
al  1870),  egli  rivolse  le  sue  ricerche  anche  ad  argomenti  vari  e  diversi  dai  precedenti. 
Tali  sono  la  bella  memoria  [VS]  sulla  classificazione  delle  superficie  gobbe  di  4."  grado, 


*)  Noether  (1.  e.)  scrive;  «  Freilìeh  fuhrt  nìeht  jede  abbildbare  Fliiohe  zu  einer  Eaumtrau- 
sformation.;  aber  Cremona  h.at  hier  eine  endloae  Kette  von  neuen  oìndeutigen  Traneforina- 
tionen  und  von  Abbildungen  hergestellt,  bis  zu  kompliziertesteii  und  aingulàrsten  hin,  die 
auf  keine  audere  Weiae  vorauszusohen  ratìglidi  gewesen  wSto:  in  der  Tat  eine  'uncrachòpfUche 
QuelU  (Math.  Ann.  Bd.  4).  » 

Cremona,  tomo  IH  II 
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i  lavori  sulle  trasformazioni  birazìonali  delle  curve  [80]  [81]  e  sugli  integrali  abeliani  [83], 
e  quelli  sugli  enneaedri  di  una  superficie  di  3.»  ordine  [81],  sulle  linee  di  curvatura  delle 
superficie  raziotinlì  e  particolarmente  delle  quadriche  f86],  sulle  tangenti  doppie  dì  una 
curva  di  4."  ordine  con  punto  doppio  [90]. 

Le  pubblicazioni  del  perìodo  suddetto  sono  rimarchevoli  anche  per  ciò,  che  le  consi- 
derazioni analitiche  vi  sono  poste  esplìcitamente  a  base  della  trattazione  geometrica  e 
talvolta  usate  metodicamente.  Cremona,  che  aveva  avuto  una  educazione  esclusivamente 
analitica  e  che  poi  aveva  sentita  fortissima  attrazione  per  la  geometria  pura,  non  tardò 
ad  accorgersi  che  le  due  forze  dovevano  essere  associate,  ed  egli  le  associò  difatti  nel  la- 
voro di  ricerca,  pur  predilìgendo  d'ordinario  nella  redazione  la  forma  sintetica.  Fino  dal 
1864,  al  Clebsch,  col  quale  ebbe  amìchevoH  relazioni,  scriveva:  "  Io  sono  pienamente  con- 
vinto circa  la  mutua  assistenza  che  l'analisi  e  la  sintesi  si  prestano  nella  geometria  »  *). 

Oltre  al  lavoro  [108]  dei  Collecianea  già  menzionato  (1881),  a  due  brevi  Note  [112], 
[113]  sopra  trasformazioni  di  6. "ordine  le  cui  inverse  sono  del  4."  e  del  5.»  (1884)  e  ad  una 
semplieededuzione  [111]  della  superficie  recìproca  dì  una  superfìcie  cubica  generale  dalla 
sua  rappresentazione  piana  (1885),  Cremona  nulla  aggiunse  più  sulle  trasformazioni 
birazionali  e  sulla  rappresentazione  deDe  superfìcie  sopra  un  piano;  cosicché  si  può  dire 
che  le  sue  ricerche  in  questo  campo  terminarono  nel  1873,  all'epoca  del  suo  trasferimento 
a  Romav  Ove  le  occupazioni  per  ricostituire  la  Scuola  degli  Ingegneri,  la  vita  politica  e 
pili  tardi  l'incerta  salute  rallentarono  la  sua  produzione  scientìfica;  la  quale  tuttavia 
ai  aggirò  intomo  a  svariati  argomenti  e  continuò  a  spiccare  per  quei  pregi  di  lucidità, 
eleganza  e  felice  coordinamento,  che  dominano  in  tutti  i  suoi  lavori.  Dalla  rappresenta- 
zione di  NoBTHER  e  LiE  dì  un  complesso  lineare  nello  spazio  ordinario,  egli  concluse  la 
teoria  dei  sistemi  di  rette  di  2."  grado  mediante  note  proprietà  deHt  superficie  di  3°  or- 
dine 0  di  quello  di  i°  ordine  con  conica  doppia  [101],  nel  qual  lavoro  accennò  espressa- 
mente a  considerazioni  di  geometria  iperspazìale;  da  un  intimo  stadio  della  confijturazione 
di  15  rette  di  una  superficie  di  3°  ordine  con  punto  doppio,  dedusse,  in  modo  semplice  e 
intuitivo,  ì  teoremi  antichi  e  nuovi  dimostrati  da  Veronese  sull'esagramma  di  Pascal 
con  considerazioni  di  triangoli  omologici  [103];  dalla  determinazione  di  particolari  esae- 
dri polari  rispetto  ad  una  superficie  cubica  generale  trasse  la  trasformazione  delia  sua 
equazione  a  somma  dì  sei  cubi  e  la  costruzione  del  pentaedro  di  Sylvestbr  [1 04],  giungendo 
cosi  a  risolvere  una  questione  posta  da  Clebsch  (Ofr.  Matk.  Ann.,  Bd.  VII,  p.  17),  cioè 
a  trovare  una  semplice  connessione  fra  quel  pentaedro  e  le  27  rette  della  superficie; 
e  infine  estese,  non  solo  allo  spazio  ordinario,  ma  all'iperspazio,  alcuni  risultati  di  Weyr 


*)  Veronese,  1.  ■ 
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e  Dabboux  relativi  a  curve  piane  di  ordine  n  passanti  per  tutti  i  punti  d'intersezicne 
di  n+1  tangenti  di  una  eonica  [106]. 

Gol  lavoro,  ricordato  innanzi,  sulla  superficie  reciproca  di  una  superiioie  cubica  (1885), 
Cremona  cessò  le  pubblicazioni  scientifiche  *):  ma  la  Scuola  geometrica  italiana,  a  cui 
egli  aveva  dato  origine  e  vital  nutrimento,  continuò  sicura  nell'avviato  cammino,  e,  pur  al- 
largando l'oggetto  e  l'indirizzo  delle  ricerche  e  accogliendo  varietà  di  metodi,  serbò  inal- 
terato il  gusto  di  quel  metodo  geometrico  puro  al  quale  l'aveva  educata  il  grande 
Maestro. 

Né  cessarono  mai  in  Cremona  l'interesse  e  l'amore  vivissimi  per  la  scienza.  Già,  fino 
dai  primi  anni  del  suo  soggiorno  in  Roma,  aveva  riconosciuto  che  l'ambiente  politico  e 
le  nuove  occupazioni  male  sì  conciliavano  eoi  suoi  prediletti  studi.  Nel  1877  aveva  quasi 
acconsentito  alle  istanze  dei  Prof.  Betti  e  Dini  di  trasferirsi  a  Pisa  {e  pare  ne  sia  stato 
trattenuto  dalle  vive  premure  del  Sella  e  anche  daU'aver  potuto  sostituire,  come  si  è  detto 
addietro  (pag.  Vili),  l'insegnamento  di  Matematiche  superiori  a  quello  di  Statica);  e  al- 
lora ad  un  suo  allievo,  che  in  qualche  modo  contribuiva  a  detto  trasferimento,  scriveva 
di  essergli  grato  «  che  si  fosso  prestato  ad  aiutare  il  suo  ritomo  alla  scienza  pura  ». 

Anche  nel  non  breve  periodo  delle  sue  sofferenze  fisiche  Cremona  non  tralasciò  mai 
di  seguire  il  movimento  scientifico.  Al  Prof,  Segre,  che  fu  a  visitarlo  nel  suo  studio  cin- 
que giorni  prima  che  si  spegnesse,  quando  ancora  non  si  era  manifestata  l'ultima  crisi, 
parlò  del  Tagebuch  di  Gauss  pubblicato  dal  Klein  e  disse  parergli  strano  che  Gauss  non 
avesse  pubblicate  tante  belle  scoperte.  Avendogli  il  Segbe  accennato  che  nell'S.o  volume 
delle  Opere  di  Gauss  erano  molte  cose  attribuite  ad  altri  scienziati  e  in  particolare  la 
pseudosfera  **),  Cremona,  preso  il  volume  e  verificata  la  cosa,  ne  mostrò  meraviglia  e 
soggiunse  che  gli  era  sfuggita,  quantunque  avesse  sfogliato  con  tutta  cura  il  volume  stesso! 

Cremona  ebbe  per  l'insegnamento  e  per  la  diffusione  delle  idee  geometriche  amore 
non  meno  vivo  di  quello  della  scienza.  I  suoi  numerosi  corsi  di  Geometria  superiore  toc- 
carono sempre  gli  ultimi  e  piii  notevoli  progressi.  Ad  es.,  nel  1865-66,  trattò  delle  curve 
piane  di  S.°  ordine  e  delle  superficie  cubiche;  nel  1868-69,  degli  integrali  abeliani  secondo 
il  libro  di  Clebsch  e  Gordan  (onde  ebbe  occasione  ai  lavori  di  argomento  analogo  accen- 
nati avanti);  nel  1870-71,  delle  superfìcie  rappresentabili  sul  piano  e  specialmente  del 

*)  Nel  1600  compose  la  bella  Commem orazione  [114]  di  Bbltbami,  ooL  quale  aveva  avuto 
lunga  e  fraterna  amicizia. 

**)  A  pag.  286  del  voi.  S."  delle  W&rJoe  di  Gauss  sii  accenna  prima  a  superficie  di  rotazione 
applioabili,  poi  in  particolare  a  quella  ohe  ha  per  meridiano  la  trattrice  e  che  Gauss  chiama 
Oegengtiick  der  K^ugél. 
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teoroiiia  di  Noether  già  ricordato  (Math.  Ann.  Bd.  3);  nel  1873-74,  deUe  trasformazioni 
Cremoniane  nel  piano  o  nello  spazio:  nel  1874-75,  della  geometrìa  deUa  retta:  negli 
ultimi  anni,  dei  gruppi  continui  di  Lie,  _ 

Sono  pure  da  menzionare  i  corsi  di  Geometria  descrittiva  a  Bologna  e  di  Statica  gra- 
fica a  Milano.  Nel  primo  Cremona  introdusse  vari  perfezionamenti,  precorrendo  a  quelli 
introdotti  in  seguito,  specialmente  dal  Fiedler;  di  ohe  diede  anelie  un  saggio  nella 
Nota  di  prospettiva  [6!)j  pubblicata  col  pseudonimo  di  Marco  Uglieni.  Nel  secondo 
seguì  le  idee  dì  Culmann  e  vi  portò  notevole  contributo.  Ne  derivarono  il  bell'opusco- 
letto  Elemmti  di  Calcolo  grafico  (Torino,  1874),  tradotto  in  tedesco  ed  inglese  e  la  pre- 
gevole Memoria  [98],  tradotta  in  francese,  tedesco  ed  inglese,  fondata  sul  concetto  utile 
ed  ingegnoso  di  considerare  i  diagrammi  reciproci  della  Statica  grafica  come  proieKÌoni 
di  duo  poliedri  reciproci  in  un  sistema  nullo. 

Le  doti  di  Cremona  come  insegnante  erano  la  chiarezza,  la  precisione,  l'ordine,  l'arte 
di  presentare  cose  difficili  in  forma  semplice  e  piana,  e  la  dizione  eletta.  La  sua  lezione, 
preparata  con  grande  cura,  era  sempre  calma,  la  sua  parola  meditata  e  misurata,  ma  fa- 
cile ed  incisiva,  ed  il  suo  insegnameato  non  solo  penetrava  con  vigore  nella  mente  dello 
scolaro  e  ne  accendeva  l'amore  alle  verità  geometriche,  ma  ispirava  nobili  ed  alte  idealità. 

Larga  e  benefica  influenza  ebbe  anche  Cremona  nell'ordinamento  e  nei  programmi 
delle  scuole  secondarie  italiane.  Per  esse,  specie  per  gli  studi  tecnici,  pubblicò  (dal  1866 
al  1868)  la  traduzione  degli  Elementi  di  Matematica  del  Baltzer  *);  e  con  Betti  e  Biìio- 
scm  propugnò  e  difese  **)  l'adozione  per  le  scuole  classiche  del  metodo  euclideo. 
A  lui  si  deve  l'introduzione  dell'insegnamento  della  Geometria  proiettiva,,  dapprima  nogli 
Istituti  tecnici  (1871),  poscia  nel  1."  anno  delle  Università  (1876),  Appunto  per  uso  dogli 


*ì  Questa  traduzione  evoca  il  ricordo  di  Domenico  Piani,  segretiirin  perpetuo  dell' Acca- 
demia (lolle  Soienae  di  Bologna,  uomo  dottissimo,  che  ricevette  Cremona  al  suo  primo  giun- 
gere a  Bologna,  «  a  braccia  aperte  »,  e  gli  fu  sempre  amico  devoto  ed  affozionatissimo.  Nella 
lettera  (del  26  novembre  1870Ì  che  Cremona  scrisse  al  Presidente  della  suddetta  Accademia 
(Mem.  dell' Acc.  stessa,  serie  3.*,  tomo  I  (1871),  pp.  40-41),  dopo  la  morte  del  Piani  e  in  ocoa- 
eione  della  sua  commemorazione,  lettera  tutta  dedicata  a  lodare  le  virtù,  la  modestia  e  la  col- 
tura dell'estinto,  si  legge:  »  Vorrei  dire,  se  avessi  l'arte  della  parola,  quanto  l'amicizia  di  Piani 
mi  sia  stata  profittevole  e  benefica.  L'inesauribile  bontà  di  qneO'uorao  lo  traeva  naturalmente 
a  porre  tutto  il  suo  ingegno  e  la  vasta  sua  erudizione  a  servizio  degli  amiei:  io  non  ebbi  mai 
ricorso  a  lui  invano.  Per  soddisfare  ohi  gli  moveva  alcuna  domanda  scientìfica  egli  non  rifuggiva 
dal  consumare  intere  giornate  compulsando  i  propri  scritti  o  rovistando  gli  scaffali  delle  bi- 
blioteche. Principalmente  mi  avvantaggiai  della  paziente  e  dottissima  sua  a 
dizione  italiana  che  io  feci  degli  Mentente  der  Mathematik  del  Baltzee, 
**)  Cfr.  Queste  Opere,  n.  82, 
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Istituti  tecnici  pubblicò  gli  Dttiini  Elementi  di  Oeomelria  proiettiva,  tradotti  in  francese, 
tedeeeo  ed  inglese,  nei  quali  seguì  un  metodo  misto  per  dare,  come  egli  stesse  si  esprime, 
un  libro  assolutamente  elementare  e  tecnico. 

Il  forte  ingegno,  l'integrità  del  carattere  e  l'estesa  coltura,  anche  in  argomenti  estranei 
alla  Matematica,  fecero  apprezzare  assai  l'opera  di  Cremona  nella  cosa  pubblica,  nella 
quale  ebbe  molti  o  svariati  uffici,  come  quello  di  Commissario  governativo  per  riordinare 
la  Biblioteca  Vittorio  Emaouelp  di  Roma  (1880  81)  e  l'altro  di  presiedere  le  Commissioni 
d'inchiesta  sulle  eostruzioni  governative  di  Roma  e  sui  m  ri^Iioni  del  Tevere  (1900). 

Nel  1879  fu  nominato  Sonatore  e  nella  Camera  vitali/ia,  di  cui  fu  anche  Vice  presidente, 
acquistò  presto  grande  autorità  o  \i  spiegio  in  più  occasiom  azione  efficace  ed  importante. 

11  Presidente  Saracco,  nella  commemorazione  di  Cremona  che  pronuncio  m  Senato  il 

12  giugno  1903,  disse  di  lui,  riferendoci  ai  due  anni  (1897  1898)  nei  quali  sostituì  il  Pre- 
sidente Farini  malato,  che  aveva  diretto  i  Ia\  ori  del  Senato  con  glande  abilità  congiunta 
ad  eguale  temperanza  »  *). 

Memorabile  è  il  controprogetto  di  legge  sulla  Istruzione  superiore,  che  ottenne  (1887) 
l'approvazione  del  Senato  e  a  cui  Cremona  aveva  atteso  eoo  grande  impegno  e  con 
fiducia  di  attuazione  pur  troppo  delusa  dalle  vicende  parlamentari.  È  iiure  da  notare, 
tra  le  numerose  relazioni  che  egli  ebbe  a  redigere  nell'ufficio  di  Senatore,  quella  che 
compilò  poche  settimane  prima  di  morire,  oppugnando,  con  vigorosa  argomentazione 
e  colla  consueta  lucidità  e  sicurezza,  il  progetto  di  una  distribuzione  delle  sezioni  degli 
Istituti  tecnici  e  di  alcune  Scuole  superiori  Era  1  due  Ministeri  di  Agricoltura  e  d'Istruzione. 

Nel  1873  G,  Finali,  Ministro  di  Agricoltura,  che  aveva  fatto  parte  col  Cremona  della 
Commissione  d'inchiesta  sulla  Istruzione  classica  e  che,  durante  tale  inchiesta,  aveva 
acquistato  di  lui  altissima  stima,  gli  offerse  il  posto  di  Segretario  generale  nel  proprio 
Ministero.  Il  Cremona  dapprima  accettò,  ma  poi  si  decise  a  rinunciare,  anche  per  lo  sol- 
lecitazioni del  Ministro  dell'Istruzione  pubblica,  Scialoia,  che  desiderava  conservarlo 
all'insegnamento  e  che  Io  nominò  direttore  della  Scuola  degli  Ingegneri  di  Roma,  Al- 
tro invito  ebbe  nel  1881  dal  Sel!^,  incaricato  di  succedere  a  Benedetto  Cairoli,  per 
assumere  il  portafoglio  della  Istruzione  pubblica,  invito  che  il  Cremona,  amico  personale 
e  politico  del  Cairoli,  rifiutò  con  una  nobilissima  lettera  **).  Accettò  questo  invito  dal 
Di  Rudinì:  ma  fu  ministro  per  pochi  giorni  (dall'I  al  29  giugno  1898),  onde  furono  fru- 
strate le  speranze,  universalmente  concepite,  che  egli  avesse  a  dare  un  indirizzo  serio  ed 
elevato  alle  cose  dell'Istruzione. 


*)  Beezolari,  1.  e. 
**)  Merita  di  essere  qui  riportata  (Veronese,  1.  e): 


y  Google 


.   E    DELLE   OPERE    DI    L.    CREMONA. 


Ckemona  appartenne  pure  per  moltissimi  luim  al  Consiglia  superiore  della  pubblica 
istruzione  e  ne  fu  anzi  per  alcun  tempo  Vice-presidente,  Socio  delle  più  illustri  Accade- 
mie italiane  ed  estere,  dottore  honoris  eausa,  di  Dublino,  di  Edimburgo  e  dì  Chiistiania, 
Cavaliere  dell'ordine  civile  di  Savoia,  egli  fu  nel  maggio  del  1903,  insianito,  dall'Impe- 
ratore di  Germania,  per  mezzo  di  nn  inviato  speciale,  dell'oròine  Pour  le  mérite,  conferito 
a  pochissimi  in  Italia. 

Il  cai  ittero  di  Cremona  è  scolpito  in  queste  poche  parole  *):  «  Uomo  integro,  rigido, 
ebbe  fotte  il  sentimento  dei  dovere  e  per  sé  e  per  gli  altri.  Si  potè  dissentirne  in  qualche 
giudizio  hu  persone  o  cose,  ma  non  mai  misconoscerne  la  buona  fede.  Entrandogli  in 
familiarità  si  osservavano  in  luì  impeti  di  espansiva  ammirazione  o  di  sdegnoso  disprezzo, 
che  rivelavano  una  natura  ricca  di  sensibilità,  avida  del  bollo,  insofferente  dì  ogni  me- 
schmita  »  Ne  mai  mutarono  queste  sue  qualità  colle  circostanze  o  cogli  anni:  Cremonv 
tu  sempre  lo  stesso  in  ogni  momento  della  sua  vita  privata  e  pubblica  **).  Ai  discepoli 


Eoma,    19   ■   5   ■  81. 
Carissimo  amico. 

Tu  mi  facesti  un'offerta,  che  mi  resterà  come  uno  dei  più  preaosi  ricordi  della  mia  vita. 
L'eaaere  da  te  atimato  eapa«e  di  venii'ti  in  aiuto  nella  difficile  impresa  a  cui  ti  sei  sobbarcato 
è  per  me  altamente  onorevole  e  luainghiero. 

Ma  potrei  io  darti  un  aiuto  efBoace?  aggiungerei  io  t'oraa  al  tuo  Ministero!  Non  lo  credo. 
Ad  ogni  modo  le  mie  opinioni  e  i  miei  precedenti  politici  mi  vietano  di  porrai  contro  i  caduti, 
ajnsooiandomi  ai  successori. 

Perdona,  illustre  amico,  se  ti  mando  per  iscritto  una  risposta  diversa  da  quella  ohe  tu,  per 
tua  benevolenza,  mostrasti  desiderare  che  io  ti  portassi  a  voce.  Se  ricuso  l'alto  onore  non  è 
per  camion  tua,  ma  della  situazione,  la  quale  m'impone  dei  doveri  ohe  tu  certamente  voit ai 
apprezzare,  pur  non  approvandoli. 

Confido  che  mi  resterà  intera  la  tua  amicizia,  come  io  sarò  sempre 

TìtUo  Uii)  L.  Cremona, 

*)  D'Ovidio,  Cenno  necrólogico  (Atti  della.  E.  oee.  delle  Se.  di  Torino,  voi.  XXXVIIl  (190.T)). 
**)  Valgano,  a  conferma  deDe  piecedenti  affermazioni,  anche  le  due  lettere  seguenti,  poco 
conosoiute,  che  il  Cremona  pubblicò  e  diffuse  soltanto  fra  scolari  e  colleglli;  la  prima  indiriz- 
zata al  Reggente  della  Università  di  Bologna,  la  seconda  al  Preside  della  Facoltà  matematica 
della  Università  stessa. 

Illustuaeimo  "Signore, 

In  risposta  ali  invito  che  V  S  mi  ha  indinzzato,  m  data  10  aprile  corrente,  di  presentare 
non  più  tardi  del  20  dello  stesso  mese  i  temi  per  gli  esami  speeiah  ho  l'onore  di  trasmetterle  ì 
progiammi  d  esame  per  la  geometria  descrittiva  e  per  la  meccanica  razionale;  le'  due  scienze 
che  m  quest  anno  ho  1  incarico  d'msegnare  Mi  è  sembrato  opportuno  stampare  (a  mie  spese) 
questi  piogiammi  e  per  comodo  degb  studenti  e  peiche,  in  quanto  dipenda  da  me,  non  resti 
lettela  morta  i!  prescritto  dal  regolamento  universitario 
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suoi  non  risparmiava  aperti  e  severi  rimproveri  per  qualche  impazienza  nella  carriera, 
0  per  qualche  sosta  o  lentezza  nel  lavorare,  o  per  qualche  trasoiiratezxa  nella  redazione 
delle  loro  pubblicazioni,  ma  insieme  li  eccitava  e  li  incoraggiava  fortemente  e  dee:na- 
mente,  dando  loro  affettuosi  consigli  e  validi  aiuti. 

Riteneva  giustamente  che  una  redazione  ben  fatta  non  poco  contribuiase  a!  successo 

Nello  ste^o  tempo  non  posso  tacere  che  mi  sale  il  rossore  al  viso  pensando  al  giudizio  ohe 
gli  intelligentì  faranno  dì  questi  progrfbmmi  al  meschini  e  incompleti,  ne'  quali  invano  ei  cer- 
cherebbero molti  degli  argomenti  strettamente  necefisari  per  gli  scopi  dell'istruzione  euperiore. 
Ma  di  ohi  la  colpa! ....  Non  mia,  di  certo,  he  persone  ragionevoli  ai  persuaderanno  forse  che  con 
tre  lezioni  per  settimana,  con  frequentissime  e  lunghissime  vacanze  imposte  ai  professori,  e  con 
giovani  che  pur  troppo  mancano  in  gran  parte  delle  cognizioni  precedenti,  non  si  fanno  mi- 
raeoh.  Ciò  sia  detto  in  quanto  alle  lesioni  già  fatte,  al  tempo  già  trascorso.  Nell'adattare  poi 
i  programmi  alle  materie  non  ancora  esposte  nella  scuola,  ho  dovuto  procedere  a  lume  di  naso; 
imperocché,  non  avendo  la  nostra  imiyersità  alcuna  sorta  di  calendario  scolastico,  né  essendo 
io  hene  esperto  di  tutte  le  vecchie  abitudini  locsili,  non  saprei  fare  una  giusta  stima  delle  lezioni 
che  ci  saranno  permesse  prima  ohe  incomincino  gli  esami.  Sul  quale  proposito  io  m'ero  imagi- 
nato  che  convenisse  interrogare  per  iscritto  l'Autorità;  ma  V.  S,  non  si  é  compiaciuta  rispon- 
dermi altrimenti  ohe  col  farmi  dire  da  un  bidello,  consultansi  il  regolamento.  Risposta  per  me 
inoomprensib0e,  dacché,  a  quanto  io  so,  il  regolamento  non  autorizzi  venti  giorni  di  vacanza 
a  natale,  né  due  settimane  a  carnevale  ed  altrettante  a  pasqua,  né  in  seguito  le  ferie  della  ma- 
donna di  S.  Luca  o  delle  rogazioni,  e  non  so  ohe  altro. 

V.  S.  non  mi  reputerà,  spero,  troppo  indiscreto  se,  vedendomi  da  più  anni  preclusa  la 
via  a  fare  intero  il  mio  dovere  e  a  dare  ai  miei  scolari  quell'istruzione  ohe  le  condizioni  del  nostro 
tempo  esigono,  muovo  lamento  por  un  tale  stato  di  cose,  e  oso  dirle,  senza  reticenze  e  col 
cuore  in  mano,  che  ia  gioventti  generosa  ma  inesporta  e  incanta  ha  bisogno  di  rioevere  saggi 
e  non  paurosi  cousigli,  e  d'essere  ammonita  dall'Autorità,  il  rispetto  alle  leggi  e  la  diligenza 
Itegli  studi  essere  raezai  assolutamente  necessari  per  divenire  buoni  cittadini  in  un  paese  libero. 
Ho  l'onore  di  riverirla  distintamente. 

Bologna,  19  aprile  1895. 

Luigi  Cremona 
Vi'or.  ili  aeoiiietvia  siiperiove  nella  v.  lliiiversil.fi, 

Ill.mo  Signor  Preside  della  Facoltà  Matematica; 

Bologna,  17  aprile  1866. 
Ho  ricevuto  una  copia  stampata  della  Belaitione  letta  ed  approvata  dalla  PacoUà  Matema- 
tica nell'adunanza  del  7  febbraio  1866,  sulla  eonvenienma  eà  opportunità  di  conservare  e  comple- 
tare presso  la  R.  Unvvergità  di  Bologna  la  Sonala  d' applicatone degUingegneri..  Ignoro  se  questa 
pubblicazione,  avente  carattere  ufficiale,  sia  stata  autorizzata  dalla  Facoltà;  certo  è  che  io  non 
fui  invitato  a  dare  il  mio  voto  in  proposito.  Ma  comunque  stia  la  cosa,  siccome  la  Jtelmione 
è  stata  divulgata  per  le  stampe,  mi  veggo  costretto  a  denunziare  eon  pari  pubblicità  che,  al- 
lorquando fu  discussa  questa  faccenda  fra  noi,  io  dissentii  apertamente,  come  dissento  tuttora, 
dal  maggior  numero  de'  miei  eoUeghi,  sì  rispetto  all'opportunità  della  petizione  ohe  si  voleva 
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di  una  memoria  scientifica.  Ad  un  discepolo  scrisse  (nel  1871):  «. . . .  Scusate  se  vi  parlo 
senza  cerimonie,  ma  lo  faccio  perchè  vi  voglio  bene  e  perchè  desidero  che  non  vi  avvez- 
ziate a  trascurare  la  forma.  La  forma,  se  italiana,  accurata,  chiara,  può  raddoppiare  il 
pregio  di  un  lavoro  scientifico  e  certamente  moltiplica  il  numero  dei  lettori.  Il  che  non 
vuol  mica  dire  che  si  debba  essere  prolissi:  no;  un  lavoro  può  essere  chiaro  e  ben  redatto, 
anche  se  contenga  i  soli  enunciati;  mentre  un  altro  lavoro  può  riuscire  pesante,  oscuro, 
intralciato,  inelegante,  anche  se  non  vi  sia  omessa  alcuna  dimostra5;ione.  » 

Egli  infatti  pubblicò  lavori  che  si  leggono  sempre  con  vero  godimento  intellettuale,  e 
che  fanno  amare  gli  studi  geometrici;  e  il  suo  nome,  onore  e  vanto  deUa  nuova  Italia, 
rimarrà  imperituro  nella  storia  della  Geometria,  fra  i  sommi  del  suo  tempo,  non  solo 
per  la  profondità  e  l'importanza  delle  sue  ricerche,  ma  per  la  genialità  dei  concetti  e 
della  forma,  e  per  la  elegante  struttura  delle  sue  pubblicazioni. 

E,  Bertini. 

fare  al  Governo,  come  anche  iu  riguardo  alla  guiatezza  dei  concetti  ed  alla  verità  dei  fatti  messi 
in  oampo  per  avvalorare  la  petizione  medesima.  Debbo  insomma  protestare  che  io  non  sono 
di  coloro  che  hanno  approvata  questa  Belwsione. 

Nella  quale  trovo  anche  asserito  che  il  Sig.  prof.  F. . ,  .  L.  .  .  ,  insegna,  con  molte  altre 
cose,  la  geometria  descrittiva  e  le  applicazioni  di  essa.  Non  dissimulo  il  mio  stupore  a  siffatta 
novella;  che,  se  Tavessi  saputa  prima,  già  avrei  cercato  di  sciogliermi  dal  grave  oarico,  ehe  da 
piti  anni  mi  è  stato  addossato,  di  dare  lezioni  della  medesima  scienza.  Tuttavìa,  ci  si  potrà 
riparare  in  avvenire;  per  la  qual  cosa  mi  rivolgo  a  V.  S.  affinchè  la  Facoltà  e  la  Reggenza  im- 
petrino che  il  Ministro  della  p.  i.  mi  esima  dall'ina egn amento  della  geometria  descrittiva;  die- 
tro il  riflesso,  le  mie  fatiche  essere  in  ciò  divenute  inutili,  da<ichò  la  Facoltà  ha  riconosciuto 
che  vi  provvede  abbastanza  l'opera  del  Sig.  L.  . . . 

Ho  l'onore  di  riverirla  distintamente. 

Luigi  Cremona 
in-of.  ord.  di  geometi'ia  eupeiiote  ed  iuoaricato  ileUn  geometiia  desci'ittiva. 

Ricordiamo  pure  che,  in  occasione  di  disordini  avvenuti  aUa  Università  di  Eoma  e  di  prov- 
vedimenti severi  presi  dal  Eettore,  essendo  corsa  la  voce  ohe  questi  avrebbe  poi  presentate 
le  dimissioni,  Cremona  scrisse  al  Eettore  stesso,  ehe  si  augurava  che  quella  voce  non  fosse 
vera,  perchè  quelle  dimissioni,  dì  fronte  ai  clamori  ed  alle  imposizioni  della  piazza,  parevano 
a  lui  niente  aJtro  che  fa  definitiva  abdicazione  di  ogni  potestà  accademica  {dalle  'Parole  del  Prof. 
G.  Semhrako  in  Onoranzn  citate  {Cfr.  nota  *♦)  a  pag.  V). 
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MÉMOIRE 

DE  GEOMETRIE  PURE 


LES  SURFACES  DU  TROISIÈME  ORDRE, 


MEPIIÌE  m   *  "BTffllI  lA  imriE  DU  1RI\  SIFINER 
iìÈESNÉ  PAR  L  vr^UÉHIE  MÌ,  aiENUÉS  UE  Ml.IN  UAhS  S\  SÉANCE  DU  5  JUIUET  1 


L.  CREMONA. 


MOTTO  : 
.    .    .    .    E»  i«t  darnuB  au  seben,  Aasa  diesB  J'iaehen 
fortini   liiat  eben  so  leicht  unii  eiiiliteslich  za  behan- 
delii  aiud,  nla  liislier  die  FlSchen  aweiten  GvadBS, 


(Eitrait  du  Journal  des  matliématiijues  pui«B  et  applique 


BEELIN, 
iMPItlMÉ  aiBZ  QEORGE  MDIER. 
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MEMOIEE  DE  GEOMETRIE  PURE  SUR  LES  SDEFACBS 
DU  TEOISIBME  OHDRB.    ['J 


imd  misewandie  Mathemi 


Ea  ist  dftrans  ao  aeheo,  daaa  diese  Flachen. 

fortftn  fast  eben  ao  leiolit  iiiid  eiDlaaslioh  su  be- 
bandela  sìnd,  ala  bialier  die  Flilohen  zweiten 
Qrttdea. 


Cet  écrit,  étant  destine  au  concours  publié  en  1864  par  l'Académie  royale  des 
seieiices  de  Berlin,  pour  le  prix  fonde  par  Stbisee,  contieni  la  démonstration  de  tous 
les  théorèmes  énoncés  par  ce  grand  geometre  dans  son  Mémoire  Ueber  die  Flachen 
dritten  Grades  (1856).  Ou  y  trouvera,  en  outre  de  cela,  tous  ou  presque  tous  les  resul- 
tata obtenus  par  d'autres  mathématicìens  qui  ont  traité  ce  sujet;  et  l'auteur  se  flatte 
qu'on  y  remarquera  aussi  plusieurs  propriétés  qui  soni  dues  à  ses  propres  recherches. 

PuÌ8,  attenda  que  la  théorie  des  surfaces  du  troisième  ordre  a  son  priucipal  fonde- 
ment  dans  la  théorie  generale  des  surfaces  d'ordre  quelconque,  au  sujet  de  laquelle 
on  ne  connaìt  aucun  traité  géométrique;  et  que  l'exposition  d'un  grand  nombre  de 
propriétés  n'offre  pas  plus  de  facilité  pour  les  surfaces  cubiques,  que  pour  les  surfaces 
d'ordre  quelconque;  l'auteur  a  jugé  convenable  de  commencer  par  quelques  chapitres 
relatifs  à  ces  dernìères.  Dans  ces  premiers  chapitres,  il  a  dispose  les  théorèmes  fonda- 
mentaux  touehaut  les  surfaces  polaìres,  les  systèmes  de  surfaces,  les  surfaces  nodales 
conjuguées  *),  etc.  tout  en  se  bornant  à  ce  qui  est  susceptible  d'ètre  applique  aux 
surfaces  du  troisième  ordre. 

*)  L'auteur  s'eat  permis  d'employer  les  mote  Hessienne  et  Steineri&nne  pour  distinguer  entre 
elles  les  deus  surfaces  qu'on  devrait,  d'après  Steiner,  appeler  conjugirte  ICernflachen.  De 
méme,  il  a  appelé  simplement  surface.  potaire  d'un  pian  ou  d'une  droite,  ce  que  Stbinhb  avait 
nommé  zweile  Polare.  Cette  dernière  diction  est,  sans  douts,  préférable  en  cas  qu'on  ait  à  con- 
sidérer  { pour  les  surfaces  d'ordre  plus  ólevé)  toute  la  sèrie  des  enveloppes  polaires  relative» 
aux  points  d'un  lieu  quelconque. 
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Les  chapitres  suivants  contiennent,  outre  l'application  des  priiicipes  généraux  aux 
sui-faces  cubiques  *),  les  propriétéa  si  nombreuses  qui  résultent  de  la  co'ùicidence  des 
deux  surfaces  nodales  en  une  surface  unique  (Sessienné)  de  quatrième  ordre,  qui  pos- 
sedè dix  points  doubles  et  dix  droites  {sommets  et  arètes  d'un  pentaèdre  très-remar- 
quable),  et  dont  les  points  sont  conjugués  deux  à  deux:  d'où  i!  suit  par  exemple  une 
transformatìon  de  figures  formées  par  les  droites  et  les  plans  qui  passent  par  un  point 
doublé  de  la  Hessienne. 

En  suite,  oii  trouvera  d'autres  chapitres  touchant  les  manières  différentes  d'engen- 
drer  une  surface  cubique;  le  système  des  vingt-sept  droites,  les  arrangements  de  celles-ci; 
la  geometrie  des  courbes  tracées  sur  une  surface  cubique  (à  l'aide  de  la  représentation 
sur  un  pian);  les  systèmes  de  surfaces  de  second  ordre  qui  coupent  la  surface  cubique 
le  long  de  trois  coniques;  les  hyperbolo'ìdes  qui  la  rencontrent  suivant  six  droites;  les 
trièdres  conjugués,  etc.  On  donne  enfin  la  classifieatioii  des  surfaces  du  troisième  ordre 
(et  de  la  douzième  classe)  en  cìnq  espèces,  eu  égard  à  la  réalité  des  vingt-sept  droites. 
Dans  ce  dernier  chapitre  on  trouvera  aussi  le  moyen  de  construire  toutes  les  cinq  espè- 
ces, auquel  effet  on  se  sert  de  la  diseussion  (que  nous  croyons  nouvelle)  des  cas  diffé- 
rents  offerts  par  l' intersection  de  deux  surfaces  de  second  ordre. 

Par  respect  aux  souhaits  de  l'Académie,  on  aurait  dù  consacrer  des  recherches 
expresses  à  la  courbe  gauche  du  neuvième  ordre,  qu'on  obtient  par  l'intersection  de 
deux  surfaces  cubiques.  Mais,  en  premier  lìeu,  il  a  paru  à  l'auteur  que  la  geometrie 
pure  ne  soit  pas  encore  préparée  convenablenient  à  des  spéculations  d'une  si  grande 
dif&culté;  et  secondement,  le  temps  lui  a  manqué,  non  seulement  pour  se  vouer  à  ces 
reclierclies,  mais  aussi  pour  développer  davantage  eertains  autres  arguments  **),  et  pour 
remédier  aux  graves  imperfections  dont  se  ressent  ce  travail,  à  cause  de  sa  rédaction 
précipitée.  En  défaut  d'une  véritable  théorie  de  ces  courbes  du  neuvième  ordre,  l'au- 
teur présente  {chapitre  8*)  l'énumération  des  courbes  gaucbes  qui  résultent  de  l'inter- 
section d'une  surface  cubique  avec  une  surface  du  second  ou  du  troisième  ordre,  et 
l'indication  du  procède  très-simple  pour  étudier  ces  courbes  dans  leurs  représentations 
sur  un  pian.  A  la  considération  de  cela  et  des  contributions  apportées  à  d'autres  points 
de  la  théorie,  l'auteur  ose  se  promettre  l'indulgence  de  l'Académie. 

li  nous  reste  à  parler  de  l'instrument  de  recherche,  avec  lequel  ce  travail  a  été 
conduit.  Obéissant  aux  prescriptions  de  l'Académie  et  heureux  d'aiìleurs  de  pouvoir 
suivre  son  propre  penchant,  l'auteur  s'est  servi  exclusivement  de  la  geometrie  pure. 


*)  On  doit  entendre  la  surface  cubique  generale,  sans  points  mulUples.  A  cause  de  l'exten.- 
sion  et  de  l'importance  des  matières  traitées,  le  temps  nous  a  fait  défaut  pour  nous  oeciiper 
aussi  des  surfaces  cubiques  d'une  classe  inférieure  à  la  douaième;  ce  que,  du  reste,  l'Académie 
semble  n'avoir  pas  voulu  demander. 

**)  Par  ex.  la  théorie  dea  surfaces  qu'on  pourrait  appeler  covariante^  (art.  65  et  suiv.). 
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dite  (peiU-ètre  impropi'ement)  synthétique;  et  il  se  flatte  qu'oii  jugera  qne  le  procèdo 
uniforme  et  facile,  qu'il  a  auivi  dana  tout  le  cours  de  cet  écrit,  rentre  dans  l'esprit 
de  ces  métliodes  puissantes  et  lumineuses  qui  oiit  valu  à  Steiner  la  découverte  d'un  sì 
grand  nombre  de  propriétés  très-importantea,  propriótés  qua  ce  célèbre  sphinx  géomé- 
trìque  a  léguées  à  ses  successeurs,  comme  autant  d'éiiigmes  à  déchiffrer. 

A  ce  propoa,  l'auteur  dèciare  qu'il  aurait  cru  manquer  à  la  probité  scientìfique, 
s'il  se  flit  borné  à  démoiitrer  géométriquement  les  théorèmes  de  Steiner,  eii  supposant 
connues  et  démontrées  les  propriétés  sur  lesquelles  ces  théorèmes  sont  naturellemeiit 
fondós.  L'auteur  a  censé  de  son  strict  devoir  de  s'appuyer  seulement  sur  ce  qui  avait 
été  démontré  par  la  geometrie  pure;  et  dèa  lors,  il  a  admis,  par  exemple,  comme  étant 
connues,  la  théorie  des  courbea  planea,  la  generation  des  courbes  polaires  qui  demeure 
la  mème  pour  les  aurfaces  polaires,  les  formulea  de  M.  PlDcker  qui  espriment  les  rela- 
tions  entre  les  cara^téristiques  des  courbes  planes  (car  ces  formules  ont  été  démontrées 
géométriquement  autre  part),  lea  formules  que  M.  Catley  a  déduitea  sans  calcul  de 
celles  de  M.  PlOckbr  et  qui  établissent  des  relations  entre  lea  caractéristiquea  d'une 
courbe  gauche,  etc.  Au  contraire,  d'autres  propriétés  (par  exemple  celles,  si  impor- 
tantes  et  fécondes,  des  cliapitres  2"  et  3"),  qu'on  connaissait  seulement  soiis  la  forme 
d'identités  algébriques,  se  trouvent  ici  démontrées  par  la  synthèse,  afin  qu'ellee  servent 
ensuite  de  base  au  développement  des  théorèmes  qui  sont  le  véritable  sujet  de  ce 
travail.  De  sorte  que,  quoiqu'en  grande  partie  ces  propriétés  ne  soient  pas  énoncées 
ici  pour  la  première  fois,  néanmoins  ellea  paraìtront  nouveiles  par  leur  traitement 
géométrique. 

Du  reste,  c'est  à  l'Académie  de  j'uger  jusqu'à  quel  point  l'auteur  a  mis  du  nouveau 
et  du  aien  propre  dana  ce  Mémoire,  Ainsi,  par  respect  à  ce  jugement,  s'est-il  abstenu 
des  citations  fréquentes;  et  il  se  borne  à  déclarer  ici  qu'outre  le  Mémoire  de  Steiner 
(objet  du  concours)  et  les  ouvrages  d'argument  general  des  MM.  Chasles,  Hesse,  Jon- 
QDIÈRES  etc,  il  a  consulte  les  écrìts  suivants  qui  traitent  particulièrement  des  aurfaces 
du  tcoisième  ordre: 
Catlet,  On  the  triple  tangent  planes  of  surfaces  of  the  third  order  (Cambridge  and  Du- 

blin  Math.  Journal,  IV.  1849). 
Salmon,  On  the  triple  tangent  planes  to  a  surfaee  of  the  third  order  (ìbidem). 
Sylvestbb,  On  eìimination,  transformation  and  eanonical  forms  (Camb.  and  Dub.  Math. 

Journal,  VI.  1851). 
|Hesse,  Ueber  die  Doppeltangenten  der  Ourven  vierter  Ordnung  (diesea  Journa!,  XLIX. 

1854).j    ['] 
Grassmank,  Die  stereoìnetrischen  Gleichungen  dritten  Grades  und  die  dadurch  ersengten 

Oberfldchen  (dìeses  Journal,  XLIX.  1854). 
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Brioschi,  Intorno  ad  alcune  proprietà  delle  superficie  del  terso  ordine  (Annali  di  scienze 

mat.  e  fis.  Roma  1855). 
ScHLiFLi,  An  attempi  to  determine  the  iwenty-seven  lines  upon  a  surface  of  the  ikird 

order  eie.  (Quarterì}'  Journ.  of  Math.  II.  1858). 
Clbbsch,  Zitr  Theorie  der  algebraischen  Flàeken  (dieses  Journal,  LVIII.  1860). 
—  Ueber  eine  Transformation  der  homogenen  Functionen  dritter  Ordnung  mit  vier  Ve- 

randerlichen  (ibidem). 
Salmon,  On  quatemary  eubics  (Philosoph.  Transactions,   1860). 
Clbbsch,   Ucher  die  Knotenpunkte  der  Hesseschen  Fioche,  msbesondere  bei  Oberjlàchen 

dritter  Ordnung  {dìeses  Journal,  LIX.  1861). 
SCHiAPABBLLi,  SuUa  trasformassione  geometrica  delle  figure  ed  in  particolare  sulla  trasfor- 
matone iperbolica  (Memorie  dell' Acead.  di  Torino,  1862). 
AuGDST,  Disquisitiones  de  superficieius  tertii  ordinis  (Dissert.  inaug.  Berolini   1862). 
ScHROTER,  Nachweis  der  37  Qeraden  auf  der  aìlgemeinen  Oberftache  dritter  Ordnung 

(dieses  Journal,  LXII.  1863). 
Clebsch,  Zur  Theorie  dèr  algebraischen  Fldchen  (dieses  Jour.,  LXIII.  1863). 
SchlSfli,  On  the  distribution  of  swfaces  ofthe  third  order  into  species  etc.  (Philosoph, 

Transact.  1863). 
Salmon,  Analytic  geometry  of  three  dimensions,  2^  ed.  (Dublin  1865). 

AverUssement.  Les  notes  renformées  dans  les  croehets  earrés  [  ]  ont  óté  ajoutées  en  jan- 
vier  1867.    [3] 


Chapitee  Premier. 

Les  surfaces  polaircs  par  rappoi't  il  une  surface  foniìamontale 

(l'ordre  quelcomiue. 

1.  Considérons  une  surface  fondamentale  quelconque,  d'ordre  «.  Un  point,  pris  arbi- 
traìrement  dans  l'espace,  sera  le  pole  de  w — 1  surfaces  polaires,  dont  la  première  est 
de  l'ordre  n — 1,  la  deuxième  de  l'ordre  n  —  2,,..  et  la  dernière  est  un  pian. 

Nous  omettons  la  définition  de  ces  polaires,  de  méme  que  la  dénionstration  de 
plusieurs  propriétés  qui  suivent,  car  nous  n'aurions  qu'à  reproduire  ce  qui  a  été  déjà 
exposé  góométriquement  pour  les  courbes  planes  *). 


*)  Voir  par  ex.  la  Ti:oria  geom.  delle  curve  pians  de  CaEMONA  (Bologna  18S2).  [Queste  Opere 
.  29  (t.  1.»)]. 
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De  plus,  notre  but  n'étant  autre  chose  que  rapplication  de  ces  propriétés  générales 
aux  surfaces  du  troisième  ordre,  nous  traiterons  presque  exclusivement  de  la  première 
et  de  la  dernière  polaire. 

2.  Si  la  H"'"  polaire  d'un  poiot  o  passe  par  un  point  o',  la  (k  — r)"'"*  polaire  de  o' 
passe  par  o.  Done,  par  trois  points  donnés  arbitrairement  dans  Tespaee  il  passe  une 
seule  première  polaire,  dont  le  pole  est  l'intersection  des  plans  polaires  des  points 
douHés.  C'est-à-dire  que  les  premières  polaires  de  tous  les  points  de  l'espace  forment 
an  système  Unéaire  *). 

Les  premières  polaires  qui  passent  par  un  mème  point  donne  ont  (»  —  If  points 
communs  et  forment  un  réseau;  leurs  poles  sont  dans  un  pian  (le  pian  polaire  du  point 
donne). 

Les  premières  polaires  qui  passent  par  deux  mémes  points  donnés  forment  un  fai- 
sceau,  dont  la  base  est  une  courbe  gauche  de  Fordre  (n  — 1)^;  leurs  poles  sont  dans 
une  liroite  (l'intersection  des  plans  polaires  des  points  donnés). 

3.  Les  plans  qui  passent  par  un  point  donne  ont  leurs  poles  dans  la  première 
polaire  de  ce  point,  Les  plans  qui  passent  par  une  droite  ont  leurs  poles  dans  la  eourbe 
gauche  d'ordre  («—!)',  commune  aux  premières  polaires  de  deux  points  quelconques 
de  la  droite  **).  Un  pian  a  (n — 1)'  poles:  ce  sont  les  intersections  des  premières  po- 
laires de  trois  points  quelconques  du  pian. 

4.  Le  pian  polaire  d'un  point  queiconque  par  rapport  à  la  surface  fondamentale  est 
le  pian  polaire  de  ce  point  par  rapport  aux  autres  surfaces  polaires  du  mème  pole. 

5.  Si  le  pole  se  trouve  sur  la  surface  fondamentale,  toutes  les  polaires  passent  par 
le  pole  et  sont  tangentes,  en  ce  point,  à  cette  surface.  Le  pian  polaire  coupé  la  polaire 
du  secofld  ordre  {quadrique  polaire)  suivant  deux  droites  qui  sont  osculatrices  au  pole, 
à  la  surface  fondamentale  et  aux  autres  surfaces  polaires  ;  c'est-à-dire  qu'au  pole,  les 
couiques  indicatrices  de  la  surface  fondamentale  et  des  surfaces  polaires  ont  les  mémes 
asymptotes.  Si  ces  asymptotes  couicident  ensemble,  la  quadrique  polaire  devient  néces- 
sairement  un  cone;  le  pole  est,  dans  ce  cas,  un  point  paraboUque  pour  la  surface  fonda- 
mentale {et  pour  les  autres  surfaces  polaires). 


*)  On  aomme  réseau  de  aurfaces  un  asaemblage  de  surfaces  du  méme  ordro,  tei  qu'il  n'en 
passe  qu'uae  seule  par  deui  points  quelconques  donnés.  Farmi  les  surfaces  d'un  réseau,  toutes 
celles  qui  passent  par  un  mème  point  donne  forment  un  faisceau. 

Dea  surfaces  du  mème  ordre  forment  nn  système  Unéaire  quaod  il  n'en  passe  qu'une  par 
trois  points  queJconques  donnés.  Toutes  les  surfaces  d'un  système  linéaire  qui  passent  par  un 
mème  point  forment  un  réseau;  toutes  celles  qui  passetit  par  deux  mémes  points  forment  un 
faisceau.  |Voir  Cremona,  Preliminari  di  una  teoria  geometrica  delle  superficie,  42.  Bologna 
1866.]  [Queste  Opere,  n.  70  (t.  2.")]. 

**)  Nous  donnons  à  cette  courbe  gauche  le  nom  de  courbe  polaire  de  la  droite  donnée. 
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6.  Le&  points  le  contact  de  la  suiiice  fondamentale  avec  les  droites  tangentes  issues 
d'un  point  qnekoniie  o  sont  les  p  ints  de  la  eourbe  d'ordre  n{n-~l),  ìnteraection 
de  la  surtace  avec  la  preimèie  poiane  le  o.  Donc  la  cbsse  de  la  surface  fondamentale, 
c'est-à-diie  le  nombie  de&ihns  tan^ents  qui  passent  par  deux  points  o,  o',  est  n{n — 1)^: 
ce  nombie  etant  ceUu  des  i  mt&  rommuns  à  la  surface  fondamentale  et  aux  premières 
polaires  da  o  o  On  Aoit  encoie  que  h  classe  d'une  seetion  piane  de  la  surface  fonda- 
mentale, ou  ce  qui  e'it  la  meme  chose,  l'ordre  du  cone  circonacrit  (le  sommet  étant 
un  point  quelconque    )  efit  n{n' — ^1) 

7.  Si  0  est  un  point  le  li  auiface  fondamentale,  cette  surface  et  la  première  polaire 
de  0  se  touchent  en  ce  pomt  dou  il  suit  que  o  se;  a  un  point  doublé  pour  la  courbe 
d'ordre  n(n — 1)  mteiaection  de  (,es  leux  surfaces  (6).  Le  cone  circonacrit,  de  sommet 
0,  se  decompose  dans  ce  tas  dans  un  cone  d'ordre  n{n — I)  — 2  et  dans  le  pian  polaire 
de  o;  et  ce  pian  étant  tang^nt  a  e  cone  le  long  des  deux  droites  osculatriees  à  la 
surface  en  o  couperi  le  méme  cone  suivant  n{n — 1) — '2  —  i={n-\-2){n — 3)  autres 
droites.  Pnrnu  Ifs  drottci  jn  soni  taigmtes  à  la  surface  fondamentale  en  un  point  donne, 
il  y  en  a  donc  {n-{-'>){ìJ — 3}  qu?  la  touchent  de  nouveau  aillenrs. 

8.  Si  une  droite  menée  par  un  point  quelconque  o  de  l'espace  est  oseulatrice  à  la 
surface  fondamentale  en  un  de  ses  points,  le  point  de  contact  appartieni  évidemment 
à  la  première  et  à  la  deuxième  polaire  de  o.  Donc  le  nombre  des  droites  osculatriees  qui 
passent  par  un  point  quelconque  de  l'espace  est  n{n — l}(w— 2). 

Le  cone  circonacrit,  de  sommet  o,  qui  est  de  l'ordre  n{n—l)  et  de  la  classe  n{n — 1)', 
a  donc  n{n — l)(n — 2)  génératrices  stationnaires.  D'aprèa  les  formujes  connues  de  M, 
PlOckeb,  ce  cone  aura  en  outre: 

^«(« — 1)(« — 2)(w — 3)  génératrices   doubles;  il  y  a  donc  ce  nombre  de  tangentes 

douUes  qu'on  peut  meiter  par  o  à  la  surface  donnée;  ìn{n^\){n  —  2)  plans  tangents 
stationnaires;  e'est-à-dire  que  ce  nombre  est  la  classe  de  la  développable  formée  par 
les  plans  staHorniaires  (qui  touchent  la  surface  donnée  aux  points  paraboliques  (5)); 

et —n{n—i){n — 2){«' — »^+«  — 12)  plans  tangents  doubles;  c'est-à-dìre  que  ce 

nombre  est  la  classe  de  l'enveloppe  des  plans  bitangents  (qui  touchent  la  surface  donnée 
en  deux  points  distincts). 

En  Buppoaant  la  surface  fondamentale  sans  lignes  multiples,  une  quelconque  de  sea 
sections  planes  sera  de  l'ordre  n,  de  la  classe  n{n  —  1),  sans  points  multiples,  et  par 


a  donc,  dans  un  pian  quelconque,  ces  nombrea  de  droites  osciilatricea  et  de  droites 
bitangentes  à  la  surface  donnée. 
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9.  Si  la  surface  fondamentale  a  un  point  multiple  o,  dont  r  soit  le  degré  de  multi- 
plicité,  ce  mème  poiot  sera  multiple  suivaat  r  —  1  pour  la  première  polaire  d'un  point 
qnelconque:  et  par  conséquent  la  classe  de  la  surfaee  donnée  en  sera  diminuée  de 
r{r — 1)^  unìtés. 

Le  mème  point  o  sera  multiple  suivant  r  pour  toutes  ies  surfaces  polaires  de  o; 
d'où  il  suit  que  ia  polaire  («  — r)™"  sera  un  cone  d'ordre  r,  et  Ies  polaires  d'ordre 
moins  élevé  seront  indéterminées. 

Si  la  surface  fondamentale  possedè  une  ligne  multiple  suivant  r,  la  première  polaire 
d'un  point  quelconque  passe  r — 1  fois  par  cette  ligne.  Dans  notre  but,  nous  n'avons 
pas  besoin  de  nous  arréter  à  chercher  l'influence  d'une  ligne  multiple  sur  la  classe 
de  la  surface  donnée. 

Nous  nous  bomons  à  observer  que,  si  la  surface  donnée  est  le  système  d'un  pian 
et  d'une  autre  surface,  et  que  le  pole  soit  pris  dana  ce  pian,  la  première  polaire  sera 
composée  du  mème  pian  et  de  la  première  polaire  relative  à  la  deuxième  surface. 

10.  Les  polaires  du  mème  ordre  par  rapport  aux  surfaces  d'un  faisceau,  le  pole 
étaDt  un  point  fixe,  forment  un  autre  faisceau  qui  est  projectif  au  premier.  De  mème, 
si  au  lieu  d'un  faisceau,  on  a  un  réseau  ou  un  système  linéaire,  les  premières  polaires 
d'un  point  fixe  formeot  uo  réseau  ou  un  système  linéaire,  respectivement. 

Si  par  la  courbe  d' intersection  de  deux  surfaces  d'ordre  n,  on  peut  faire  passer 
un  cone  du  mème  ordre,  le  sommet  de  ce  cone  aura  les  mèmes  polaires  par  rapport 
aus  deux  surfaces. 

n.  Soit  F„  la  surface  fondamentale  donnée;  o,(ì  deux  points  queiconques;  Po, Po'  les 
premières  polaires  de  o,  o'  par  rapport  k  F„;  P^o.  la  première  polaire  de  o  par  rapport 
à  ?„.;  et  P„v  la  première  polaire  de  o'  par  rapport  à  P^,  Nous  allons  démontrer  que 
PoQ.  et  Vo-o  ne  sont  qu'une  seule  et  mème  surface  d'ordre  «~2. 

Soit  E  un  pian  mene  arbitrairement  par  o';  et  K„  le  cone  dont  o  est  le  sommet, 
et  la  courbe  (EF„)  est  la  directrice.  D'après  un  tliéorème  connu  *),  les  surfaces  F„, 
K„  se  couperont  suivant  une  autre  courbe  située  sur  une  surface  F„__  d'ordre  n^l 
La  surface  donnée  appartieni  au  faisceau  determinò  par  le  cone  K„  et  par  le  lieu  com- 
pose EF,^,;  donc  (10)  la  polaire  P^.  appartiendra  au  faisceau  détenniné  par  le  cone 
Ka^i,  polaire  de  o'  par  rapport  à  K„,  et  par  le  lieu  compose  EF„_3,  où  F„_s  soit  la 
première  polaire  de  o'  par  rapport  à  F^,;  car  (9)  ce  iieu  compose  est  la  première 


*)  On  sait  que  par  la  courbe  eommune  à  deux  surfaces  d'ordre  n  il  passe  un  noralire  iiifiai 
de  surfaces  du  mème  ordre.  Par  conséquent,  si  deus  surfaces  d'ordre  n  passent  par  une  courbe 
d'ordre  nr  {r<^n)  située  dans  une  surface  d'ordre  r,  elles  se  couperont  en  outre  suivant  une 
autre  coorbe  d'ordre  M(n — r),  Bituée  dans  une  soiface  d'ordre  n—r. 
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polaire  de  o'  par  rap()ort  au  lieu  EF„_i,  Or  la  polaire  P,jo.  coincide  [IO]  avec  la  pre- 
mière polaire  de  o  par  rapport  à  EF„_s,  doiic  elle  passera  par  la  courbe  d' intersection 
de  la  surface  F„_b  avec  le  pian  E  (9). 

Puisque  la  surface  F„  passe  par  la  courbe  (K„,  EF„_i),  la  polaire  P^  coinciderà  avec 
la  polaire  de  o  par  rapport  au  lieu  EF„_i  (10),  et  passera  conséquemment  (9)  par  la 
courbe  (Er„_i).  Done  la  surface  P^.^  passe  par  ìa  courbe  polaire  de  o'  par  rapport 
au  lieu  EF„_,i,  e.  à.  d.  par  la  courbe  (EF„_2). 

On  conclut  d'ici  que  tout  pian  E  mene  par  o'  coupé  les  polaires  P„„:  et  ?„.„  suivant 
une  seule  et  méme  courbe  d'ordre  {n — 2).  Donc  ces  surfaces  coìncidenf  en  une  soule 
et  raème  surface,  que  nous  appellerons  deuxième  polaire  mixte  des  potnts  oo'. 

Il  est  très-facile  maìntenant  de  passer  à  un  théorème  plus  general,  relatif  aux  po- 
laires d'un  ordre  quelconque. 

12.  Des  théorènies  (11),  (2)  on  tire  sana  peine  cet  autre  énoncé:  Si  la  p-emière 
polaire  d'un  point  x  par  rapport  à  la  première  polaire  d\m  autre  point  o  passe  par  un 
troisième  point  o',  la  première  polaire  de  x  par  rapport  à  la  (n — 2)'""-  polaire  de  o'  pas- 
sera par  0. 

Et  de  mérae  un  théorème  analogue  pour  les  polaires  d'ordre  quelconque. 

13.  Si  la  première  polaire  de  o  a  un  point  doublé  o',  la  première  polaire  d'un 
point  quelconque  x  par  rapport  à  la  première  polaire  de  o  passera  (9)  par  o',  et  par 
conséquent  (12}  la  première  polaire  de  x  par  rapport  à  la  quadrique  polaire  de  o' 
passera  par  o.  De  plus,  puisque  la  deuxièrae  polaire  de  o  passe  par  o',  il  en  suit  que  o 
est  situé  daua  la  quadrique  polaire  de  o'  (2).  Donc,  o  est  un  point  doublé  pour  la  quadri- 
que polaire  de  o'  ;  c'est-à-dire  que  la  quadrique  polaire  de  o'  est  un  cone  de  sommet  o. 

Analoguement,  si  la  surface  r^""  polaire  de  o  a  un  point  doublé  o\  la  surface 
(n — r-—})'"'"'  polaire  de  o'  a  un  point  doublé  en  o. 

14.  Si  le  pole  parcourt  une  droite  R,  de  quelle  classe  est  la  développable  enve- 
loppée  par  le  pian  polaire?  Les  plans  passant  par  un  point  arbitraire  i  ont  leurs  poles 
dans  la  première  polaire  de  ce  point;  cette  surface  rencontre  E  en  n — 1  points;  l'en- 
veloppe  cherchée  est  donc  de  la  classe  n— 1*).  Nous  donnerons  à  cette  surface  la 
dénomination  de  développable  polaire  de  la  droite  R  **). 

Les  plans  tangents  de  la  développable  qui  passent  par  un  point  i  sont  les  plana 
polaires  des  n^l  points  où  R  est  coupée  par  la  première  polaire  de  i;  donc,  si  cette 


*)  Si  la  surface  fondamentale  a  un  point  o  mnltipìe  suivant  r,  co  point  est  multiple  suivant 
r — 1  pour  la  première  polnire  d'un  pole  quelconque  (tì);  d'où  il  suit  que,  si  R  passe  par  o, 
l'enveloppe  dea  plans  polaires  sera  de  la  classe  n—r. 

**)  On  démontre  pareUlement  que  la  développable  polaire  d'uae  courbe  d'ordre  m  est  de 
la  classe  m{n—l). 
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polaire  est  tangente  à  R,  le  point  i  appartìent  à  la  développable.    C'est-à-dire  que 

La  développable  enveloppée  par  les  plans  polaires  des  points  d'une  droite  est  le  lieu 
des  poles  des  premtères  polaires  tangentes  à  cette  droUe. 

Chacune  des  droites  génératrices  de  la  développable  est  le  lieu  des  poles  dont  les 
premières  polaires  touchent  E  au  in6me  point.  Parrai  ces  preraières  polaires  il  y  en 
aura  une,  laquelle  sera  osculée  par  R;  le  pole  de  cette  polaire  appartieni  donc  aussi 
à  la  generatrice  infiniment  voisine.  Ce  qui  revient  à  dire  que  la  courhe  cuspidale  de  la 
développable  est  le  lieu  d'un  point  doni  la  première  polaire  est  osctdée  par  R.  De  mèine, 
la  courbe  nodale  de  la  développable  sera  le  lieu  d'un  point  dont  la  première  polaire  a  un 
doublé  contact  avee  R. 

On  peut  très-facìlement  détermìner  l'ordre  de  la  développable  polaire  et  de  ses 
courbes  singulières.  Les  points  d'une  droite  arbitraire  sont  les  poles  d'un  faisceau  de 
premières  polaires;  dans  ce  faisceau  il  y  en  a  2{« — 2)  tangentes  à  R;  donc  ce  noitibre 
est  l'ordre  de  la  développable.  Un  pian  'queiconque  mene  par  R  coupé  les  premières 
polaires  de  ses  points  suivant  un  réseau  de  courbes  d'ordre  m— 1;  dans  ce  réseau  il 
y  a  3(w — 3)  courbes  osculées  par  R,  et  2(«— 3)(w — 4)  courbes  touchées  par  R  en  deus 
points  distincts;  par  conséquent,  la  courbe  cuspidale  est  de  l'ordre  5(n — 3),  et  la  courbe 
nodaleest  de  l'ordre  2(« — 3)(« — 4). 

D'après  les  relations  connues  entre  les  caractéristiques  d'une  développable  *),  on 
trouve  que  la  courbe  cuspidale  a  4(w — 4)  points  stationnaires,  c'eat-à-dire  qu'ii  y  a  autant 
de  points  dont  les  premières  polaires  ont  un  contact  du  troisième  ordre  avec  R;  etc. 

15,  Considérons  la  surface  enveloppée  par  les  plans  polaires  des  points  d'une  surface 
donneo  S^  d'ordre  m.  Les  plans  polaires  qui  passent  par  une  droite  arbitraire  ont 
leurs  poies  (3)  dans  une  eourbe  de  l'ordre  (» — If;  donc  l'enveloppe  chereliée  est  de 
la  classe  m{n  —  ^)^  Les  plans  tangente  qu'on  peut  mener  par  une  droite  queiconque 
à  cette  surface,  que  nous  désignerons  par  K,  sont  les  plans  polaires  des  intersectiona 
de  la  surface  donneo  S.,.  avec  la  courbe  d'ordre  (m — Tf  correspondante  à  cette  droite; 
donc  cette  droite  sera  tangente  à  K,  si  la  courbe  correspondante  touche  S,,,.  Par  consé- 
quent, si  deux  droites,  se  coupant  en  un  point  i,  correspondent  à  deux  courbes  d'ordre 
(« — If  tangentes  à  S,„  Jen  un  méme  pointj  [*] ,  le  point  i  appartiendra  à  K.  Or,  ces 
deux  courbes,  d'après  leur  définition  (3),  sont  sitnées  sur  la  première  polaire  de  i;  donc 
la  surface  K  est  le  lieu  d'un  point  dont  la  première  polaire  est  tangente  à  S,„. 

Si  m  =  l,  K  est  l'enveloppe  des  plans  polaires  des  points  d'un  pian  donne  E  et  en 
mème  temps  le  lieu  des  poles  des  premières  polaires  tangentes  à  ce  pian.  Cette  surface, 
de  la  classe  (« — 1)^  est  de  l'ordre  3(w— 2)^;  en  effet,  les  premières  polaires  des  points 


*)  [Voir  la  Teoria  geometrica  delle  superfìcie  déjà  citée,  10-13.] 
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d'une  droite  arbitraire  soiit  coupées  par  E  siiivant  un  faisceau  de  courbea  de  Tordre 
n-—l,  et  daiis  ce  faisceau  il  y  a  3(w — 2f  courbes  avee  point  doublé. 

Les  premières  polaires  des  points  d'un  pian  quelconque  coupent  E  suivant  un  réseau 

de  courbes  d'ordrem— 1;  or,  on  saitque  dans  un  tei  réseau  il  y  a-(«— 2)(m— 3}(3w*— 9m— 5) 

eourbes  avec  deuK  points  doubles,  et  12(«  — 2)(w— 3)  courbes  avec  un  point  station- 
naire;  la  surface  K  possedè  dotic  utit,  ivuìIp  nmìale  et  i> e  otìi  cuspiìil*"  dont  rm 
nombres  eitpriment  les  ordres 

D'après  ce  qui  précède,  si  la  pieraiete  poiane  d  un  point  i  touche  le  pho  E  in 
point  i',  rédproqoement  le  plin  peline  de  i  est  tingent  a  K  en  i  Soit  i  un  pomt 
coramun  au  pian  E  et  à  la  surtace  fondamentale  le  phn  poHue  de  i  sei  i  tingent  en 
i'  à  cette  surface  et  en  i  à  K  donc  7a  ^  irface  K  i"<t  imerite  dans  la  developpable  qui 
est  drconscrUe  à  la  surface  fondamentale  te  long  de  sa  section  pat   li  }lan  E 

16.  On  a  vu  (3)  que  le  heu  des  polea  de&  plins  pisiant  pir  uni,  dioite  est  une 
courbe  gauche  d'ordre  [n  —  1)  On  peut  de  meme  demindei  le  heu  de^t  poles  les  phns 
tangents  d'une  surface  quelconque  de  la  cKsse  m 

Si  la  surface  donnée  est  developpable,  elle  aura  m{n — ^1)^  plans  tangents  eoniinunb 
avec  la  surface  de  classe  (« — Vf,  enveloppe  dea  plans  polaires  des  points  d'un  pian 
quelconque  E  (15);  et  dès  lors,  ce  pian  E  contiendra  autant  de  points  du  lieu  demandé. 
Donc,  le  lieu  des  poles  des  plans  tangents  d'une  developpable  de  la  classe  m  est  une  courbe 
gauche  d'ordre  tn(n — 1)'. 

Si  la  surface  donnée  n'est  pas  developpable,  elle  aura  m{n — 1)  plans  tangents 
communs  avec  la  developpable  de  elasse  n- — 1  formée  par  les  plans  polaires  des  points 
d'une  droite  quelconque  R  (14);  d'oii  il  résulte  qu'une  droite  quelconque  contient  ni{n —  1) 
points  du  tiea  demandé.  Ainsi  le  Ueu  des  póles  des  plans  tangents  d'une  surface  quelconque 
de  la  classe  in  est  une  auire  surface  d'ordre  m[n  —  1). 

Chapitee  Deuxiéme. 
Sjstèmes  de  surfaces  d'ordre  quelconciue. 

17.  Si  l'on  se  donne  deux  faisceaux  projectifs  de  surfaces  d'ordre  n^  et  ih  reapecti- 
vement,  le  lieu  de  la  courhe  d'intersedion  de  deux  surfaces  correspondantes  est  une  surface 
d'&rdre  W|  +  »»3.  itti  passe  par  les  courbes  d'ordre  nf  et  »|,  iases  des  faisceaux  donnea. 

En  un  point  quelconque  de  la  première  base,  la  surface  d'ordre  «i-^Wa  est  touehée 
par  la  surface  d'ordre  «i,  qui  correspond  à  la  surface  d'ordre  %  passant  par  ce  point. 

18.  Soient  donnés  trois  faisceaux  projectifs  de  surfaces  d'ordre  Wi,  «;,  «jresp.  Les 
deux  premiers  faisceaux  engendrent  (17)  une    surface  d'ordre  Wi+%;  de  mènie,  le 
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premier  et  le  troisième  faisceau  donnent  une  surface  d'ordre  Ki-|-«3.  Ces  deux  surfaces 
passent  par  la  courbe  d'ordre  ni,  base  du  premier  faisceau,  et  par  suite  elles  se  coupe- 
ront  suivant  une  autre  courbe  d'ordre  (ki  +  «3)(mx  +  «3)  — "L  <]uì  passe  évidemment 
par  les  n\{ni-\-n2)  points  où  la  base  du  premier  faisceau  rencontre  la  surface  engendrée 
par  les  deux  autres  faisceaux,  ete.     Donc 

Le  lieu  des  points  où  se  coupent  trois  siirfaces  correspondantes  de  trots  faisceattx  pro- 
jectifs  d'ordre  n,,  %,  «3,  est  une  courbe  gauche  d'ordre  «s«a  +  «3Wi  +  Wi«3i  (pti  a  nl{ni-\-n^ 
points  comniuns  avee  la  base  du  premier  faisceau,  eie. 

19.  Soient  donnés  quatre  faisceaux  projectifs  de  surfaces  d'ordre  «1,  %,  «3,^4  resp. 
Le  troisième  et  le  quatrième  faisceau  engendrent  (17)  une  surface  d'ordre  %+»!  qui 
passe  par  la  base  du  troisième  faisceau  et  a  par  suite  nl{ni  +«i)  points  communs  avec  la 
courbe  d'ordre  wsKs-j-MsHi  4-Wi«!  engendrée  (18)  par  les  premiers  trois  faisceaux.  Donc, 
cette  courbe  et  cette  surface  se  couperont  en  («3+Hj}(»*eM3+«3Wi-]-hi«e) — «l(«i+Wj) 
autres  points,  c'est-à-dire  que 

H  y  a  M2«3Mj-f-«i«3«4-f-WiW2**i-|-%^W3  ^«^)  '^'^  ckamn  est  commun  à  quatre 
surfaces  correspondantes  de  quatre  faisceaux  projectifs  d'ordre  tti,Mj,«3,M4. 

20.  Dans  un  faisceau  de  surfaces  d'ordre  «,  combien  il  y  en  a  qui  soient  douées  d'un 
point  doublé?  Prenons  quatre  points  arbitrairement  dans  l'espace;  leurs  premières 
polaires  formeront  (10)  quatre  faisceaux  projectifs  d'ordre  n — 1.  Si  une  des  surfaces 
données  a  un  point  doublé,  la  première  polaire  d'un  pole  quelconque  passe  par  ce  point; 
et  par  conséquent  les  points  doubles  sont  les  points  de  l'espace  par  lesquels  passent 
quatre  surfaces  correspondantes  des  quatre  faisceaux  de  polaires.  Le  nombre  des  surfaces 
du  faisceau  donne,  qui  ont  un  point  doublé,  est  dono  (19)  i{n—lf\ 

21,  On  demando  le  lieu  des  poles  d'un  pian  par  rapport  aux  surfaces  d'ordre  n  d'un 
faisceau.  Soient  a,  h,  e  troia  points  pris  arbitrairement  dans  le  pian  donne;  si  x  est  le 
pole  du  pian  ale,  réciproquement  (2)  les  premières  polaires  de  a,  b,  e  passent  par  m. 
Or,  les  premières  polaires  de  a,  b,  e  forment  trois  faisceaux  projectifs  d'ordre  n  —  1;  le 
lieu  cherché  est  donc  (18)  une  courbe  gauche  d'ordre  S{n  —  1)^,  qui  passe  par  les  4  (n — 1)^ 
points  doubles  (20)  du  faisceau  donne. 

22,  Soient  donnea  deux  réseaux  projectifs  de  surfaces  d'ordre  n-y.n^;  un  faisceau 
quelconque,  compris  dans  le  premier  réseau,  et  le  faisceau,  qui  lui  correspond  dans 
l'autre  réseau,  engendrent  une  surface  4*  d'ordre  Wi  +  %.  Les  surfaces  *  forment 
elles-mémes  un  réseau.  Soient,  en  effet,  a  et  6  deux  points  arbitraires  dans  l'espace. 
Par  a  passent  deux  surfaces  con'espondantes  E,  E'  des  deux  réseaux;  et  de  mème, 
deux  autres  surfaces  correspondantes  Q,  Q'  passent  par  h.  Les  surfaces  (E,  Q),  (E',  Q') 
déterminent  deux  faisceaux  projectifs,  à  i'aide  desquels  on  peut  engendrer  la  surface  4>^: 
la  seule  qui  passe  par  a  et  b. 
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Soit  P,  F  une  autre  eouple  de  surfaces  correspondantes  des  deux  réseaux,  qui 
n' apparti eiment  pas  resp.  aux  faisceaux  (RQ),  (R'Q')-  Les  faisceaux  (PR),  (P'R')  engen- 
dreront  une  autre  Burface  *s;  et  de  méme  ìes  faisceaux  (QP),  (Q'P')  une  troisième 
surface  *3.  Les  surfaces  $i,  "^j  passent  par  la  courbe  ER'  d'ordre  «,%;  elles  ont  donc 
une  autre  courbe  commune,  de  l'ordre  («).  +  «sf — «1%.  Un  point  queleonque  de  cette 
courbe,  considéré  cornine  situé  sur  *!,  est  commun  à  deux  surfaces  correspondantes 
S,  S'  des  faisceaux  (RQ),  (R'Q');  et  le  mème  point,  considéré  comme  situé  sur  ^s, 
appartient  aussi  à  deux  surfaces  correspondantes  T,  T'  des  faisceaux  (PR),  (P'R').  Les 
deux  faisceaux  (PQ),  (TS),  appartenant  à  un  méme  réseau,  ont  une  surface  commune  U, 
à  laquelle  correspondra,  dans  l'autre  réseau,  une  surface  U'  commune  aux  faisceaux 
(P'Q'),  (TS');  d'où  il  suit  que  tout  point  de  la  courbe  d'ordre  «f+W2  +  ni«s,  savoir  tout 
point  commun  aux  surfaces  S,  S',  T,  T',  est  un  point  commun  aux  bases  des  faisceaux 
(TS),  (l'S"),  et  par  conséquent  ii  est  commun  aux  surfaces  U,  U'.  Donc  cette  courbe 
d'ordre  Ki+mH-Mi«ì,  commune  aux  surfaces  *i,  ^3,  est  située  aussi  sur  4>a,  et  peut 
étre  regardée  comme  base  du  réseau  des  surfaces  <£•.  (Ce  réseau  est  déterminé  par  les 
trois  surfaces  Oi,  *s,  *3,  lesquelles  n'appartiennent  pas  au  méme  faisceau,  car  ^3  ne 
contient  pas  la  courbe  RR'). 

Concluons  donc  que  les  surfaces  d'ordre  «i+«s,  smt  ìesqueUes  soni  situées  les  courhes 
d'intersedion  des  sm-faces  correspondantes  de  deux  réseaux  projectifs  d'ordre  n,,  n,,  for- 
ment  un  réseau  et  passent  toutes  par  une  méme  courie  gauche  de  Vord/re  «f-|-K|+n,Ks. 

Deux  surfaces  P,  Q  du  premier  réseau  donne  se  rencontrent  suivant  une  coiirbe 
d'ordre  n\,  à  laquelle  eorrespond  une  courbe  P'Q'  d'ordre  n\  dans  l'autre  réseau.  Ces 
deux  courbes,  en  general,  ne  se  coupent  pas;  mais  pour  celles  qui  se  coupeot,  les  points 
d'intersection  appartiennent  évidemment  à  la  courbe  d'ordre  m?4-w|+«i"2-  Autre- 
ment:  chague  point  de  cette  cowbe  est  commun  aux  iases  de  deux  faisceaux  correspon- 
dants,  au  lieu  que  par  un  point  arbitraire  de  l'espace  ne  passe  plus  qu'une  eouple  de 
surfaces  correspondantes. 

23.  Trois  réseaux  projectifs  de  surfaces  d'ordre  «i,  n^,  «a  resp.  étant  donnés,  quel  est 
le  lieu  d'un  point  par  lequel  passent  trois  surfaces  correspondantes?  Soit  G  une  droite 
arbitraire,  se  un  point  queleonque  de  G.  Par  x  passent  deux  surfaces  correspondantes 
des  premiers  deux  réseaux;  la  surface  correspondante  du  troìsième  reneontrera  G  en  «3 
points  x'.  Si  l'on  fìxe  arbitrairement  un  point  x'  sur  G,  les  surfaces  du  troisième  réseau 
qui  pitósent  par  ce'  forment  un  faisceau,  auquel  correspondent,  dans  les  autres  réseaux, 
deux  faisceaux  qui,  étant  projectifs,  engendrent  (17)  une  surface  d'ordre  Wi+Ma. 
Cette  surface  coupera  G  en  n,-\-n2  points  ce.  II  y  aura  donc,  d'après  un  lemme  connu, 
(wi+»{)+M3  coìncidences  de  x  avec  a^,  c'est-à-dire  que  le  lieu  cberehé  est  une  surface 
de  l'ordre  Ki+%+«3-  U  est  évldent  que  cette  surface  passe  1."  par  un  nomhre  infimi 
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de  cùurhes  gattches  d'ordre  «2«3-Hm3W|-|-M|Ms,  chacune  desquéUes  est  engmdrée  (18)  par 
trois  faiseeaux  correspondants  dans  les  trois  réseaux  donnés;  2.°  par  ìes  n\  points  com- 
muns  aux  surfaces  du  premier  réseau,  et  de  méme  pour  les  aufres  réseaux;  3."  par  la 
courbe  d'ordre  nl-\~nl-\-nin2  engendrée  (22)  par  les  deux  premiers  réseaux;  et  de  mème 
paur  les  autres  combinaisons  binaires  des  trois  réseaux. 

24.  Oli  donne  i]uatre  réseaux  projectifa  de  surfaces  d'ordre  «i,  W;,  «g,  «4  resp.; 
cherchons  le  lieu  d'un  point  où  se  eoupent  quatre  surfaces  con-espondantes.  Les 
surfaces  correspondantes  dea  premiers  trois  réseaux  se  eoupent  sur  une  surface  (23) 
d'ordre  «i-l-WB+Ka;  et  de  méme  le  premier,  le  deuxième  et  le  quatrième  réseau  don- 
nent  une  surface  d'ordre  Wi-[-Ws  +  «i.  Ces  deux  surfaces  ont  en  commun  la  courbe 
d'ordre  «i+Ws  +  ttiMa  engendrée  (22)  par  les  premiers  deux  réseaux,  elles  se  couperont 
donc  suivant  une  autre  courbe  d'ordre  (mi+»2+»3)  (wi  +  Wa+Wj) — («i+»}+«iWt); 
d'où  ÌJ  suit  que 

Le  lieu  d'un  point  par  lequel  passetti  quatre  surfaces  correspondantes  de  quatre  réseaux 
projecUfs  d'ordre  «i.BaiWs.K-j  est  une  courbe  gauche  de  l'ordre 

JisMg-^MsWi  +  WiWa  +  Wl^-d  +  WaMi+Ws»*- 

Cette  eourbe  contieni  évidemment  un  nombre  infini  de  systèmes  de  n^nint^n^n-in, 
+«i«sK4+^i'*a%  points,  chaque  système  étant  engendré  (19)  par  quatre  faisceaux 
correspondants  dans  les  réseaux  donnés. 

25.  Dans  quel  lieu  soni  distribués  les  points  doubles  des  surfaces  d'un  réseau  d'ordre 
n?  Les  premières  polaires  de  quatre  points  arbltraires  de  l'espace  (20)  forment  quatre 
réseaux  projectifs  d'ordre  n —  1,  dans  lesquels  les  surfaces  correspondantes  se  eoupent, 
quatre  à  quatre,  sur  une  courbe  gauche  (24)  de  Vordre  6(« — 1)'.  Cette  courhe  est  donc 
le  lieu  demandé.  Elle  contiendra  évidemment  les  i(n  —  1)'  points  doubles  de  chaque 
faisceau  eomprìs  dans  le  réseau  donne. 

26.  De  quel  ordre  est  le  lieu  d'un  point  x,  dont  les  plans  polaires  par  rapport  à 
deux  surfaces  d'ordre  \x,  v  se  eoupent  sur  une  droite  fixe  Gf?  Si  les  plans  polaires  de 
X  passent  par  un  point  y  de  6,  réciproquement  les  premières  poiaires  de  y  se  couperont 
en  X.  Si  y  parcourt  la  droite  G,  les  premières  polaires  de  y  forment  deux  faisceaux 
projectifs  d'ordre  \i. —  l,v  —  1,  qui  engendreront  (17)  une  surface  d'ordre  [i.  +  v — 2. 
Cette  surface  est  donc  le  lieu  demandé. 

Tout  point  commun  à  cette  surface  et  à  la  courbe  d'ordre  [i,v,  intersection  des  sur- 
faces données,  a  pour  plans  polaires  les  plans  tangents,  au  mème  point,  aux  deux 
surfaces;  la  droite  commune  à  ces  plans  est  donc  tangente  en  ce  point  à  la  courbe.  Or, 
cette  droite  est  runcontrée  par  G;  il  y  a  donc  autant  d'interseetions  de  la  surface 
d'ordre  ^-\-v  —  2  avec  la  courbe  d'ordre  ^v,  que  de  tangentes  de  cette  eourbe  rencon- 
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trées  par  G;   c'est-à-dire  que  les  droUes   tangmtes  à  la  courbe  d'intersection  de  deux 
surfaces  d'ordre  [i,  v  formeni  une  développaUe  de  l'ordre  |j.v([j.-|-v  —  2). 

27.  Revenons  maintenant  aux  surfaces  *i,  *,  (22),  que  nous  aTona  vues  se  couper 
suivant  deux  courbes,  dont  l'une  est  de  l'ordre  n\-\-nl^  MiWj  et  l'autre  est  l'intersection 
de  deux  surfaces  d'ordre  «1,%.  La  surface,  lieu  d'un  poiot  dont  les  plans  polaires 
par  rapport  à  (f*,,  ^^  secoupent  sur  «ne  droite  donnée,  est  (26)  de  l'ordre  2(ki4-% — 1) 
et  rencontre  la  première  courbe,  non-seulement  aux  points  où  ceile-ci  est  toucliée  par 
des  droites  croisées  par  la  droite  donnée  (soit  r  le  norabre  de  ces  points,  savoir  l'ordre 
de  la  développable  osculatrice  de  cette  courbe),  mais  encore  aux  points  (soit  s  leur 
nombre)  où  la  première  courbe  est  renconirée  par  l'autre.  En  effet  cbacun  de  ces  points 
est  un  point  de  contact  entre  <[>i  et  Oj,  et  par  suite  il  a  mème  pian  polaire  par  rapport 
à  ces  surfaces,  Nous  aurons  donc 

2  (Wj -|- «s— 1)  («1 4"  *^a  +  **!  %) = »■  +  s  ■ 

En  faisant  le  mème  raisonnement  pour  la  deuxième  courbe,  et  en  observant  que  pour 
celle-ci  l'ordre  de  la  développable  osculatrice  (26)  est  %Mì(mì  +  «s — 2),  on  aura 

2(wi-[-«j — l)win8=^3»,Ws(W|-|-W3 — 2)-]-s, 
d'où  l'on  tire 

r=2(M?4-«»)(«i+«a— 1)  -l-«i%{«i  +  % — 2)  *). 

28.  Considérons  de  !a  mème  manière  les  deux  surfaces  d'ordre  «i-|-«s  +  H3  et 
ni+%4-M,  (24)  qui  se  eoupent  suivant  deux  courbes,  dont  l'une  est  de  l'ordre 
«i+Kì4-Wi%  et  l'autre  de  l'ordre  M2«a  +  %»«i  +  Mi%+**i**4+'JsWj+«a«4.  Soit  r' 
l'ordre  de  la  développable  osculatrice  de  la  dernière  courbe,  et  s' le  nomh-e  des  inter- 
sections  des  deitx  courbes;  nous  aurons,  comme  ei-devant, 

(2ni+2«s+%  +  W4— 2)(nsH3+%Wi -}-...)  =  »■' +  s', 
(2n^-{-2nì-\-ni  -\-ni  —  2){nì-\-  nl-\-}hn^)      =r-\-'s\ 

et  par  conséqueiit 

s'  =  (Ms-H™4){'*i  +  '*a  +  "i"a)"["%%(«l  +  '^)' 


*)  Salmon,  Analyt.  Geom.  of  thrce  dimensìOTts,  2  ed,,  p,  274. 


y  Google 


MEMOIRE   DE    GEOMETRIE   PORE   SUR  LES   StlRFACES  DU  TROISIEME   ORDRE. 


29.  Soient  donnés  cinq  réseaux  projectifs  de  surfaces  d'ordre  «j,  %,  ...  «5  resp.;  on 
demande  eii  combien  de  points  se  coupeiit  cinq  surfaces  correspondantes.  Les  deux 
premiers  réseaux,  combinés  successivement  avec  les  autres,  donnent  (23)  trois  surfaces 
d'ordre  «i-[-M2  +  W3,Mi  +  w!  +  "4.  Mi4~«2  +  «5  resp.  qui  passent  toutes  par  la  courbe 
d'ordre  nì'\-nl-]~n,ns,  eogeodrée  (22)  par  les  deux  premiers  réseaux.  De  ces  trois  surfa- 
ces, les  deux  preraières  se  rencontrent  suivant  une  autre  courbe  qui  (28)  a  s'  points  com- 
muns  avec  celle  raontionnée  tout-à-l'lieure  ;  donc  cette  autre  courbe,  qui  est  de  l'ordre 
»sW3  +  «3«i+---  reneontrera  la  troisième  surface  en  (%«3-|-«3Wi+...)  (wi+wt+is)  —  s' 
autres  points.  Donc: 

U  y  a  M,M3«3  +  **i"!''4-H-"  +  **3M4%  poiwfó, ' c^acMK  desquels  est  situé  à  la  fois  sur 
cinq  surfaces  correspondantes  de  dnq  réseattx  projectifs  d'ordre  K|,%,  ...«5. 

30.  Quel  est  le  lieu  des  poles  d'un  pian  donne  par  rappori  aux  surfaces  d'ordre  n 
d'un  réseau?  Soient  a,  i,  e  trois  points  arbitraires  du  pian  donne  (21);  les  premières 
polaires  de  ces  points  forment  trois  réseaux  projectifs  d'ordre  n — 1;  le  lieu  demandé 
est  donc  (23)  une  surface  de  l'ordre  3(»— I),  qui  contieni  im  nombre  infini  de  courbes 
gauches  d'ordre  3(w— l)',  cliacune  de  celles-cì  étant  le  lieu  des  poles  du  pian  donne 
par  rapport  aux  surfaces  d'un  faisceau  (21)  contenii  dans  le  réseau  propose. 

La  courbe  d'intersection  de  la  surface  d'ordre  3(m— 1)  avec  le  pian  donne  est 
évideniment  le  lieu  des  points  où  ce  pian  est  tangent  aux  surfaces  du  réseau. 

31.  Quel  est  le  lieu  d'un  poiot  qui  aìt  mème  pian  polaire  par  rapport  à  une  surface 
fixe  d'ordre  »  et  à  une  des  surfaces  d'un  réseau  d'ordre  m?  Soit  x  un  point  pris 
arbitrairement  sur  une  droite  quelconque  G;  X  le  pian  polaire  de  x  par  rapport  à  la 
surface  fixe.  Le  lieu  des  poles  de  X  par  rapport  aux  surfaces  du  réseau  est  (30)  une 
surface  qui  reneontrera  G  en  3(w — 1)  points  x'.  Inversement,  si  a!  est  un  point  quel- 
conque de  G,  les  plans  polaires  de  x'  par  rapport  aux  surfaces  du  réseau  forment  un 
autre  réseau,  c'est-à-dire  qu'ils  passent  par  un  méme  point;  et  par  suite  il  y  en  aura 
n  —  1  tangents  à  la  développable  (14)  polaire  de  G  par  rapport  à  la  surface  fixe. 
Ces  n — 1  pians  sont  les  polaires  (par  rappoii  à  la  surface  fixe)  d'autant  de  point  a: 
de  G.  Le  lieu  demandé  sera  donc  une  surface  de  l'ordre 

3(m— !)  +  «— 1— 3m  +  n-4. 

Tout  point  commun  à  cette  surface  et  à  la  surface  fixe  est  situé  dans  son  pian  polaire; 
donc  le  Ueu  des  points  de  contact  entre  une  surface  d'ordre  n  et  les  surfaces  d'un  réseau 
d'ordre  m  est  une  courbe  gauche  d'ordre  n{dm-\'n — 4). 

32.  On  se  donne  un  faisceau  de  surfaces  d'ordre  «  et  un  réseau  de  surfaces  d'ordre 
m  ;  et  on  demande  le  lieu  des  points  de  contact  entre  les  surfaces  du  faisceau  et  celles 
du  réseau.  Ce  lieu  passe  par  la  courbe  d'ordre  n^,  base  du  faisceau,  car  les  surfaces  du 
réseau  qui  passent  par  un  point  de  la  base  forment  un  autre  faisceau,  dans  lequel 
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il  y  a  une  surface  qui  touche  une  des  surfaces  d'ordre  n  *),  De  plus,  chacune  de  ces 
deniières  surfaces  contient  une  courbe  d'ocdre  n(3m-\-n—4:),  lieu  des  points  de  con- 
tact entre  cette  surface  et  celles  du  réseau  (31).  D'où  il  suit  qu'une  surface  quelconque 
du  faisceau  donne  rencontre  le  lieu  demandé  suivant  une  courbe  (composée)  d'ordre 
»^4-»(3m-|-K  —  4);  ce  lieu  est  donc  de  l'ordre  Btti-\-2n — 4. 

Si  n=^m,  et  que  le  faiaceau  et  le  réseau  aient  une  surface  commune  (ce  qui  arrive 
lorsque  l'un  et  l'autre  font  partie  d'un  méme  système  Unéaire),  cette  surface  appartient 
tout  entière  au  lieu.  D'ailleurs,  toute  surface  passant  par  la  courbe  commune  à  deux 
surfaces  d'un  système  linéaire  appartient  à  ce  méme  système;  et  si  deux  surfaces  d'un 
faisceau  ont  un  point  de  contact,  ce  poiut  est  doublé  pour  une  autre  surface  du 
faisceau;  donc 

Le  lieu  des  points  de  contact  des  surfaces  d'un  système  Unéaire  d'ordre  »,  ou  bien  le 
lieu  de  leurs  points  douiles,  est  une  surface  de  l'ordre  4(m  —  1). 

33.  Cherchons  le  lieu  d'un  point  dont  le  pian  polaire  par  rapport  à  une  surface 
fìxe  d'ordre  n  coincide  avec  le  pian  polaire  par  rapport  à  une  dea  surfaces  d'un  faisceau 
d'ordre  m.  Soit  E  un  pian  arbitraire;  x  un  point  quelconque  de  ce  pian;  X  le  pian 
polaire  de  x  par  rapport  à  la  surface  fìxe;  le  lieu  des  poles  de  X  par  rapport  aux 
surfaces  du  faisceau  est  une  courbe  (21)  qui  rencontre  E  en  o{m—lf  points  x'.  Réci- 
proquenient,  si  x'  est  pris  arbitrairement  dans  E,  les  plans  poiaires  de  x'  par  rapport 
aux  surfaces  du  faisceau  forment  un  autre  faisceau,  dans  lequel  il  y  a  (« — 1)'  plans 
tangents  à  la  surface  enveloppe  (15)  des  plans  poiaires  des  points  de  E  par  rapport 
à  la  surface  fixe;  et  ces  («  —  1)^  plans  sont  les  poiaires  d'autant  de  points  x  de  E. 
Si  le  point  X  décrit  une  droite  quelconque  en  E,  le  pian  X  enveloppe  (14)  une  dévelop- 
pable  de  la  classe  n — 1,  au  lieu  que  les  plans  poiaires  des  points  de  la  méme  droite, 
par  rapport  aux  surfaces  du  faisceau,  enveloppent  une  surface  de  la  classe  2{m  —  \):  en 
efFet,  cette  droite  est  tangente  à  2(m — 1)  surfaces  du  faisceau.  Il  y  a  donc  2{m—l)(n — 1) 
plans,  chacun  desqueìs  a  sur  la  droite  considérée  «n  pole  par  rapport  à  la  surface 
tìxe  et  un  pole  par  rapport  à  une  des  surfaces  du  faisceau  ;  c'est-à-dire  que,  si  x  décrit 
une  droite,  le  lieu  de  x'  est  une  courbe  de  l'ordre  2[m — l){n — 1).  Par  conséquent, 
d'après  un  thóorème  connu  **)  [*],  le  pian  E  contient  d{m--lf+{n—ìf+2{m—l){n—l) 


*)  Lorsque  les  bases  de  deux  faisceaux  de  surfaces  ont  un  point  commun  o,  il  y  a  toujours 
une  surface  du  premier  faisceau  et  une  surface  du  secoiid,  qui  se  touchent  en  o.  En  effet,  les 
plans  tangents  en  o  aux  surfaces  du  premier  faisceau  passeut  par  une  mème  droite,  qui  est 
la  tangente  en  o  à  la  courbe-base  de  ce  faisceau;  de  mgme  pour  l'autre  faisceau.  Par  conséquent, 
le  pian  qui  contient  les  droites  tangente»  en  o  aus  deux  courbes-bases  touchera,  eu  ce  point, 
une  suiface  de  chacua  des  deux  faisceaux. 

**)  Suppoaons  que,  dans  un  pian  donne,  à  un  point  quelconque  x  correspondent  deux  courbes 
d'ordres  n  et  v  resp-,  qui  se  coupent  en  pv  points  af;  de  manière  qu'au  point  x  corraspondront 
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points  X,  chacun  desquels  coincide  avec  un  des  points  correspondants  x';  autremeiit, 
le  lieu  cherché  est  une  courbe  gauche  dont  l'ordre  est  expriiné  par  ce  nonibre.  Cette 
courbe  passe  par  les  4(»i—l)' points  doubles  (20)  du  faisceau  donne,  car  le  pian  polaire 
d'un  point  doublé,  par  rapport  à  la  surfaceà  laquelie  celui-ci  appartient,  est  indéter- 
miné  (9). 

Des  interaections  du  lieu  trouvé  avec  la  sfirfacefixe,  on  déduitque  dans  un  faisceau 
d'orare  m  il  y  a  n{ì{m—-\f^[n — Vf-{~'ÀÌm~\){n  —  1)]  surfaces  qui  ont  un  point  de 
conòaet  avec  une  surface  donnée  d'ordre  n. 

34.  Deux  systèmes  (Iméaires)  projectifs  de  surfaces  d'ordres  Wi  ei  «a  resp.  donneni 
ìieu  à  un  nombre  infini  de  surfaces  d^ordre  Wi-j-Wj,  ehacune  desquelles  est  engendrée 
(17)  par  deux  faisceaux  correspondants.  Soient  P,  Q,  R,  S,  ...  des  surfaces  du  premier 
syatème,  et  P',  Q',  R',  S', . . .  les  surfaces  correapoadantes  de  l'autre  système.  Les  trois 
couples  de  faisceaux  correspondants  (PQ),  {FQ");  (PR),  (P'R');  (PS),  (FS')  engendrent 
trois  surfaces  d'ordre  «i-|-«3  qui  passent  toutes  par  la  courbe  PP'  d'ordre  Mi«,,  et 
par  suite*)  ont  in,-\-ni){nl^nl)  autres  points   communs.    Chacun  de  ces  points   est 


|iv  points  af.  Róciproquement,  aupposons  qu'aux  courbea  ((i.)  paasant  par  wa  point  ce'  correspon- 
deut  les  points  x  li'une  courbe  d'ordre  ji',  et  qu'aux  courbes  (v)  paasant  par  le  m6me  point 
x'  correspondent  les  points  x  d'une  courbe  d'ordre  v';  d'où  il  s'etisuit  qu'à  un  point  a:' «orre- 
spondent  |iV  points  X.  Considérons  les  points  x  d'une  droite;  les  courbes  ((i)  correspondantes 
a  ces  points  forment  une  sèrie  d'indice  n'  (suivant  la  dénomination  de  M.  Jonquièges),  et  lea 
courbes  (v)  correspondantes  aus  mèiaes  points  forment,  de  métne,  une  sèrie  d'indice  v';  et  le  lieu 
des  intersections  x'  dea  courbes  correspondantes  est  (par  un  théorème  àu  au  méme  geometre) 
aue  courbe  d'ordre  ]lv'-|-ii.'>.  Analoguement,  si  x'  décrit  une  droite,  le  lieu  de  x  est  une  courbe 
d'ordre  p.v'-|-n'v. 

Si  le  point  X  est  situé  dans  sa  couibe  correspondante  (]!},  quel  est  le  lieu  de  x?  A 
un  point  quelconque  x  d'une  droite  arbitraire  G  con-espond  ime  courbe  {|i)  qui  coupé  G 
ea  ji  points  a/;  au  lieu  qu'à  un  point  ce'  de  la  méme  droite  correspond  une  courbe  ((t')  qui 
coupé  G  en  n'  points  x.  Le  lieu  demandé  est  dono  de  l'ordre  ^-{-  (i'.  De  méme,  si  x  doit  étre 
situé  dans  sa  courbe  correspondante  (v),  le  lieu  de  x  est  une  courbe  de  l'ordre  v-^-/.  Les 
(li-f- !>.')('' +v')  intersections  de  ces  courbes  sont  éTideuiment  les  points  x  dont  cliacwn  coincide 
avec  un  des  points  correspondants  ai.  Or  on  a  identiquemeut  p-|-|i'v'-|-(iii''+|'.'^)  =  (ii+ii-')  ("-!-■''), 
douor  si,  dans  un  pian,  on  a  deui  systèmes  de  points  correspondants,  tels  qu'à  chaque  point  du 
premier  système  correspondent  n  points  de  l'autre;  qu'à  chaque  point  du  second  système  cor- 
respondent p  points  du  premier  ;  et  qu'une  droite  quelconque  contieune  v  eouples  de  points 
correspondants,  il  y  aura  a-j-p-l-f  points  doubles  (Salmon,  Aiiat.  Geom.  offhree  dim.  p.  511), 

*)  Deus  surfaces  d'ordre  Mj-I-Kj  passant  paj  une  eourbe  d'ordre  n^n^,  se  coupent  suivant 
une  autre  courbe  d'ordre  n\-\-n\-\-n^n^  qui  rencontre  la  première  (27)  en  k,jij  {n-i-\-n^  points. 
D'où  il  suit  qu'une  autre  aurface  d'ordre  Jii+Wj  passant  par  la  mème  courbe  d'ordre  i^n^ 
rencontrera  la  deuxième  courbc  en  (n|4-%)('*f4-i'|-t-Wi%)  — «[«^(Wj+Wa)  ^('*i  +  **s)  ("i+^-j) 
points  non  situés  sur  la  première. 
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situé  sur  des  surfacea  Q,,  Ri,  Si,  appartenant  resp.  aus  faisceaux  (PQ),  (PR),  (PS),  et 
aussi  sur  les  surfaces  correspondantes  Q'i,  R',,  S't,  qui  appartiendvoiit  aux  faisceaux 
(FQ'),  (P'R'),  (P'S')  resp.  Done,  le  poiiit  considéré  est  commun  aux  bases  des  faisceaux 
(QiRi),  (Q'iR'i);  doiit  le  premier  a  une  surface  commune  avec  le  faisceau  (QR),  et  le 
second  a  une  surface  commune  avec  le  faisceau  (Q'R').  Ces  deux  surfaces  étant  corres- 
pondantes, il  en  suit  que  le  point,  dont  il  s'agit,  est  situé  sur  la  surface  d'ordre  Hi-f-^i 
engendrée . par  les  faisceaux  (QR),  (Q'R").  Toutes  ces  surfaces  d'ordre  «i  +  Wa  ont  donc 
en  coinmun  les  («i  +  «s)(«i+k|)  points  ci-dessus  mentionnés.  Par  chacun  de  ces  points 
passe  tm  nombre  infìni  de  faisceaux  correspondants ;  en  d'autres  termes,  chacun  de  ces 
points  est  commun  à  toutes  les  surfaces  de  deux  réseaux  correspondants. 

35.  Soient  donnés  trois  ajstèmes  (linéaires)  projeetifs  de  surfaces  d'ordres  Wi,  Mj,  M3, 
resp.  Uh  réseau  quelconque  du  premier  système,  combine  avec  les  réseaus  correspon- 
dants dans  les  autres  systèmes,  donne  (23)  une  surface  W  d'ordre  «i  +  «2+''3'  Toutes 
ces  surfaces  W  forraent  un  nouveau  système  linéaire.  Soient,  en  efifet,  «,  i,  e  trois  points 
arbitraires  dans  l'espace.  Les  surfaces  (»i)  passant  par  a  forment  un  réseau  ;  dans  le 
réseau  correapondant  du  deuxième  système  il  y  a  un  faisceau  de  surfaces  qui  passent 
par  a;  et  dans  le  faisceau  correspondant  du  troisième  système  il  y  a  une  surface  qui 
passe  par  a.  C'est-à-dire  qu'il  y  a  trois  surfaces  correspondantes  P,  F,  P"  qui  passent 
par  a.  De  mème,  il  y  aura  trois  surfaces  correspondantes  Q,  Q',  Q"  passant  par  6,  et 
trois  surfaces  correspondantes  R, R',R"  passant  pare.  Ces  surfaces  déterminent  trois 
réseaux  projeetifs  (P  Q  R),  (P'  Q' R'),  (P" Q" R"),  qui  engendreront  une  surface  'F4 ,  la  seule 
qui  passe  par  a,  h,  e. 

Soit  S,  S'.S"  une  autre  terne  de  surfaces  correspondantes,  qui  n'appartiennent  pas 
aux  trois  réseaux  mentionnés.  Les  ternes  de  réseaux  correspondants  (QRS),  (Q'R'S'), 
(Q"R"S");  (RPS),  (R'P'S'),  (R"P"S");  (PQS),  (P'Q'S'),  (P"Q"S")  engendreront  trois  autres 
surfaces  W^,  W^,  W3.  Les  surfaces  ft"*!;  W^  contiennent  la  courbe  d'ordre  %M3+«3Ki-|-»i»2 
engendrée  (18)  par  les  trois  faisceaux  correspondants  (RS),  (R'S'),  (R"S");  elles  se  cou- 
peront  donc  suivant  une  autre  courbe  de  l'ordre  (mi-|-«s-j-M3)''  —  («3Ws  +  «3"i  +  "i«2)- 
Un  point  queiconque  x  de  cette  courbe,  considéré  comme  appartenant  à  Wi,  est  com- 
mun à  trois  surfaces  correspondantes  A,  A',  A"  des  troia  réseaux  qui  engendrent  ^1; 
et  analoguement,  le  mème  point  x,  considéré  comme  situé  sur  tF^,  sera  commun  à  trois 
surfaces  correspondantes  B,B',B"  des  trois  réseaux  générateurs  de  W^.  Or,  le  réseau 
(PQS)  et  le  faisceau  (A  B),  faisant  partie  d'un  mème  système  linéaire,  ont  une  surface 
commune  C,  à  laquelle  correspondront,  dans  le  deuxième  système  une  surface  C  com- 
mune au  réseau  (P'Q'S')  et  au  faisceau  (A'B'),  et  dans  le  troisième  système  une  surface 
C"  commune  au  réseau  (P"Q"S")  et  au  faisceau  (A'B").  Par  conséquent,  le  point  x,  étant 
situé  sur  les  surfaces  A,  A',  A", B, B', B",  c'est-à-dìre  sur  les  bases  des  faisceaux  (AB), 
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(A'B'),  {A"B"},  sera  un  point  coramun  aux  siirfaces  C,C',  C",  et  par  suite  commun  à 
trois  surfaces  correspondantes  des  réseaux;  (PQS),  (FQ'S'),  (P"Q"S");  ce  qui  revient 
à  dire  que  x  est  un  point  de  W3.  On  démontre  de  la  mème  manière  que  x  est  situé 
sur  W^;  donc  toutes  les  surfaces  T  f armeni  un  système  Unéaire  et  passent  parla  comie 

Ceite  courbe  est,  d'après  ce  qui  précède,  le  lieu  d'un  point  où  se  croise  une  infinite 
de  ternes  de  surfaces  correspondantes;  en  d'autres  termes,  le  Ueu  d'un  point  commitn 
aux  courhes-hases  de  trois  faisceaux  correspondants  ;  ou  bien  encore,  le  Ueu  d'un  point 
commun  à  trois  cmirbes  d'ordres  nì,nl,nl,  correspondantes  dans  les  systèmes  donnés. 

Cette  mOme  courbe  contient  éviderament  les  («i-|-«!){mi+w^  points  engendrés  (34) 
par  les  deux  premiei^  systèmes;  et  de  méme  pour  les  autres  combinaisons  binaires 
des  systèmes  donnés. 

36.  On  se  donne  quatre  systèmes  (Hnéaires)  projectifs  de  sarfaces  d'ordres  «,,  %, 
n-f,  vii  resp.  et  on  demando  Tordre  du  lieu  d'un  point  commun  à  quatre  surfaccj  corre- 
spondantes. Soit  G  une  drolte  arbitraire  et  x  un  point  quelconque  de  G.  On  peut  faire 
passer  par  x  une  (seule)  terne  de  surfaces  correspondantes  des  trois  premiers  systèmes 
(35);  la  surface  correspondante  du  quatrième  système  coupera  G  en  n^  points  ce.  Réci 
proquement.  si  l'on  prend  arbitrai  romeni  un  point  a;'  sur  G,  les  surfaces  (wj)  passant  par 
x'  forment  un  résean,  et  les  réseaux  correspondaats  dans  les  trois  premiers  systèmes 
engendreot  (23)  une  surface  qui  rencontrera  G  en  "i  +  '^a  +  Wa  points  x.  Donc 

Le  lieu  d'un  point. où  se  eoupent  quatre  surfaces  correspondantes  de  quatre  systèmes 
Unéaires  projectifs  d'ordres  W|,  Wj,  «a,  «<  est  une  surface  de  l'ordre  Mi+»*j  +  %  +  »4- 

Cette  surface  contient  évidemment  une  infinite  de  courbes  gaucbes  d'ordre  KjMa-]- 
-|-Wa»i,-|-«iMa -fWi«4  +  M2Wi  +  «3«4,  chacune  desquelles  est  engendrée  (24)  par  quatre 
réseaux  correspondants.  La  mème  surface  passe  par  la  courbe  d'ordre  «i+»^+«3  + 
+  Ma«.3-j-«3«,-|-«iMs  engendrée  (35)  par  les  trois  premiers  systèmes;  et  de  mème  pour 
es  autres  combinaisons  ternaires  des  quatre  systèmes  donnés. 

37.  Quel  est  le  Ueu  d'un  point  x  doni  les  plans  polaires,  par  rapport  à  quatre  surfaces 
données  d'ordres  «1,  %,  «3,  «j  resp.,  passent  par  un  méme  point  d?  Les  premières  po- 
laires de  a;'  doivent  passer  par  x\  et  d'aiUeurs  les  premières  polaires  des  points  de 
l'espace,  par  rapport  aux  quatre  surfaces  données,  forment  quatre  systèmes  linéaires 
projectifs  d'ordres  w,  —  1,% — 1,«3 —  1,«4  —  1;  donc  (36)  le  lieu  du  point  x  oii  se  eou- 
pent quatre  surtaces  correspondantes,  c'est-à-dire  le  lieu  domande,  est  une  surface  de 
l'ordre  n^  -f~%  +  '*3  1""j — i-  On  donne  à  cette  surface  le  nom  de  Jacohienne  des  quatre 
surfaces  données.  Il  est  évident  que  la  Jacobienne  passe  par  les  points  multiples  des 
surfaces  données,  car  chacun  de  ees  points  a  un  pian  polaire  indéterminé. 

Soit  «i=«3;  dans  ce  eas  on  a  deux  surfaces  d'ordres  «1,  wj,  et  un  faisceau  de 
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surfaces  d'ordre  %;  et  la  Jacobieiine  devient  une  surface  de  Tordre  Mi  +  «!-ì-2(w3  — 2), 
lieu  d'uà  point  dont  les  plana  polaìres,  par  rapport  aux  surfaces  d'ordres  m,  ,  «a,  et 
à  toutes  celles  du  faisceau,  ont  un  point  commun:  ou,  ce  qui  est  la  mème  cliose,  lieu 
d'un  point  doni  les  plans  polaires,  par  rapport  aux  surfaces  d'ordres  Mi ,  «b  et  à  une 
des  surfaces  du  faisceau,  passent  par  une  méme  droite.  Cette  Jacobienne  passe  par  les 
4(Ka^l)'  points  doubles  des  surfaces  du  faisceau  (20),  Si  une  des  surfaces  du  faisceau 
touche  la  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces  fixes,  le  point  de  contact  appartient  à 
la  Jacobienne,  ear  trois  plans  polaires  de  ce  point  passent  par  une  mème  droite  (la  tan- 
gente à  la  courbe);  ilya  donc,  dans  un  faisceau  d'ordre  n^,  le  nombre  »in3{ni  +K£+2»3 — 4) 
de  smfaces  g^ui  soni  tangentes  à  la  courbe  d'intersection  de  deux  surfaces  donneés 
d'ordres  «, ,  Mi . 

Si  «4^=Wg=%,  nous  aurons  une  surface  fixe  d'ordre  «i  et  un  réseau  de  surfaces 
d'ordre  n^  ;  et  la  Jacobienne,  surface  d'ordre  Mi+  3  w^^ — 4,  deviendra  le  lieu  d'un  point 
dont  le  pian  polaire  par  rapport  à  la  surface  fixe  coincide  avec  le  pian  polaire  par 
rapport  à  une  des  surfaces  du  réseau  (31).  Cette  Jacobienne  coutiendra  la  courbe 
gauche  d'ordre  6(«s  —  1)',  lieu  des  points  doubles  des  surfaces  du  réseau  (25). 

Si  »i,^%=n3^=n,^=n,  la  Jacobienne,  surface  d'ordre  4(k— 1),  devieni  le  lieu  d'un 
point  X  dont  les  plcms  polaires  par  rapport  à  totdes  les  surfaces  d''un  système  Unéaire 
d'ordre  n  passent  par  un  méme  point  ^.  Il  resulto  de  ce  qui  précède  que  cette  surface 
est  aussi  le  lieu  des  points  doubles  des  surfaces  du  système,  et  eontient  par  suite  un 
nonabre  infini  de  courbes  gauches  d'ordre  6(m  —  If,  chacune  de  cellee-ci  étant  le  lieu 
des  points  doubles  d'un  réseau  appartenant  au  système.  On  peut  dire  encore  (32)  que 
la  Jacobienne  d'un  system^  Unéaire  est  le  lieu  des  points  de  contact  entre  les  surfaces 
du  système. 

Si  »  =  2,  le  système  est  forme  par  des  surfaces  quadriques.  Dana  ce  cas,  les  plans 
polaires  de  x  passant  par  a/,  réciproquement  les  plans  polaires  de  t!  passeront  par 
x;  c'est-à-dire  que  x'  est  lui-mènne  un  point  de  la  Jacobienne.  La  Jacobienne  {surface 
du  quatrième  ordre)  d'un  système  Unéaire  de  quadriques  est  donc,  non-seulement  le  lieu 
des  sommeis  des  cones  du  système,  mais  encore  le  Ueu  des  ùouples  des  poles  conjugués 
par  rapport  à  totdes  les  surfaces  du  système. 

38.  Gherchons  raaintenant  le  lieu  d'un  point  dont  les  plans  polaires,  par  rapport 
à  trois  surfaces  données  d'ordres  Wi,  «a,  Ms,  passent  par  une  mème  droite.  Les  premières 
polaires  des  points  de  i'espace,  par  rapport  aux  trois  surfaces  données,  forment  trois 
systèmes  (linéaires)  projectifs  d'ordres  Wi  — 1,%^!,%— 1  resp.  Un  point  du  lieu  doit 
étre  commun  aux  premières  polaires  de  tous  les  points  d'une  droite,  c'est-à-dire 
que  par  ce  point  passe  un  nombre  inflni  de  ternes  de  surfaces  correspondantes  des 
trois  systèmes  projectifs  ;  le  lieu  chercbé  est  donc  (35)  une  courbe  gauche  de  l'ordre 
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(«,-ir  +  («,-ir+(«,-l)'  +  {%-l)  (%-l)  +  («a-l)  K-l)+K-l)  (%-!)  = 

=«f+nH-M3  +  %«a  +  MsKi  +  «i%— l(Mi+%+-n3)  +  6,  qui  passe  évidemment  par 
les  points  muUiples  des  surfaces  données  *). 

Si  M3=Mt,  la  coiirbe  obtemie  devient  le  lieii  d'un  point  dont  le  pian  polaire  par 
rapport  à  une  surface  flxe  d'ordre  n,  coincide  avec  le  pian  polaire  relatif  à  une  des 
surfaces  d'un  faisceau  d'ordre  «a;  on  retombe  ainsi  sur  un  resultai  déjà  obtenu  autre- 
ment  (33). 

Si  w,  ^«j=«3=n,  on  retrouve  la  eourie  gauche  d'ordre  6(m — 1}',  lim  des  points 
douhles  des  surfaces  d'un  réseau  d'ordre  n  (25);  cette  courbe  est  donc  aussi  le  lieu  d'un 
point  dont  les  plans  polaires,  par  rapport  à  toutes  les  surfaces  du  réseau,  passent  par 
une  méme  droite. 

39.  On  ;se  donne  deus  surfaces  d'ordres  %,  «a;  !es  premières  polaires  de  tous 
les  points  de  l'espace,  par  rapport  à  ces  surfaces,  formeront  deux  systèmes  linéaires 
projectifs  d'ordres  k,— l.Wj — 1.  Si  un  point  a:^  a  méme  pian  polaire  par  rapport  aux 
surfaces  données,  les  premières  polaires  de  tous  les  points  de  ce  pian  passeront  par 
X,  c'est-à-dire  que  x  est  conimun  à  toutes  les  surfaces  de  deux  réseaux  correspondants. 
Concluons  donc  (34)  que  le  nombre  des  points  dont  chaciin  a  méme  pian  polaire  par 
rapport  aux  deux  surfaces  données  est  Un, — 1)4- («a — 1))  {("i — 1)°+(''! — 1)^)  •■■  **)■ 

Si  «i=Ws,  on  a  le  nombre  des  points  doubles  d'un  faisceau;  chacun  de  ces  points 
a,  en  effet,  méme  pian  polaire  par  rapport  à  toutes  les  surfaces  du  faisceau. 

40.  Quel  est  le  lieu  d'un  point  par  leguel  passent  cinq  surfaces  correspondantes  de 
dnq  systèmes  {linéaires)  projectifs,  d'ordres  «i,  Mj,  ...  n^  resp.?  Les  trois  premiers  sy- 
stèmes combinés  successivement  avec  le  quatrième  et  le  cinquième,  donnent  (36)  deux 
surfaces  d'ordres  «i+«3+«3  +  Wj,  Mi+%+»3+«5  resp.,  qui  passent  ensemble  par 
la  courbe  gauche  d'ordre  nf-]-j?|  +  W3+«t«3-|-Ms«i4-'*i''!  engendrée  (35)  par  les  trois 
premiers  systèmes;  elles  se  couperont  donc  suivant  une  autre  courhe  gauche  de  Vordre 
WiWs+»iW3+ -, . +niW6,  gui  est  le  lieu  demandé.  Naturellement  cette  courbe  contient 
une  infinite  de  groupes  de  W|%«3  4-  . . .  +ns»4W5  points,  chacun  desquels  est  engendré 
(29)  par  cinq  réseaux  correspondants,  appartenant  aux  systèmes  donnés. 

41.  On  se  donne  six  systèmes  (linéaires)  projectifs  de  surfaces  d'ordres  m,,  %, . . .  «e 
resp.;  cherchons  !e  nombre  des  points  où  se  rencontrent  six  surfaces  correspondantes. 
Les  trois  premiere  systèmes,  combinés  successivement  avec  le  quatrième,  le  cinquième 
et  le  sixième,  donnent  (36)  trois  surfaces  d'ordres  «i-ì-Mi-j-Ks  +  nj,  Ki-f-%4'«3+%i 
Mi+Wb+Ms +-«6  resp.  qui  ont  en  commun  la  courbe  d'ordre  mJ+h|4-"3+'*4'*34-%"H-"ì%> 


*)  [On  peut  appeler  cette  courbe  Jacobienne  des  trois  surfaces  données.] 
**)  [Nous  pouvons  dire  que  ces  points  forment  la  Jacobienne  des  deux  surfaces  données.] 
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due  (35)  aux  trois  premiers  systèmes.  Outre  cette  courbe,  les  deux  surfaces  d'ordrea 
«!+...+«<,  «i4-— +«5  passent  ensemble  par  une  autre  courbe  de  l'ordre  «ins+.-.+w^Ms, 
qui  reneontre  la  première  en  »i»s+...+«3n3+(«i+%}  (w^+Hs+Ws+M-iWa+MsMi+M.Hs) 
4-2H).WjK3  *)  points.  En  caleulant  l'excès  du  nombre  total  des  intersections  de  la 
courbe  d'ordre  «.n^-l- ... +M4W5  avee  la  surface  d'ordre  %-(-... +«6.  surie  nombre 
prócédent,  on  trouve  le  nombre  cherché,  Donc  il  y  a  MiM;W3-[" -•■ +W4"E"fl  points  dont 
chacun  est  comtmrn  à  six  surfaces  eorrespondantes  de  six  systèmes  (Unéaires)  projectifs 
d'ordres  tti,«3,  ...«a- 

Chapitee  Teoisième. 
Assemblages  syrnétriques.  l*^] 

42.  Si  deux  faisceaux  projectifs  de  surfaces  du  méme  ordre  n  ont  une  surface  com- 
mune  Vn,  mais  qui  ne  cotrespond  pas  à  soi-méme,  on  voit  sans  peine  que  la  surface  $ 
d'ordre  2h,  engendrée  par  les  deux  faisceaux,  sera  touchée  ie  long  de  la  courbe-base 
du  premier  faiseeau  par  la  surface  P,i  de  ce  méme  faiaceau,  qui  correspond  à  la  surface 
Pii  de  l'autre  **),  et  sera  touchée  le  long  de  la  courbe-base  du  seeond  faiseeau  par 
la  surface  P^s  de  celui-ei,  correspondante  à  la  surface  Pia  du  premier.  Aux  points  eom- 
muns  aux  surfaces  Pn,  Pi^iP^.  c'est-à-dire  aux  points  communs  aux  bases  des  deux 
faisceaux,  la  surface  *  sera  touchée  par  P^  et  par  Pjj;  or  ces  deux  surfaces,  étant  quel- 
conques,  n'ont  en  general  aucun  point  de  contact;  donc  les  points  communs  à  Pu,  Pu,  P,; 
sont  doubies  pour  la  surface  ^.  C'est-à-dire  que  la  surface  engendrée  par  deux  faisceaux 
projectifs  d'ordre  n  farmant  un  assemblage  symétrique  a  w'  points  dauiles. 

43.  Les  surfaces  eorrespondantes  de  trois  réseaux  projectifs  dumème  ordre»  soient 
représentées  resp.  par 

Pn,     Pis,      P,3,     Pi4,     ... 
Pb„     P32,     P^a,     V-M,     ... 

P31,        Psj.        P33,        ^24,        ... 

et  supposons  que  P^,  et  P,^  soient  toujours  une  seule  et  mème  surface,  Dans  cette 
hypothèse,  les  trois  réseaux  forment  un  assemblale  symétrique.  Soit  ^  la  surface  d'or- 
dre 3»,  lieu  d'un  point  oii  se  coupent  trois  surfaces  eorrespondantes;  on  peut  obtenir 
cette  surface  de  la  manière  suivante. 

*)  On  calcule  ce  nombve  par  la  métiiode  employée  ailleiirs  (27  et  28). 
**)  En  effet,  la  surface  du  deuxième  faiseeau  qoi  passe  par  un  point  quelcouque  de  la 
base  du  premier  est  Pn  (17), 
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Les  deux  faisceaux  correspondants  (Psa.PM),  (P32,  P33)  engendcent  une  surface  *„ 
d'ordre  2w,  qui  (42)  est  toiichée  par  Paa  le  long  de  la  courbe-base  du  second  faisceau. 
De  mème,  les  faisceaux  correspondants  (Pn,  Pis),  (Pai-  P33)  engendrent  une  surface  ^sj 
d'ordre  2n,  touchée  par  P33  le  long  de  la  courbe  PaiPa^.  Et  les  deux  faisceaux:  corres- 
pondants (Pei,  Pss),  (P3: ,  P33},  ou  (ce  qui  revient  au  ménie  *))  les  faisceaux  correspondants 
(Pia.  P13),  (Pss,  P33),  [']  engendreront  une  surface  <E>ia  ou  ^31  d'ordre  2w,  rencontrée  par 
P33  suivant  les  courbes  V,sl',3,  P^sPsa,  et,  à  cause  de  cela,  toucliée  par  la  mème  surface 
P33  aux  points  communs  aux  surfaces  P^,  P!3,  Psa- 

Les  surfaces  analogues  à  *u,  ^is,  engendrées  à  l'aide  de  faisceaux  correspondants 
du  deuxième  et  du  troìsìème  réseau,  forment  un  nouveau  réseau  (22),  et  chacune  d'elles 
peut  ètre  regardée  corame  étant  détenninée  par  le  faisceau  du  troisiènae  réseau  qu'on 
emploie  pour  l'engendrer.  De  mème  pour  les  surfaces  analogues  à  *s!,  ^w,  engendrées 
à  l'aide  de  faisceaux  correspondants  du  premier  et  du  troisième  réseau. 

La  surface  ^n  (du  réseau  ^1,,  *,3, ...)  et  la  surface  ^m  (du  réseau  0^1,  *asi  ■■■) 
correspondent  au  mème  faisceau  (P33,  P33)  du  troisième  réseau  donne,  et  resp.  aux  fais- 
ceaux (P,;,  Pk),  (Pi!,  P13)  du  second  et  du  premier  réseau;  ces  surfaces  contiennent  donc, 
outre  la  eourbe  PgaP33,  la  courbe  lieu  des  points  où  se  coupent  trois  surfaces  correspon- 
dantes  de  ces  trois  faisceaux,  qui  sont  projectifs.  Et  cette  seconde  eourbe  appartieni 
aussi  à  ¥,  car  ces  trois  faisceaux  sont  correspondants  dans  les  trois  réseaux  donnés. 

Analoguement,  la  surface  ^12  (du  réseau  ^u,  ^n, ...)  et  la  surface  ^^  (du  réseau 
'l*si,  *22,---)  correspondent  au  mème  faisceau  (P31,  P33)  du  troisième  réseau  donne  et 
resp.  aux  faisceaux  (Pa,,  F^),  (Pu,  Pis)  du  second  et  du  premier  réseau;  par  conséquent, 
ces  surfaces  contiendront,  outre  la  courbe  PaiP^.la  courbe  engendrée  par  ces  trois 
faisceaux,  qui  sont  projectifs:  eourbe,  qui  est  aussi  sitnée  sur  ^,  parce  que  ces  fais- 
ceaux sont  correspondants  dans  les  réseaux  donnés. 

De  méme,  une  surface  quelconque  #1^  du  faisceau  (*u,  «l'ia)  et  la  surface  correspon- 
dante  *„.  du  faisceau  (^21,  <^^  (les  deux  surfaces  étant  relatives  à  un  memo  faisceau 
dii  troisième  réseau  donne)  auront  en  commun,  non-seulement  une  courbe  d'ordre  n^  si- 
tuée  sur  P33  et  sur  une  surface  dn  faisceau  (P31 ,  Psa),  mais  aussi  une  courbe  d'ordre  3«^  si- 

*)  Uae  surface  d'ordre  ìn,  engeadróe  par  deux  faisceaux  projectifs  (U,  V),  (U',  V)  d'ordre 
n,  peut  ausai  ètre  engendrée  par  deus  autre»  faisceaux  projectifs  (U,  U'),  (V|V'),  où  à  une 
surface  U"  da  premier  faisceau  correspond  une  surface  V"  de  l'autre,  de  la  manière  suiYante; 
U"  rencontre  la  surface  (2m)  suivant  la  base  UU'  et  une  autre  courlie  K  d'ordre  Ji',  par  laquelle 
et  par  la  base  W  on  peut  faire  passer  une  surface  V"  d'ordre  n.  En  effet,  K  a  n'  points  com- 
muns avec  la  base  VV  (les  poiats  communs  aux  surfaces  U",  V,  V)  ;  dono  une  surface  d'ordre 
II,  passaut  par  la  baae  VV  et  par  un  point  de  K  non  situé  sur  cette  base,  aura  n^-\-l  points 
ic  K,  et  par  conséquent  contiendr»  cette  courbe,  tout  entière. 
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tuée  sur  W.  Les  surfaces  1^  et  P33  formeiit  (Ione  ensemble  le  lieu  complet  engendré  par 
les  faisceauK  projectifs  {^1,,  ^n),  {^n<  ^aa)-  D'où  il  suit  que,  *ij  et  ^21  étant  une  seule 
et  méme  surface,  la  surface  ?'*  est  touchée  par  *,!  et  ^^j  le  long  de  deux  courbes  d'ordre 
3«°  situées  sur  ^u  (42);  et  que  les  poìnts  doubles  de  ^  sont  les  poinfs  commum  aitx  trois 
surfaces  ^u,  $ia,  ^s^.  Or  nous  avons  vu  que  ces  surfaces  sont  touchées  à  la  fois 
par  P33,  aux  points  communs  aux  surfaces  P,3,  Pja,  V^\  et  chacun  de  ces  points  de 
contact  absorbe  quatre  points  d'iiitersection  des  trois  surfaces  <£**);/«  surface  W  a  dono 
{2nf — in^=^in^  poìnts  doubles.  Et  par  ces  points  passo  toote  surface  4>,  eogendrée  par 
deux  faisceaux  correspondants  dans  deux  des  réseaux  donnés. 

44,  On  peut,  d'une  manière  analogue,  construire  la  surface  W  lieu  d'un  point  oiì  se 
coupent  trois  surfaces  correspondantes  des  trois  réseaux  projectifs  (P,  Q,  E),  (P',  Q',  R"), 
(F',  Q",  R"),  d'ordres  n^  Ws,  «3,  lesqueis  ne  forment  pas  un  assemblage  symétrique  (23). 

Les  deux  faisceaux  (Q',  R'),  (Q",  R")  engendrent  une  surface  *i  d'ordre  %-|-W3,  qui 
est  coupée  par  R"  suivant  deux  courbes,  R"Q"  et  R"R'. 

Les  deux  faisceaux  (Q,  R),  (Q",  R")  engendrent  une  surface  *',  d'ordre  n,-\-n-i.  qui 
est  coupée  par  R"  suivant  deux  courbes,  R"Q"  et  R"R. 

Les  deux  faisceaux  (P',  R')  (P",  R")  engendrent  une  surface  #2  d'ordre  n-2-]-ng,  qui 
est  coupée  par  R"  suivant  deux  courbes,  R"F'  et  E"R'. 

Et  les  deux  faisceaux  (P,  R),  {P",  R")  engendrent  une  surface  $'s  d'ordre  Mi-f-Ws, 
qui  est  coupée  par  R"  suivant  deux  courbes,  E"F'  et  R"E. 

Les  'Surfaces  4>i,  $3  déterniinent  un  faiseeau  d'ordre  Ws  +  *^3  projectif  au  faisceau 
(Q",  V).  Sì  S"  est  une  surface  quelconque  de  ee  dernier  faisceau,  !es  faisceaux  corre- 
spondants (S',  R),  (S",  R")  engendreront  la  surface  *  (du  faisceau  ('3>„  *j))  qui  corre- 
spond  à  S". 

De  méme,  les  surfaces  O'i,  4>'i  déterminent  un  faisceau  d'ordre  «1+%  qui  est,  lui 
aussi,  projectif  au  faisceau  (Q",  P").  La  surface  *'  correspondante  à  S"  est  engendrée 
par  les  faisceaux  correspondants  (S,  R),  (S",  R"). 

Les  surfaces  ^,  ^,  outre  la  courbe  R"S",  contiennent  évidemment  !a  courbe  lieu 
d'un  point  où  se  croisent  trois  surfaces  correspondantes  des  faisceaux  projectifs  (S,  R), 
(S',  R'),  (S",  R"):  courbe  qui  est  située  sur  ^,  car  ces  trois  faisceaux  sont  correspondants 
dans  les  réseaux  donnés.  Les  faisceaux  projectifs  {$„  •l'j),  (^'j,  O's)  engendrent  donc 
un  iieu  qui  est  compose  des  surfaces  E"  et  1^. 

45.  Dans  la  recherche  précédente  soit  n,^n2^ns^n.  Dans  ce  cas  ((43),  note)  une 
surface  quelconque  Ro  du  faisceau  (R,  R")  coupé  *i  et  ^3  suivant  deux  courbes  situées 


*)  Cela  est  évident  pour  deus  surfacea  quelconques  et  ui\  pian,  qui  ; 
méme  point, 
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resp.  sur  deax  surfaces  Qo,  Pu  appartenaiit  aux  faisceaux  (Q',  Q"),  (P',  V)  D  ou  il  suit 
que  les  réseaux  projectifs  (P,  Q,  R),  (Po,  Q^,  R»).  (P",  Q",  R")  donneront  naissance  aux 
mèmes  surfaces  *i,  $s,  *'i,  ^'2,  et  engendreront  une  surfaee  d'ordre  3«  qui,  ayant 
quatre  eourbes  d'ordre  3w^  en  commun  avec  1",  coinciderà  avec  cette  deinièie  surfaee 
C'est-à-dire  que,  si  une  sm-face  d'ordre  3w  esi  engenàrée  par  trois  resemiv  projectifs 
(P,  Q,  R,...),  (P",  Q',  R',...),  (F',  Q",  R",  ...)  d'ordre  n,  on  peut  substituei  a  l'un  de 
ceus-ci,  par  ex.  au  deuxième,  un  nouveau  réseau  (Po,  Qo,  Ro,  ■■■)  projeetif  aux  donnés,  et 

forme  par  des  surfaces  qui  appartiennent  resp.  aux  faisceaux  (F,  F'),  (Q',  Q")  (R',  R") 

Analoguement,  nous  pourrons  reraplacer  un  autre  des  réseaux  donnés,  (P,  Q,  R, . . .) 
par  un  nouveau  réseau  (P",  Q'",  R'",...)  projeetif  au  précédent,  où  les  surfaces  P"',  Q'",  R'",... 
appartiennent  resp.  aux  faisceaux  (P,  Po),  (Q,  Qo),  (R,  Eo),  ou,  ce  qui  est  la  méme  chose, 
aux  réseaux  (P,  P,  V"),  (Q,  Q',  Q")  et  (R,  R',  R").  Dooc  enfin,  on  pourra  engendrer  la 
méme  surfaee  T  par  trois  nouveatix  réseaux  (P'",  Q"',  R'", ...),  (P''^,  Q^'^,  R",,..), 
(P'^,  Q'^,  R'^, ...)  projeetifs  aux  donnés  et  formés  par  des  swfaces  appartenant  resp. 
aux  réseaux  (P,  F,  F',  . . .),  (Q,  Q',  Q", . . .),  (R,  R',  R', . . .). 

De   plus:    les  réseaux  projeetifs   {P,  F,  F',  F",...)  {Q  ,  Q',  Q",  Q'",  .  .  .  )    et 
(R,  R',  R",  R'", .. .)  engendreni  une  surfaee  d'ordre  3m^  qui  coutient  les  quatre  eourbes 
^i-^a,  "ì»!^!,  "ì^'i^'ì,  ^s^'b  d'ordre  3M^  et  par  suite  comcide  avec  t'. 
46.  Représeiitons  par 

Fu,     Pis,     Pia,     Pi4,     Pi.,     .  .  - 

P^i,     P^.,     P^,,     P^,     Pes,     .  -  . 

P=i,      P3J,      Psa,      P34,      P^,      .    ■   . 

P,l,       PlS,       P«,       P44.       P45,       ... 

les  surfaces  correspondantes  de  quatre  systèmes  linéaires  projeetifs  du  mème  ordre  n 
et  supposons  que  P^j  et  P,^  soit  toujours  une  seule  et  mème  surfaee.  Dans  cette  hypo- 
thèse,  les  quatre  systèmes  forment  un  assemblage  syniétrique.  La  surfaee  A  d'ordre 
4M,  lieu  d'un  point  où  se  coupent  quatre  surfaces  correspondantes  (36),  peut  étre  con- 
struite  de  la  manière  suivante. 

Les  trois  réseaux  correspondants  (P22,  Pss,  Pm).  (Pm,  P33.  P^}-  (P«'  f*«i  F„}  donnent 
(43)  une  surfaee  %i  d'ordre  Sn,  qui  est  touchée  par  la  surfaee  *  engendrée  par  les 
faisceaux  (P^a,  P34),  (P43,  P«)  suivant  une  courbe  d'ordre  3«'  (située  sur  la  surfaee  en- 
gendrée par  les  faisceaux  (Pa^,  Pg^),  (P43,  P^),  ou  par  les  faisceaux  (Pjg,  Pa^),  (P,3,  PJ), 
laquelle  est  le  lieu  d'un  point  où  se  coupent  trois  surfaces  correspondantes  des  fai- 
sceaux projectifs  (Paa,  P,4),  (Pb3,  P3,),  (P«,  P44). 

D'une  manière  semblable,  lés  trois  réseaux  correspondants  (Pu,  P13,  P14),  (Fa,,  Pja,  P^}, 
(P41,  Ptó,  P«}  engendrent  (43)  mie  surfaee  Wg^  d'ordre  3»,  qui  est  touchée  par  la  surfaee 
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•J»  suivant  une  courbe  d'ordre  'òn^  (sìtuée  sur  la  surface  engendrce  par  les  faiaceaux 
(Pi3,  Pn)i  (P«.  P«)  ou  par  les  faisceaux  (P31,  Pg^),  (P4,,  P^)),  laquelle  est  le  lieu  des  ìnter- 
sections  de  trois  surfaces  correspoadaates  des  faisceaux  projectifs  (Pib,  Ph),  (Pss.  Pu), 

(p.,  p..). 

Enfio,  les  trois  réaeaux  correspondants  (Pji,  F23,  P54),  {P31,  Psa.  Psi),  (P^l,  P^a,  P^),  ou 
ce  qui  revieut  au  mérae  (45),  les  trois  réseaux  correspondants  (Pi2,Pi3,  P»),  (Ps^^PsaiPsi), 
(Pj2i  Pia,  P«}i  [']  eiigendrent  (44)  une  surface  W^  ou  ^31  d'ordre  3w,  qui  est  coupée 
par  *  suivant  les  deus  courbes  d'ordre  3«^  déjà  mentionnées.  D'où  il  suit  que  les 
points  communs  à  ces  deux  courbes,  c'est-à-dire  les  4»^  poìnts  (19)  par  lesquels 
passent  quatre  surfaces  correspondantea  des  faisceaux  projectifs  (P13,  P^),  {P23,  Pm), 
(P33,  P3,),  (P43,  Pm),  sont  tels  que  la  surface  ^  y  est  tangente  à  chacune  des  surfaces 
Wii    f«    ¥,2, 

Les  surfaces  *l'*ii,  ?'*is  détennìnent  un  faisceau  projectif  au  faisceau  (Pjj,  P41).  Si 
Pi,,  est  une  surface  quelconque  de  ce  dernier  faisceau,  et  si  Pg,,  Pan  Pir  sont  les  surfa- 
ces correapondantes  des  faisceaux  (P32,  PsOi  (P^ii  Pji),  (Pia.  Pu)'  ^^  surface  correapon- 
dante  ^1,,  du  faisceau  (-t'ii,  T,;)  sera  engendrée  (44)  par  les  réseaux  (Ps^,  P33,  P;,), 
(P3.,P33,Pm),  (P..,  P43,  P«). 

Les  surfaces  W^i,  W^^^  détermlnent  un  autre  faisceau  projectif  au  niSme  faisceau 
(Pia,  Pi,).  La  surface  W^^  du  faisceau  {^n,  ^^2),  qui  correapond  à  Pj,.,  est  engendrée 
par  les  réseaux  (P,.,  P,3,  P„),  (P3.,  P33,  P3,),  (P4-,  P43,  P«)- 

Les  deux  surfaces  W^^,  ^j,.  d'ordre  3w  passent  ensemble  par  la  courbe  d'ordre 
3i*  engendrée  par  les  faiaceaux  (P^s,  P,*),  (Pas,  Pu)>  (Pjs,  P44)  et  située  sur  la  surface 
■I»;  elles  se  couperont  donc  suivant  une  autre  courbe  de  i'ordre  6w^  lieu  d'un  point 
(24)  par  lequei  passent  à  la  fois  quatre  surfaces  correspondantes  des  quatre  réseaux 
projectifs  (Pi„  Pia,  P,4),  (Pa.,  F25,  Ps,),  (P3.,  P33,  Pm),  (P..,  P«,  P«).  Cette  courbe  appar- 
tieni à  A,  ear  ces  quatre  réseaux  sout  correspondants  dans  les  systèmes  donnea;  les 
faiaceaux  projectifs  {^u,  ^ib),  (^31,  ^as)  engendrent  donc  un  lieu  compose  de  la  surface 
^  d'ordre  2»  et  de  la  surface  A  d'ordre  in. 

On  en  conclut  (42)  que  les  points  doubles  du  lieu  compose  A*  sont  les  intersections 
des  trois  surfaces  ^u,  ^ss.  ^is.  Nous  avons  vu  que  ces  trois  surfaces  ont  4w^  points 
de  contact,  qui  aout  équivalents  à  4. in  intersections;  le  nombre  des  points  doubles 
est  donc  {3nf — Ì6n^=lln^.  Mais  les  points  doubles  de  4>  sont  (42)  les  n^  intersections 
des  surfaces  P33,  P44,  P34;  ainsi  A  a  lOn^  points  doubles,  situés  sur  toutes  les  surfaces 
analogues  à  'F^,  ^^2,  ^\t,  ■■■  • 

De  ce  que  A  est  engendrée  au  moyen  de  faisceaux  projectifs  formant  un  asaembìage 
symétrique  (42),  il  suit  encore  que  celie  surface  est  tottehée  par  ¥„  et  ^33  suivant  deux 
cotwhes  d'ordre  6m*,  situées  sur  Wis. 
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Chapitee  Quatkiéme. 
Pi'opriétés  relative»  aux  8urfaces  nodales  conjnguées. 

47.  Revenons  à  la  considératioii  d'une  surfaee  fondamentale  F„  d'ordre  n  (generale, 
sans  points  multiples)  et  des  surfaces  polaires.  On  a  vu  (2)  que  les  premières  polaires 
de  tous  les  points  de  l'espace  forment  un  système  linéaire  d'ordre  « — 1.  La  Jacobienne 
de  ce  système,  c'est-à-dire  le  lieu  des  points  doubles  des  premières  polaires,  ou  bien 
encore  (13)  le  lieu  d'un  point  dont  la  quadrique  polaire  est  un  cone,  sera  (37)  une 
surfaee  de  l'ordre  4  (re  —2},  On  appelle  cette  surfaee  la  Hessienne  ou  la  surfaee  nodale 
de  la  surfaee  fondamentale. 

Soient  P,,  Ps,  Pg,  P,  les  premières  polaires  de  quatre  points  quelconques  1,  2,  3,  4 
(non  situés  dans  un  méme  pian);  on  peut  regarder  (37)  la  Hessienne  comme  Jacobienne 
de  ces  quatre  surfaces  d'ordre  «^1.  Les  premières  polaires  de  tous  les  points  de 
l'espace,  par  rapport  à  ces  quatre  surfaces,  forment,  d'après  lo  tbéorème  (II),  un 
assemblage  symétrique  de  quatre  systèmes  linéaires  projectifs  d'ordre  n — 2;  donc 
(46),  la  Hessienne  a  10{n  —  2f  points  doitUes,  situés  sur  un  nombre  infini  de  surfaces 
(V„,  5^12,...)  d'ordre  Z[n—1). 

En  designant  par  P,.,  la  deuxième  polaire  mixte  de  deux  points  rs,  et  en  conservant 
du  reste  les  symboles  adoptés  cì-dessus  (46),  on  volt  tout  de  suite  que  ^n  est  le  lieu 
des  poles  dw  pian  134  par  rapport  aux  premières  polaires  des  points  du  pian  834  (30), 
et  aussi  le  lieu  des  poles  du  pian  234  par  rapport  aux  premières  polaires  des  points 
duplan  134.  Or,  d'après  le  tbéorème  (U),  si  le  pian  134  est  la  polaire  (w — 2)™'  d'un 
point  X,  par  rapport  à  la  première  polaire  d'un  point  r  du  pian  334,  le  mème  pian 
134  est  aussi  la  première  polaire  de  r,  par  rapport  à  la  polaire  {n—2y'"'  de  x,  c'est- 
à-dìre  que  134  est  le  pian  polaire  de  r  par  rapport  à  la  quadrique  polaire  de  x. 
Donc,  Wi3  est  le  lieu  d'un  point  x  tei  que  les  pìans  134,  234  soni  conjugués  par  rapport 
à  la  quadrique  polaire  de  x  *). 

Comme  cas  particulier,  Wn  est  le  lieu  des  poles  du  pian  234  par  rapport  aux  pre- 
mières polaires  des  points  de  ce  mème  pian,  et  aussi  le  lieu  d'un  paini  dont  la  quadrique 
polaire  est  tangente  au  pian  234;  et  VF^a  aura  la  méme  aignifieation  par  rapport  an 
pian  134.  Appelons  ces  surfaces  'Fu,  ¥^  surfaces  polaires  pures  des  plans  334,  134 
resp,,  et  1',^  surfaee  polaire  mixte  de  ces  mèmes  plans,  Donc  (46): 

La  Hessienne  est  touéhée  par  la  surfaee  polaire  pure  ^'mb  pian  quelconque  suivant  une 
courbe  gauche  d'ordre  6(«— 2)°,  qui  est  le  lieu  des  potnls  doubles  des  premières  polaires  dont 


*)  La  seetion  de,  'Fu  par  l'un  des  plans  234,  134  est  évidemment  le  liou  des  points  de  e 
it  de  ce  pian  avee  les  premièrea  polaires  des  points  de  l'autre. 
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les  poìes  sont  dans  le  pian  donne.  Les  deux  courbes  de  contact  entre  la  Hessienne  et  les 
swfaces  polaires  pures  de  deux  plans  queìconques  sont  situées  ensemble  sur  la  surface 
polaire  mixte  de  ces  deux  plans.  Toutes  ces  swrfaces  polaires  pures  et  mixtes,  et  dès  lors 
totttes  ces  courbes  gauches  d'orare  6(«— 2)^  passent  par  les  \Q[n-~Ìf  points  douhles  de 
la  Hessienne. 

48.  La  surface  ^,  polaire  pure  d'un  pian  quelconque  123,  a  4(k— 2f  points  dou- 
bles  (43)  situés  sur  un  nombre  infini  de  surfaces  (^h,  *ia, ...)  d'ordre  2(«— 2).  Si  r,  s 
sont  deux  points  fixes  d'une  droite  donneo,  et  que  x  soit  un  point  mobile  sur  une  antro 
droite  donneo  G,  les  surfaces  P^^;,  V,^  formeront  deux  faisceaux  projectifs,  générateurs 
A'une  surface  <I»  d'ordre  2(n — 2),  qui  sera  le  Ueu  de3  courbes  polaires  (d'ordre  [n — .2}^ 
de  ta  droite  rs  par  rapport  aux  premières  polaires  des  points  de  G  (3).  Or,  d'après  le 
théorème  (12),  si  les  premières  polaires  de  r,  s  par  rapport  à  la  première  polaire  de 
X  passent  par  un  point  y,  réciproquement  la  première  polaire  de  x  par  rapport  à  la 
(« — 2)*'"*  polaire  de  y  passera  par  r,  s;  c'est-à-dire  que  le  pian  polaire  de  x  par  rap- 
port à  la  quadrique  polaire  de  y  passera  par  la  droite  rs.  Donc,  <&  est  le  Ueu  d'un 
point  y  tei  que  la,  droite  rm-progue  de  la,  droite  G,  par  rapport  à  la  quadrique  polaire 
de  y,  est  rencontrée  par  la  droite  rs.  Dans  cette  déflnition,  on  peut  évideniment  perrau- 
ter  entre  elles  les  droites  rs,  6;  donc  *  est  aussi  le  Ueu  des  courbes  polaires  de  G  par 
rapport  aux  premières  polaires  des  points  de  rs  *).  D'après  ce  qui  précède,  la  surface 
P,.^  coupé  *  suivant  deux  courbes  d'ordre  [n — 2)',  dont  l'une  est  la  eourbe  polaire 
de  la  droite  rs  par  rapport  à  la  première  polaire  du  point  x  de  G,  et  l'antro  est  la 
courbe  polaire  de  G  par  rapport  à  la  première  polaire  dn  point  r  de  rs;  or,  les  (« — 2)' 
points  communs  à  ces  deux  courbes  sont  autant  de  points  de  contact  entre  P,^  et  *; 
donc  ^  est  aussi  Venveloppe  de  la  deuxième  polaire  mixte  de  deux  poìes  md/Hes,  l'un 
sur  G,  Tautre  sur  rs.  Nous  appelons  cette  surface  4>  surface  polaire  mixte  des  droites 
G  et  rs. 

En  revenant  à  la  surface  "F,  on  voit  que  ^la  est  la  surface  polaire  mixte  des  droites 
13,  23.  Aussi,  ^11  a  la  mème  aignification  par  rapport  à  deux  droites  co'incidentes  : 
c'est-à-dire  que  ^n  est  le  Ueu  des  poìes  dotit  ics  quadriq^ues  polaires  sont  tangentes  à 
la  droite  33,  etc.  Appelons  ce  lieu  surface  polaire  pure  de  la  droite  23.  Ainsi,  en 
résumé  (43): 


*)  Si  l'on  coiivient  d'appeler  Jacóbienne  de  quatre  surfaces,  dont  quelques-nnes  soient  des 
plana,  le  lieu  d'un  point  où  se  coupent  les  premières  polaires  d'un  point  situé  dans  les  plans 
donnés  par  rapport  aux  autros  surfaces  données;  0  sera  la  Jacobienne  de  deux  plans  passant 
par  G-  et  des  surfaces  Pr,Ps>  De  m6me,  4'is  est  la  JacoMenne  du  pian  134  et  des  surfaces 
Pij,Pa,p4;  etc. 
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La  siitfaue  poìaire  (pmej  dun  pian  dmnp  est  toucììPt  pai  la  -•tu face  polaire  pure 
d'une  diotte  quekoìique  situee  dnns  ce  pian,  smmtii  une  coìtile  gauche  d'ordre  3(m  —  2)^, 
qui  est  le  beu  des  poles  du  pian  pai  rappoìi  aux  premietes  poìaires  des  points  de  la 
droUe.  Les  deiix  (outìtes  de  contact  entre  la  sutfuce  polaire  da  pian  et  les  surfaces po- 
ìaires  putes  de  deux  diottes  tiacte---  dam  ce  pian,  soni  placees  sut  la  swface  polaire 
mixte  des  deux  dìoites  Toutes  ces  siufaces  polatres  pmes  et  mixtes  (des  droites  du 
pian),  et  pai  suite  toutes  ces  courbes  gauches  d'ordre  3(w — 2)^,  passent  par  les  4(« — 2)' 
points  doubles  de  la  bwface  polaire  du  pian  donne. 

49.  La  siiifacc  P  ^  {deuxième  polaire  mixte  des  points  r,  s)  admet,  elle  aussi, 
une  définition  auaiogue  à  celles  des  surfaces  ^a  et  ^is,  En  effet,  si  la  première  polaire 
de  r  pai  rapport  i  la  première  polaire  de  s  passe  par  un  point  x,  réciproquement, 
d'après  le  théoieme  (12),  la  première  polaire  de  s  par  rapport  à  la  (n — 2)''"'°  polaire 
de  X  passera  par  r,  c'est-à-dire  que  le  pian  polaire  de  s  par  rapport  à  la  quadrique 
polaire  de  x  passe  par  r.  Dono,  P^,  est  le  Ueu  d'un  point  x  tei  que  les  points  r,  s 
soni  conjugués  pa/r  rapport  à  la  quadrique  polaire  de  x.  Si  les  points  r,s  coincident, 
on  retombe  sur  la  définition  de  P,.,,  (deuxième  polaire  pure  du  point  r). 

50.  La  surface  *,  polaire  pure  d'une  droite  quelconqne  12,  a  (« — 2/points  doubles 
(42)  situéa  dans  un  nombro  infini  de  surfaces  (Pn,  Pia, ..,)  d'ordre  «  —  2.  On  est  ainsi 
condoit  à  dire  que: 

La  surface  polaire  (pure)  d'une  droite  donnée  est  touehée  par  la  deuxième  polaire 
pure  d'un  point  quelconque  de  cette  droite  suivant  une  courbe  gauche  d'ordre  (n — 2)', 
qui  est  la  courhe  polaire  de  la  droite  par  rapport  à  la  première  polaire  du  poini,  Les 
deux  courbes  de  contact  entre  la  surface  polaire  de  la  droite  et  les  deuxièmes  pol-aì/res 
pures  de  deux  points  quelconques  de  la  méme  droite,  sont  placées  sur  la  deuxième  polaire 
mixte  de  ces  points,  Toutes  ces  deuxièmes  polaires  pures  et  mixtes  (des  points  de  la 
droite),  et  dès  lors  toutes  ces  courbes  d'ordre  {« — 2)^,  passent  par  les  {n — 2)^  points  doubles 
de  la  surface  polaire  de  la  droite  donnée. 

51.  Il  resulto  de  ce  qui  précède  {48,  50)  que  la  surface  polaire  pu/re  d'un  pian 
est  l'enveloppe  des  surfaces  polaires  pures  des  droites  situées  dans  ce  pian,  et  que  la 
surface  polaire  pure  d'une  droite  est  l'enveloppe  des  deuxièmes  polaires  pures  des  points 
de  cette  droite.  On  peut  lyouter,  d'après  (43,  46),  que  les  surfaces  polaires  pures  et 
mixte  de  deux  droites,  situées  dans  un  méme  pian,  sont  touchées  aux  mSmes  {n~if 
points  par  la  deuxième  polaire  pure  du  point  de  concours  de  ces  droites  (d'où  il  résulte 
que  la  surface  polaire  pure  d'un  pian  est  aussi  l'enveloppe  des  deuxièmes  polaires  pures 
des  points  du  pian);  et  que  les  surfaces  polaires  pures  et  mixte  de  deux  plans  sont 
touchées  aux  ménies  4(m — 2)^  points  par  la  surface  polaire  pure  de  la  droite  commune 
à  ces  plans.  Et  en  outre  (44):  la  courbe  gauche  d'ordre  3(« — 2)',  lieu  des  poles  d'un 
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pian  donne  par  rapport  aus  premières  polaires  des  points  d'ime  droite  donnée,  est 
placée  sur  la  surface  polaire  miste  de  ce  pian  et  d'un  autre  pian  quelconqne  passant 
par  la  droite  donnée,  et  aussi  sur  la  surface  polaire  niixte  de  eette  droite  et  d'une 
autre  droite  quelconque  située  dans  le  pian  donne.  Ete.  etc. 

52.  Les  premières  polaires  des  poiuts  d'une  droite  quelconque  forment  un  faisceau, 
qui  contieut  i{n — 2f  surfaces  douées  d'un  point  doublé  (20).  Done,  le  Ueu  des  foles 
doni  les  premières  polaires  ont  un  point  doublé,  est  une  surface  d''ordre  i{n — 2)^  On 
l'appelle  surface  nodale  conjuguée  ou  surface  Steinerienne. 

Nous  pouvons  dire  (13)  que  la  Hessienne  est  le  Ueu  des  points  doni  les  quadriques 
polaires  soni  des  cones,  et  que  la  Steinerienne  est  le  Ueu  des  sommefs  de  ces  cortes. 

La  Hessienne  et  la  Steinerienne  se  correspondent,  point  à  point.  Si  o  est  un  point 
doublé  de  la  première  polaire  d'un  point  o',  c'est-à-dire,  si  o  est  le  po!e  d'un  cone 
quadrique  de  sommet  d,  les  points  o,  o'  seront  deux  points  correspondants  de  la 
Hessienne  et  de  la  Steinerienne. 

53  La  Hessteìtne  ^òt  aussi  le  Ueu  des  points  de  contact  entre  les  premières  polaires 
(32)  Soient  o,  o  deux  points  correspondants  des  deux  surfaces  nodales  conjuguées;  la 
piemRie  poiane  de  o  et  une  autre  première  polaire  !  dont  p  soit  le  pole  j  passant 
pai  0  determmeiont  un  taisceau  de  surfaces  touchées  en  o  par  un  mème  pian  E.  j  Le 
pian  E  est  le  pian  poiane  de  o  par  rapport  à  la  première  polaire  de  p,  c'est-à-dire 
le  pian  poiane  de  p  pii  rapport  au  cone  quahique  polaire  de  o,  dont  le  sommet 
est  0   Dooc  E  passe  può  j  [*] ,  c'est-à  due  que  le  pian  E  i  isse  toujours  par  la  droite  od. 

'ì4  Soient  0,  Oi  deux  points,  infimment  voisms  de  h  Hessienne;  o',  o\  leurs  points 
conespondants  sui  li  Steinerienne.  Des  que  les  piemieies  polaires  de  o',o\  sont  con- 
secutives  et  douees  des  points  doubies  o  o  lem  couibe  d' intersection  passera  par  o, 
et  conséquemment  le  pian  polaire  de  o  pisseia  pir  oo  qui  est  une  droite  tangente 
en  0  a  la  Stemeuenne  ['"]  Cela  sub&iste  quelle  que  soit  li  direction  de  cette  tangente; 
donc  le  plaìi  polaire  d  un  point  de  1%  He  bienne  eit  fm/ent  à  la  Steinerienne  au  point 
correspondant 

On  dédmt  de  la  que  la  Steinenenne  tst  me  tifare  de  la  classe  4(ra — 1)^(« — 2), 
car  ce  norabre  est  ceiui  des  interaections  de  la  Hessienne  avec  la  courbe  polaire  d'une 
droite  quelconque. 

65.  Les  poles  d'un  pian  (par  rappoit  a  H  surface  fondamentale)  sont  (3)  les  (n — 1)^ 
intersections  des  premières  polaires  de  trois  points  «  6  f  de  ce  pian.  Soit  a  un  point 
de  la  Steinerienne,  et  soit  abc  le  pian  tangeat  a  cette  surface  en  ce  point;  dans  ce 
cas,  ia  première  polaire  de  a  est  douée  d  un  pomt  doublé  a',  et  les  premières  polaires 
de  6  et  e  passent  par  a'.  Woù  il  suit  que  le  pian  iangent  à  la  Steinerienne,  en  un 
de  ses  points,  a  deux  poles  comcidenfb   tu  pomi  correspondant  de  la  Hessienne. 
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56.  Un  point  doublé  u>  de  la  Hessienne  est  situé  sur  la  surface  jiolaire  miste  de 
deux  plans  quelcoiiqnes  (47);  c'est-à-dire  qu'iì  j  a  dans  un  pian  quelconque  un  point 
tei  que  le  pian  polaire  de  w ,  par  rapport  à  la  première  polaire  de  ce  point,  est  indé- 
terminé  ["]:  autrement,  il  y  a  dans  un  pian  quelconque  un  point  dont  la  première 
polaire  a  un  point  doublé  en  <o.  Dono,  t»  est  le  point  doublé  d'un  nombre  inlìni  de 
premières  poiaires,  les  poles  desquelles,  appartenant  natureHoment  à  la  Steinerienne 
(52),  sont  en  ligne  droite  (car  il  y  a  un  tei  pole  dans  un  pian  quelconque).  Ainsi, 
au  point  to  correspond  sur  la  Steinerienne,  au  lieu  d'un  point  unique,  une  droite,  dont 
chaque  point  sera,  par  conséquent,  doublé  pour  la  quadrique  polaire  de  w;  c'est-à-dlre 
que  la  quadrique  polaire  de  o  est  une  couple  de  plans  passant  par  cetle  droite.  Et  le 
pian  polaire  de  i»  sera  tangent  à  la  Steinerienne  tout  le  long  de  cette  tnéme  droite.  Dono: 

La  St^nerienne  contieni  10{n^2Y  droites,  dont  chacune  correspond  à  un  des  points 
douhles  de  la  Hessienne. 

57.  Deux  courbes  situées  resp,  sur  la  Hessienne  et  sur  la  Steinerienne  peuvent  étre 
nommées  correspondantes,  lorsque  l'une  est  le  lieu  des  points  correspond ants  anx  points 
de  l'autre.  Ainsi  par  ex.  la  courbe  piane  d'ordre  4(«— 2)^  où  la  Steinerienne  est 
eoupée  par  un  pian  quelconque  E,  et  la  courbe  gauche  d'ordre  6(n — 2)^  au  long  de 
laquelle  la  Hessienne  est  touchée  par  la  surface  polaire  (pure)  de.  E  (47),  sont  deux 
courbes  correspondantes;  pareo  que  la  deuxième  eourbe  est  le  lieu  des  points  doubles 
des  premières  poiaires  des  points  de  E. 

On  peut  très-facilement  déterminer  la  courbe  qui  correspond  à  l'intersection  de 
la  Hessieane  avec  une  surface  quelconque  S„  d'ordre  m.  Soit  K  la  surface  enveloppe 
des  plans  poiaires  des  points  de  S^:  surface  qui  est  aussi  le  lieti  d'un  point  dont  !a 
première  polaire  est  tangente  à  S^  (15).  Si  o  est  un  point  commun  à  8„,  et  à  la 
Hessienne,  le  pian  polaire  de  o  touchera  à  la  fois  K  et  la  Steinerienne  au  point 
correspondant  o'  (54).  Or,  la  première  polaire  de  o',  ayant  un  point  doublé  en  o,  touche 
S«  en  ce  point;  dono  o'  appartient  aussi  à  K,  et  par  suite  !a  Steinerienne  et  la  surface 
K  ont  un  point  de  contact  en  o'.  Donc  K  est  tangente  à  la  Steinerienne  tout  le  long 
de  la  courbe  qui  correspond  à  l'interseciion  de  la  Hessienne  avec  S„i  *). 

Les  points  oii  cette  courbe  de  contact  est  rencontrée  par  un  pian  quelconque  corre- 
spondent  aux  points  communs  à  S^  et  à  une  eourbe  d'ordre  6(« — 2)';  Vordre  de  la 
cowrbe  de  contaci  est  donc  6m(w  —  2)^ 

On  peut  demander  aussi  l'ordre  de  K.  Les  points  où  cette  surface  est  rencontrée 


*)  Ce  mème  raisoiineiiient  prouve  aussi  que  la  développable  polaire  d'uiitì  droite  touche 
la  Steinerienue  aux  points  correspondaiits  aux  intersections  de  la  Hessienoe  avec  tette  droite. 
(Et  de  mème  pour  une  ligne  quelconque). 
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par  une  droite  arbitraire  sont  les  poles  d'autaiit  de  surfaees  d'un  faiseeau,  qui  touchent 
S^;  donc  (33)  K  est  de  l'ordre  »i{3(«— 2)'+(»»— l)H2(w— 2)  (m— 1)).  Si  »(=1, 
l'ordre  de  K  {lieu  d'un  point  dont  la  première  polaire  est  tangente  à  un  pian  donne) 
est  3{« — 2)^  ainsi  qu'on  l'a  déjà  trouvé  (15). 

58  Nous  avons  vu  (5)  que  la  quadrique  polaire  d'un  poiiit  parabolique  de  la  surface 
fondamentale  e&t  un  cone  Rccipioquement,  il  est  évident  que  tout  point  de  la  surface 
fondamentale,  dont  la  quadrique  polaire  soit  un  cone  (n'ayant  pas  son  soinmet  au  pole, 
auquel  cas  on  duiait  un  pomt  doublé),  est  un  point  parabolique.  Par  conséquent,  le 
heu  des  pomt?  paìoboUques  est  ìa  courbe  gauche  d'orare  4«(n — 2),  intersection  de  la 
surface  fondamentale  avec  la  Sessienne.  Naturellement,  cette  courbe  partage  la  surface 
F„  en  deus  régions,  dont  l'une  contient  les  points  hyperboliques  (à  indicatrice  liyper- 
bolique)  et  l'autre  les  points  elliptiques  (à  indicatrice  elliptique).  C'est-à-dire  que  le 
pian  tangent,  en  un  point  de  la  surface  F„,  coupé  coUe-ci  dans  une  courbe  pour 
laquelle  le  point  de  contact  est  un  nceud  ou  un  point  isole,  suivant  que  ce  point 
appartient  à  la  première  ou  à  la  deusième  région. 

59.  Un  pian  tangent  de  F„  est  stationnaire  si  le  point  de  contact  est  parabolique. 
Or,  la  première  polaire  d'un  point  quelconque  de  l'espace  rencontre  la  courbe  para- 
bolique en  4m(m — 1)(«— 2)  points;  ce  nombre  exprime  donc,  combien  de  plans  station- 
naires  passent  par  ce  point  arbitraire;  ainsi  qu'on  l'a  déjà  trouvé  ailleurs  (8). 

60.  Supposons  que  la  surface  fondamentale  F„  contienne  une  droite  A.  Un  pian 
mene  arbitrairement  par  A  coupé  F„  dans  une  courbe  d'ordre  w— 1  ;  et  une  surface 
d'ordre  n—~\,  menée  aussi  arbitrairement  par  eette  courbe,  rencontrera  de  nouveau  F„ 
dans  une  courbe  gauche  C  d'ordre  (« — 1)^  qu'on  peut  prendre  comme  base  d'un  faiseeau 
d'ordre  n —  1 ,  Une  surface  quelconque  S  de  ce  faiseeau  coupé  F  dans  «ne  courbe 
piane  d'ordre  « — 1,  dont  le  pian  E  passe  par  la  droite  A  (car  cette  dernière  courbe 
doit  contenir  les  «—1  intersections  de  S  avec  A).  Ainai,  la  surface  F„  peut  ótre 
engendrée  à  l'aide  de  deux  faisceaux  projectifs,  l'un  de  plans  E  par  A,  l'autre  de 
surfaees  S  par  C. 

Tout  pian  E  est  tangent  à  F„  en« — 1  points:  c'est-à-dire  aus  points  oùA  rencontre 
la  surface  S  correspondante  à  E  ;  car  ces  points  sont  doubles  pour  la  section  de  F„  par 
E.  On  peut  deraander  le  nombre  des  plans  E  qui  touchent  F„  hors  de  la  droite  A.  Un 
pian  E  mene  arbitrairement  par  A  touehe  3(m— 2)^  surfaees  S'  (car  celles-ci  forraent  un 
faiseeau),  auxquelles  correspondent  autant  de  plans  E',  Réciproquement,  la  surface  S' 
correspondante  à  un  pian  arbitraire  E'  est  de  la  classe  [n  —  \){n—2y,  et  par  suite  elle 
est  touchóe  par  autant  de  plans  E.  lì  y  aura  donc  3(k— 2)^-|-(n — 1)(« — 2)'  coincidences 
de  E  avec  E',  c'est-à-dire  qu'ii  y  aura  («  +  2)  («—2)^  plans  E  dont  ckacun  coupera  F„ 
suivant  une  courbe  {d'ordre  n —  1)  douée  de  point  doublé. 
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Dans  le  faisceau  des  surfaces  S  il  j  eii  a  2{« — 2)  qui  touchent  A;  les  poiiits  de 
contact  sont  les  points  doubles  de  l'involutioii  d'ordre  n^ — 1  formée  sur  A  par  les 
surfaces  S,  ou,  ce  qui  est  la  mème  chose,  par  les  courbea  d'ordre  n — 1  communes  à  F„ 
et  aux  plans  E.  Ces  2(m— 2)  points  sont  les  seuls  points  paraboliques  qui  ae  treuvent 
sur  A;  car  si  un  point  de  A  est  parabolique,  le  pian  E  tangent  à  F^  en  ce  point  doit 
coHper  cette  suriace  suivant  une  courbe  (d'ordre  (w — 1))  touchée  en  ce  point  par  A, 
Mais  d'un  autre  coté,  la  Hessienne  étant  de  l'ordre  4(»  —2),  ces  2(«— 2)  points  doivent 
représenter  les  i(n — 2)  intersections  de  cette  surface  avec  la  droite  A;    donc 

Tonte  droite  siiuée  sur  la  surface  fondamentale  est  tangente  en  2(« — 2)  points  à  la 
surface  Hessienne,  et  par  sttiie  à  la  courbe  parabolique. 

61.  Cherehons  l'ordre  du  Ueu  des  paires  de  droites  oscuìairices  à  la  smface  fonda- 
mentale, aux  poinls  de  l'intersection  de  celle-ci  avec  une  autre  surface  S„,  d'ordre  m. 
Souvenons-nous  que  les  droites  osculatrices  en  un  point  de  F„  forment  l'intersection 
du  pian  polaire  et  de  la  quadrique  polaire  de  ce  point  (5).  Soit  donc  G  une  droite 
arbitraire;  x  un  point  quelconque  de  cette  droite.  Si  une  quadrique  polaire  passe  par 
X,  le  lieu  du  pole  est  la  deuxième  polaire  de  x  qui  couperala  courbe  (mn)  en  mn{n—~2) 
points;  et  les  plans  polaires  de  ces  points  rencontreront  G  en  mn[n — 2)  points  x'.  Eéci- 
proquement,  les  plans  polaires  qui  passent  par  un  point  quelconque  x'  de  G  ont  leurs 
poles  dans  la  première  polaire  de  x',  qui  traverserà  la  courbe  (mn)  en  mn[n  —  l)  points, 
dont  les  quadriques  polaires  donnent  2mn{n^l)  points  x  sur  G.  Il  y  aura  donc,  sur 
G,  mn{n — 2)-\-2mn{n^l)  co'incidenees  de  x  avec  x',  c'est-à-dire  que  le  lieu  demandé 
est  une  surface  de  l'ordre  mn(in — i). 

Pour  cette  surface  (gauche,  en  general)  la  courbe  [mn]  est  doublé,  car  chacun  de 
ses  points  est  l'intersection  de  deux  génératrìces  rectilignes.  Si  m^l,  le  lieu  en 
question  coupé  le  pian  S  suivant  la  section  de  F„  par  S  et  les  Bn{n—2)  tangentes 
stationnaires  de  cette  courbe  piane. 

Si  m=4(w — 2),  l'ordre  du  lieu  devient  in(n — 2)  (3k  —  4);  mais,  si  S„  est  la 
Hessienne,  il  faut  prendre  la  moitié  seulement  de  ce  nombre,  parce  que  la  courbe  (mn) 
est,  dans  ce  cas,  la  courbe  parabolique  (58),  et  par  eonséquent,  en  chacun  de  ses  points 
les  deux  droites  osculatrices  sont  coincidentes. 

Dans  ce  mème  cas,  le  lieu  est  une  surface  développable,  car  le  pian  tangent  à 
F„  en  un  point  paraboìique  est  stationnaire  (c'est-à-dire  qu'jl  doit  étre  regardé  comme 
un  pian  bitangent,  dont  les  deux  points  de  contact  sont  infiniinent  voisins),  et  deux 
plans  stationnaires  consécutifs  passent  par  la  droite  osculatrice  *)  ;  d'où  il  suit  que 
le  lieu  des  droites  oseulatrices,  le  long  de  la  courhe  parabolique,  c<fincide  avec  la  surface 


*)  [Teoria  geometrica  delle  superficie,  31]. 
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'•e  par  les  plans  staiionnaires  *),  doiit  nous  avons  déjàdéterminé  la  classe  (8).  **) 

62.  On  (iemande  à  connaitre  la  développable  cwconscrite  à  la  mrface  fondamentale 
suivant  la  courbe  d'ordre  n,  intersection  de  celle-ci  avec  un  pian  donne  E. 

La  première  polaire  d'un  point  arbitraire  x  de  l'espace  rencontre  la  coiirbe  («) 
eii  n{n — 1)  points;  h.  classe  de  la  développable  est  donc  n(n — 1). 

Si  deus  de  ces  n(n — 1)  points  coineident,  le  point  x  appartiendra  à  la  développable; 
combien  de  points  de  cette  espèce  y  a-t-il  dans  une  droite  arbitraire  G?  Les  premières 
polaires  des  points  de  G  forment  un  faisceau  et  par  suite  coupent  le  pian  E  suivant 
un  faiseeau  d'ordre  « — 1,  dans  lequel  il  y  a  «(Sn— 5)  courbes  ***)  qui  touchent  la 
courbe  («),  celle-ci  étant  supposée  sans  points  multiples.  Si  cette  courbe  a  S  points 
doubles  et  ft  rebroussements  {c'est-à-dire,  si  le  pian  E  a  S  cootacts  ordinaires  et  le 
contacts  stationnaires  avec  F„),  le  nombre  précédent  deviendra  w{3w — 5)  — (2S-[-3;t). 
Ce  nombre  exprime  done  Vordre  de  notre  développable. 

Si,  parmi  les  n{n—  1)  iotersections  de  la  première  polaire  de  x  avec  la  courbe  (»), 
il  y  a  trois  points  co'incidents,  le  point  x  appartiendra  à  la  courbe  cuspidale  de  la 
développable;  et  si,  au  contraire,  la  première  polaire  de  a;  a  deux  contacts  avec  la 
courbe  («),  x  sera  un  point  de  la  courbe  doublé  de  la  développable.  On  peut  donc 
demander  cornbien  de  points  x  de  cette  espèce  sont  contenus  dans  un  pian  quelcooque. 
Les  premières  polaires  des  points  de  ce  pian  coupent  E  suivant  un  réseau  d'ordre  n — 1, 
dans  lequel  il  y  a  6?j(w— 2)  —  (65-|-8ft)  courbes  osculatrices  à  la  courbe  (n),  et 


-(«(Sw- 


,5)  —  {23  +  3S)  — «(11«— 21}  +  10S-j 


courbe  en  deux  points  distincts.  Ces  nombres  exprment  donc  Vordre  de  la  courbe  cu- 
spidale et  Vordre  de  la  courbe  nodale  de  la  développable  dont  il  s'agit. 

63.  Quel  est  le  lieu  d'un  poini  tei  qite  sa  guadrique  polaire  (par  rapport  à  F^)  passe 
par  les  sommets  d'un  tétraèdre  eonjugué  à  une  mrface  donnée  S  de  seeond  ordre?  Soient  a,  b 
deux  points  quelconques  )  conjugués  par  rapport  à  S  ];  C  la  courbe  d'ordre  (« — 2/, 
intersection  des  deuxièmes  polaires  de  a  et  b,  et  dès  lors  lieu  des  poles  des  quadriques 
polaires  qui  passent  par  ces  points;  a,  b'  les  points  où  S  coupé  la  droite  réciproque 
de  ab  par  rapport  à  S,  Les  quadriques  polaires  passaot  par  a  et  b,  forment  une 


*)  Cette  développable  est  circonscrite  à  la  Steinerienne  suivant  la  courbe  d'ordre  6ra(Ji— 2)' 
qui  correspond  (57)  à  la  courbe  parabolique.  En  effet,  si  o  est  un  point  paraliolique,  le  pian 
{statìonnaire)  polaire  de  o  touche  en  ce  poìat  la  anrfacB  fondamentale,  et  an  point  correspondant, 
la  Steinerieone  (54). 

**)  I  Ces  droitea  osculatrices  ne  sont  pas  les  tangentes  de  la  courte  parabolique.  \ 
***)  Ce  nombre  et  lea  autres  qui  suiveat  sont  empruntés  aux  traitéa  géométriques  des  courbes 
planes.  [Teoria  geometrica  delle  curve  piane,  87  et  103.] 
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sèrie  telle  qu'il  y  en  a  (w— 2)'  passant  par  un  troisièine  point  quelconque  donne; 
done,  il  y  aura  {n  —  2f  quadriques  de  cette  mème  sèrie  qui  diviseront  harmoniquement 
le  segmeiit  a'V;  c'est-à-dire  que  la  courbe  0  rencontre  le  lieu  clierché  en  {n — 2)'  points. 
Gonséquemment  ce  lieu  est  une  surface  d'ordre  (m— 2)^:  (n — 2f =k — 2. 

Tout  point  commun  à  ce  lieu  et  à  la  Hessienne  est  dès  lors  le  pole  d'un  cone 
(quadrique)  polaire  eirconscrit  à  un  trièdre  conjugué  à  S.  Donc  (57)  le  lieu  des  som- 
mets  des  cones  (quadriques)  polaires  c'weonscrits  à  des  trièdres  canjugttés  à  la  quadrique 
donnée  est  urne  courie  gauche  d'ordre  6(m— -2)'. 

64.  Quel  est  le  lieu  d'un  point  tei  que  sa  quadrique  polaire  soU  inserite  dans  un 
tetraèdri  conjugué  à  une  surface  donnée  S  de  second  ordre?  Soient  A,  B  deus  plans 
quelconqnes  }  conjugués  par  rapport  à  S  j;  C  la  courbe  d'ordre  9(m — 2)',  intersection 
des  surfaces  polaires  fpures)  des  plans  A,  B,  et  dès  lors  lieu  des  poles  des  quadriques 
polaires  qui  touchent  chacun  de  ces  plans;  A',  B'  les  plans  tangents  de  S  menés  par 
la  droite  qui  est  réciproque  de  la  droite  AB  par  rapport  à  S.  Les  quadriques  polaires 
tangentes  à  A  et  à  B  forment  une  sèrie  telle  qu'il  y  en  a  27  (n — 2)*  tangentes  à  un 
troisième  pian  quelconque;  done  il  y  en  a  aussi  27(m — 2)'  telles  qui  seront  conjuguées 
aux  plans  A',  B'.  Ainsi  la  courbe  C  contient  27(n — 2)^  points  du  lieu  demandé;  donc 
ce  lieu  est  une  surface  de  l'ordre  27(w — 2)^:  9(k  — 2)^='3{w — 2). 

Si  le  tétraèdre  conjugué  à  S  a  un  sommet  x  sur  S,  la  face  opposée  sera  le  pian 
tangent  à  cette  surface  en  x,  et,  des  trois  autres  faces,  une  coinciderà  avec  ce  ménie 
pian  tangent,  et  les  deux  restantes  seront  deux  plana  quelconques  menés  par  deux 
tangentes  conjuguées  de  S  en  x.  Un  tei  tétraèdre  peut  donc  étre  regardé  corame 
étant  eirconscrit  à  un  cone  quadrique  quelconque  de  sommet  x.  Par  conséquent,  si  x 
est  un  point  commun  à  S  et  à  la  Steinerienne,  le  pole  du  cone  polaire  de  sommet  x 
appartiendra  au  lieu  dont  il  s'agit;  c'est-à-dire  que  ce  ^ìew  coupé  la  Hessienne  suivant 
la  coùrbe  carrespondante  à  V  intersection  de  la  Steinerienne  avec  S. 

Si  S  est  le  système  de  deux  plans,  le  lieu  considerò  devient  évidemment  !a  surface 
polaire  mixte  de  ces  plans  (45). 

65.  Cherchons  le  lieu  d'un  point  tei  que  sa  quadrique  polaire,  par  rapport  à  la 
surface  fondamentale  F„,  passe  par  les  sommets  d'un  tétraèdre  conjugué  à  la  quadrique 
polaire  du  méme  point,  par  rapport  à  la  Hessienne.  Soit  G  une  droite  arbitraire;  x  un 
point  de  G.  Le  lieu  des  poles  des  quadriques  polaires  relatives  à  F„,  circonscrites  à 
des  tétraèdres  conjugués  à  la  quadrique  polaire  du  point  x  par  rapport  à  la  Hessienne, 
coupé  la  droite  G  en  n — 2  points  x'  (63).  Réciproquement,  si  une  quadrique  polaire 
relative  à  la  Hessienne  doit  étre  conjuguée  à  un  tétraèdre  inscrit  à  la  quadrique  po- 
laire d'un  point  '^,  par  rapport  à  F„  (c'est-à-dire,  si  la  première  quadrique  doit  étre 
inserite  à  un  tétraèdre  conjugué  à  l'autre),  le  lieu  sera  (64)  une  surface  d'ordre 
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3[4(m — 2) — 2),  qui  coupera  G  en  autaot  de  points  x.  Cette  droite  eontient  doiic 
n — 2  -[-12(« — 2)  —  6  coincidences  de  x  avee  x;  en  d'autres  terraes,  le  Meu  demandé 
est  une  smface  d'ordre  I3n — 32. 

Considérant  les  points  eommuns  à  cette  surface  et  à  la  Hessienne,  nous  pouvons 
ajouter  que  le  lieu  d'un  point  {sur  la  Hessienne)  dont  le  cone  polaire  est  circonscrit 
à  un  trièdre  conjugué  à  la  quadrique  polaire  du  méme  point,  par  rapport  à  la  Hessienne, 
est  une  courbe  gauche  de  l'ordre  4(m — 2)(13m — -32). 

66.  Pareillement,  on  trouve  que  le  lieu  d'un  point  tei  gw*  sa  qiiadrique  poìaire  par 
rapport  à  F„  soit  inserite  à  un  tétrahdre  conjugué  à  la  quadrique  polaire  du  méme  point 
par  rapport  aia  Hes^enne  est  une  surfoGel  de  l'ordre  i{n — ^2)— 2-|-3(w— 2)=7m — 16. 

Cette  surface  coupera  la  Hessienne  suivant  une  courbe,  chaque  point  de  laquelle 
sera  le  pole  frelativement  a  F  )  d'un  cone  quadrique  ayant  son  sommet  sur  la  qua- 
drique poiane  du  meine  point  par  rapport  à  la  Hessienne.  Donc,  le  lieu  d'un  point 
(sur  la  Resiienne)  dont  la  quadtique  polaire  par  rapport  à  la  Hessienne,  passe  par  le 
point  eorre-tpondani  de  la  Stetnertemie,  est  une  courbe  gauche  d'ordre  4(m — 2)  (7m — 16), 
sittiée  dans  la  bUìface  T  Cette  conrbe  passe  deux  fois  par  les  10(w — 2)'  points  doubles 
de  la  Hessienne,  car  chacun  de  ces  points  a  un  nombre  infini  de  points  correspon- 
dants  sur  une  droite  (56)  qui  coupera  deux  fois  la  quadrique  polaire  de  ce  point, 
relative  à  la  Hessienne. 

67.  Quel  est  le  lieu  d'un  point,  le  pian  polaire  duquel  par  rapport  à  la  Hessienne 
est  tangent  à  la  quadrique  polaire  du  méme  point  relativemeni  à  F„?  Soit  G  une  droite 
arbitraire;  x  un  point  de  G;  X  le  pian  polaire  de  x  par  rapport  à  la  Hessienne.  Les 
quadriques  polaires  velatives  à  F„,  qui  touchent  le  pian  X,  ont  leurs  poles  dans  la 
surface  polaire  (pure)  de  ce  pian  (47),  qui  coupera  G  en  3(m  —  2)  points  x'.  Eécipro- 
quement,  si  une  surface  polaire  doit  passer  par  x!,  le  pian  correspondant  sera  tangent 
à  la  quadrique  polaire  de  :c';  or,  les  poles  (relatifs  à  la  Hessienne)  des  plans  tangents 
d'une  surface  quadrique,  se  troiivent  sur  une  surface  (16)  d'ordre  2[4(n- — 2)  —  l],  qui 
coupera  G  en  autant  de  points  x;  donc  G  contiendra  3(« — 2)-f8(w — 2)  — 2  coinci- 
dences  de  x  avec  x',  et  par  suite  le  lieu  demandé  est  une  surface  0  d'ordre  ìln — 24. 

Un  point  X  de  la  surface  T  (66)  est  le  sommet  d'un  tétraèdre  circonscrit  à  la 
quadrique  polaire  (de  x)  par  rapport  à  F„  et  conjugué  à  la  quadrique  polaire  (du 
mème  point)  relative  à  la  Hessienne,  pourvu  que  ce  point  x  soit  situé  sur  la  polaire 
réciproque  de  la  première  quadrique  par  rapport  à  Tautre;  auquel  cas  le  pian  polaire 
de  X  par  rapport  à  la  Hessienne  est  tangent  à  la  quadrique  polaire  du  méme  point 
par  rapport  à  F„;  c'est-à-dire  que,  dans  cette  bypothèse,  x  est  aussi  un  point  de  ®. 
Donc  le  lieu  d'un  point  ^ui  soit  un  sommet  d'un  tétraèdre  circonscrit  et  conjugué  resp. 
aux  quadriques  polaires  du  méme  point  par  rapport  à  F„  e(  à  la  Hessienne,  est  um 
courbe  gauche  d'ordre  (Un — 24)  {7m — 16),  intersection  des  surfaces  ®  et  T. 
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68.  Quel  est  le  heu  d'im  point  tei  que  son  pian  polaire  par  rapport  à  la  Sessienne 
soit  conjugué  à  mw  pian  donne  E  par  rapport  à  la  quadrìglie  polaire  du  méme  point 
relative  à  F„?  Si  x  est  un  pomt  dune  dioite  G,  et  X  le  pian  polaire  de  x  par  rap- 
port à  la  Hessienne  le  heu  des  poles  des  quadriques  polaires  (relatives  à  F„),  pour 
lesquelles  E  et  \  sont  deux  plans  coniugués  (47),  coupera  G  eii  3{w — 2)  pointa  a/. 
Réciproquement  si  '/  est  le  pole  du  pian  E  par  rapport  à  la  quadrique  polaire  d'un 
point  x\  relative  a  h  smface  fondamentale,  la  première  polaire  de  y  par  rapport 
à  la  Hessienne  coopera  G  en  ^(m — J) — 1  points  ic.  La  droite  G  contiendra  donc 
3(n — 2)  +  4{w — 2)  —  1  coinadenres  de  ^  avec  ai',  c'est-à-dire  que  le  lieu  cherché  ed 
une  surface  Sg  d'ordre  In  — 15, 

Si  X  est  un  point  de  la  Hessienne,  dont  le  cone  polaire  alt  son  sommet  sur  le 
pian  donne,  ou  sur  le  pian  polaire  de  x  par  rapport  à  la  Hessienne,  ee  point  x  ap- 
partiendra  au  lieu  Se;  car,  corame  le  pian  passant  par  le  sommet  a  un  nombre  infini 
de  poles  (sur  la  droite  polaire  du  pian,  relative  au  cone),  il  est  conjugué  à  tout  autre 
pian  quelconque.  Le  premier  cas  a  lieu  pour  les  poles  des  cones  polaires,  dont  les 
sommets  appartiennent  à  la  courbe  d'ìntersection  de  la  Steìnerienne  avec  le  pian  E; 
donc,  le  lieu  Se  passe  par  la  courbe  gauche  d'ordre  Q{n  —  2)^  qui  correspond  à  la  section 
piane  E  de  la  Stdnerienne  *). 

On  vérifie  la  seconde  hypothèse,  si  le  pian  tangent  en  a;  à  la  Hessienne  passe  par  le 
sommet  x'  Am  cone  polaire;  auquel  cas  le  point  x  appartient  aussi  évidemment  à  la 
surface  B  (67).  Donc  le  lieu  Se,  quel  que  soit  le  pian  E ,  passe  par  la  courbe  commune 
à  0  et  à  la  Hessienne  **).  Cotte  courbe  est  de  l'ordre  4(w — 2)(7» — 15)— 6(m — 2)^= 
2{n  — 2)(11« — 24),  nombre  qui  est  la  moitié  du  produit  des  ordres  de  0  et  de  la 
Hessienne;  donc,  ces  deux  surfaces  se  touchent  (partout  ùù  elles  se  rencontrent)  suivant 
une  courbe  gauche  d'ordre  2{n  —  2)(11m  — 24),  lieu  d'un  point  dont  le  pian  polaire  par 
rapport  à  la  Hessienne  passe  par  le  point  correspondant  de  la  Steinerienne. 

Toutes  ces  surfaces  £  d'ordre  In  — 15,  passant  par  une  méme  courbe  gauche  d'ordre 
2(k — 2)(lln— 24),  forment  un  système  linéaire.  En  effet,  si  a,  b,  e  sont  troia  points 
donnés  arbitrairement  dans  l' espace;  A,  B,  C  les  plans  polaires  de  a,  ì>,c  par  rapport 


*)  Le  lieu  Se  eC  la  surface  polaire  (pure)  du  pian  E  se  coupent  suivant  une  autre  eourbe 
gauche  d'ordre  1  (m~2U5jj  — 11),  qui  est  évidemment  le  lieu  d'un  point  tei  que  sa  quadrique 
polaire  par  rapport  k  F  touehe  lo  pian  E,  et  que  le  pian  polaire  du  ménte  point  par  rapport 
à  la  Hessienne  passe  par  le  point  de  contact, 

**)  Tout  point  commun  à  9  et  i  la  Hessienne  appartient  aussi  à  2,  car  si  le  pian  polaire 
relatif  à  la  Hessienne  doit  toucher  le  cone  polaire,  il  passera  par  le  sommet  de  celui-ci.  Dana 
le  cai  da  n=-S  la  courbe  commune  à  9  et  à  la  Hessienne  est  la  courbe  correspondante  à  la 
courlie  paiabolique 
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à  la  Hessienne;  et  a,  V,  e'  les  poles  des  plaiis  A,  B,  C,  par  rapport  aux  q uadriques 
polaires  de  a,  6,  crelatives  à  F„,le  pian  E ^ a' i' e*  determinerà  la  surfaee  (uìiìque)  S  qui 
passe  par  a,  h,  e. 

69.  On  demande  le  lieu  d'un  paini  tei  que  la  droite  commune  a  un  pian  donne  E  et 
au  pian  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  la  Hessienne  sojì  tangente  a  la  quadtique 
polaire  da  mSìne  poUti  par  rapport  à  la  surfaee  fondamentale  Pour  i  ésoudre  cette  question, 
prenons  un  poìnt  x  sur  une  droite  quelconque  G;  le  pian  poiane  de  (  lelatif  a  la 
Heasrenne  coupera  E  suivant  une  certame  droite;  et  le  lieu  des  poles  des  quadriques 
polaires,  relatives  à  F,„  qui  sont  tangentes  à  cette  droite,  coupera  G  en  2(m — 2) 
points  x'  (48).  Réciproquement,  la  quadriqae  polaire  (par  rapport  à  F„)  d'un  point  x'  est 
coupée  par  le  pian  E  suivant  une  conique,  qui  a  2(4w  —  9)  tangentes  communes  avec 
la  section  faite  par  ce  mème  pian  dans  l'enveloppe  (de  classe  i{n  —  2)  — 1  ...  (14)) 
des  plans  polaires  des  points  de  G,  par  rapport  à  la  Hessienne.  Le  lieu  demandé  est 
dono  une  surfaee  Sg  d'ordre  2(« — 2)-\-2{in — 9}  — 2(5m  — 11). 

La  surfaee  Q  et  la  surfaee  ^e  ,  relative  au  pian  donne  E  (68),  ayant  en  eommun 
une  eourbe  d'ordre  2(«  —  2)(ll« — 24),  se  couperont  suivant  une  autre  courbe  gauche 
d'ordre 

(7n  — ]5)(llM  — 24)  — 2(«— 2)(llK  — 24)=(5m  — 11)(11«— 24). 

Chaque  point  x  de  cette  courbe  sera  tei  que  son  pian  polaire  par  rapport  à  la  Hessienne 
touchera  la  quadrique  polaire  du  mème  point  par  rapport  à  F,i  (67),  et  que  le  pian 
susdit  sera  conjugué  à  E  par  rapport  à  ia  mème  quadrique  (68);  done,  E  passe  par 
le  point  où  le  pian  polaire  touche  la  quadrique,  et  dès  lors  l'intersection  de  E  par  le 
pian  polaire  est  une  droite  tangente  à  la  quadrique.  Il  en  suit  que  t.  sera  un  point  du  lieu 
3b  .  Le  mème  raisonnement  prouve  que  tout  point  de  la  courbe  d'ordre  3(«^2)  (5w — 1 1) 
[v.  note  au  n.  68],  commune  à  la  surfaee  polaire  (pure)  du  pian  E  et  au  lieu  Xe .  appai-tient 
aussi  à  Se.  Done,  cette  surfaee  3b  coupé  Su  suivant  une  courbe  d'ordre  {Òn — ll)(llw— 24) 
située  sur  0,  et  suivant  une  autre  courbe  d'ordre  3  («— 2)(5w  — 11)  située  surla  surfaee 
polaire  (pure)  du  pian  E. 

Or,  on  voit  sans  peine  que,  d'après  les  définitions  de  ees  lieux,  tout  point  eommun 
à  S„  et  à  0,  et  tout  point  eommun  à  Su  et  à  la  surfaee  polaire  de  E ,  appartiennent 
nécessairement  à  S^  ;  donc  la  .surfaee  S„  est  touchée  par  la  surfaee  %  suivant  la  covrbe 
gauehe  d'ordre  (5ìì — 11)(1I«  —  2i),  et  parla  éiirface  polaire  pure  du  planE  suivant 
la  courbe  gauehe  d'ordre  3(m — 2)(5w  — il);  et  ces  courbes  de  contact  sont  piai 
sur  la  surfaee  £«*)• 


*)  II  résulte  de  là  C[ue  l'ensemble  de  la  Hessieune,  de  Bb  et  d'une  surfaee  arbitraire  $  d'ordre 
in — 9  peut  ètre  eugeiidré  au  aioyen  de  deux  faisceaux  projeetifs  (9,  Sk  $,  ...)  d'ordre  Un — 24 
et  (2b,  Se*,  -..)  d'ordre  In— Ih:  où  Sofdésigne  la  surfaee  polaire  pure  du  pian  E. 
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70.  On  demande  le  Uni  d  un  point  tei  que  son  pian  poìnnp  par  rapport  àia  1 
coupé  la  quadrìque  polaire  dti  m^me  potnt,  relative  a  ]>, ,  et  deitx  plans  donnés  E,  E', 
suivant  une  conique  et  deux  droites  conjug'tees  a  celle  ci  Soit  x  un  point  d'une  droìte  arbi- 
traìre  G;  X  le  pian  poiane  de  £  pai  rappoit  a  la  Hea&ienne,  le  lieu  des  poles  des  qua- 
driques  polaires  (relatives  à  FJ  qui  coupent  ce  pian  X  suivant  des  coniques  conjuguées 
aus  droites  XE,  XE,  est  ìa  surface  polaire  mixte  de  ces  droites  (48),  qui  coupera  G 
en  2(w — 2}  points  oc'.  Eéciproquement,  soit  Q  la  quadrique  polaire  d'un  point  x'  par 
rapport  à  F„;  on  sait  que  les  plans  qui  coupent  la  quadrique  Q  et  les  plans  donnés  E,  E 
suivant  une  conique  et  deux  droites  conjuguées,  enveloppent  une  autre  surface  quadrique. 
Cette  surface  et  l'enveloppe  des  plans  polaires  des  points  de  G,  par  rapport  à  la  Hessienne, 
ont  2(4(ji— 2)— 1)  plans  tangents  communs,  auxquels  correspondront  autant  de  poles  x 
sur  G.  Le  lieu  demandéesi  donatine  surface  See'  d'ordre  2(w — 2}-|-2(4w— 9)=2(5w^ll). 

Tout  point  X  commun  à  0  et  au  lieu  Se  (69)  est  tei  que  son  pian  polaire  par  rapport 
à  la  Hessienne  coupé  la  quadrique  polaire  de  x  relative  à  F„  et  le  pian  E  suivant 
trois  droites  passant  par  un  seuI  et  tnéme  point.  La  dernière  de  ces  droites  a  un 
nombre  infini  de  poles  (en  ligiie  droite)  par  rapport  à  la  conique  fonnée  par  les  deux 
premières  droites,  d'oii  il  suit  que,  relativement  à  cette  conique,  la  dernière  droite  est 
conjuguée  à  tonte  droite  tracée  dans  le  dit  pian  polaiie  de  e,  donc  a-  est  aussi  un 
point  du  lieu  3bb'.  C'est-à-dire  que  ce  heu  passe  pat  les  de^fo.  courbes  gaitches  d'ordre 
(5« — n)(llw  —  24),  suivant  lesquelles  la  surface  %  est  touckée  par  les  lieux  Sa  et  Sa'. 

71.  On  demando  le  lieu  d'un  pomi  tei  que  ses  plans  polatres  par  tappott  à  F^  et 
à  la  Hessienne,  et  sa  quadrique  polaire  par  rapport  à  F,  aient  un  point  commun  sur 
un  pian  donne  E.  Soit  x  un  point  d'une  droite  arbitraìre  G;  la  droite  commune  aux 
plans  polaires  de  x  rencontre  E  en  un  point  y,  et  les  quadriques  polaires  relatives 
à  F„  qui  passent  par  p  ont  leurs  poles  sur  la  deuxième  polaire  de  ce  point,  laquelle 
coupera  G  en  n — 2  points  x'.  Réciproquement,  la  quadrique  polaire-  d'un  point  x'  (par 
rapport  à  F„)  coupera  le  pian  E  suivant  une  certaine  conique  ^  Or,  il  y  a  sur  0  10(w — 2) 
points  X,  doni  chacun  a  la  propriété  que  ses  plans  polaires,  relatifs  à  F„  et  à  la 
Hessienne,  se  rencontrent  sur  S^*);  donc,  le  lieu  demandé  est  une  surface  d'ordre  1  1(k— 2). 

Quel  que  soitleplanE  cette  surface  passe  par  les  2{n — 2)  points  aoùla  Hessienne 


*)  Par  un  pomt  quelconque  t  d  ane  dioite  E  on  peut  mener  deus  premiere?  polaires  re- 
latives k  F  les  poles  desquelles  aont  Ip^,  interset-tiona  de  3C  avec  le  pian  poiane  de  i  et  les 
piemieres  polaires  de  ees  poles  [ar  rappoit  à  la  Hessienne  couperont  E  en  2(4)j— 9)  pomta  i'. 
EéciprocLuemeut  par  un  pò  nt  )  on  peut  faire  passer  deux  premières  polaires  relatives  à  la 
Hess  e  ine  dont  les  poles  smt  les  mtersections  de  JC  avec  le  pian  polaire  de  !  {relatif  à  la 
Hessienne  I  e"!  prem  èies  polaires  if  ces  poles  par  rapport  à  F  couperont  E  en  '*  «^t) 
p  mts  i  Doni,  iM  aura   sur  E    >(,4  !--9)  4- 'f  i— 1)  =  10(m— 2)  eolncidenees  de  ?  avee  i    ij  d  e. 
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est  touehée  par  une  droite  a  située  dans  la  siirface  fondamentale  (60);  car  les  plans 
polaires  et  la  q«adriqne  polaire  de  a.  passent  ensemble  par  la  droite  a  et  dès  lors  ont 
un  poìiit  commun  avec  tout  pian  donne 


Chapjtke  Cinqutème. 

Application  des  pi'opriétés  générales  à  une  surface  fondamentale 
dn  troisième  ordre. 

72.  La  surface  fondamentale  sera  désormais  une  surface  F3  du  troisième  ordre,  tout 
à  fait  generale,  c'est-à-dire  sans  points  et  lignes  multiples.  Les  théorèmes  démontrés 
précédemmeot  contiennent  déjà  un  grand  norabre  de  propriétés  des  surfaces  eubiques; 
mais  nous  ne  nous  arrèterons  pas  à  donner  les  énoneés  partieuliers.  Nous  nous  proposons 
seulement  de  développer  ce  qu'il  y  a  de  special  et  de  caractéristique  à  la  surface  du 
troisième  ordre. 

La  première  polaire  étant,  dans  le  cas  actuel,  la  quadrique  polaire,  la  surface 
Sessienne  et  la  Steinerienne  ccflncident  en  une  seule  et  méme  surface  du  quatrième  ordre 
et  de  la  sei^ième  classe  (52,  54).  Les  points  de  cetie  surface  se  correspondent  deux  à  detta:  ; 
0  et  0'  étant  deux  points  correspondants,  chacun  d'ettx  est  le  sommef  d'un  corte  qvadriqVie 
polaire  dont  Vautre  est  le  pale;  et  en  chacun  de  ces  points  la  Hessienne  a  pow  pian  tangent 
le  pian  polaire  de  Vautre.  Ces  mèmes  points  sont  conjugués  par  rapport  à  toutes  les 
quadriques  polaires  (37). 

73.  La  deuxième  polaire  mixte  de  deux  points  »,  h  devient  un  pian,  lieu  d'un  tei 
point,  que  par  rapport  à  sa  quadrique  polaire  les  points  a,  b  sont  conjugués  (49).  Si 
l'on  se  donne  un  des  points  a,  b,  et  leur  pian  polaire  mixte,  on  trouve  l'autre  point 
de  la  manière  suivante:  les  quadriques  polaires  des  points  du  pian  donne  forment  un 
réseau,  et  les  plans  polaires  de  a  par  rapport  à  ces  surfaces  passent  par  un  mème 
point  i,  qui  sera  le  point  cherché  *). 

Si  a  est  fixe,  et  que  le  pian  polaire  mixte  tourne  autour  d'une  droite  donneo  G 
le  point  b  décrira  una  droite  G',  intersection  des  plans  polaires  de  a  par  rapport  aux 


I  Sì  le  pian  polaìie  mlKte  est  un  pian  donne  t,  et  si  le  point  a  dècrit  un  pian  ;',  le  lieu 
ira,  une  surface  du  3'  ordie,  la  polaire  mixte  des  deux  plans  e  £'.  | 
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qiiadriqiies  polaires  des  poiiits  de  G.  Or,  G-  coupé  la  Hessienne  en  qiiatre  points,  donc 
les  plans  polaires  d'un  poìnt  donne  a  par  rapport  aux  cones  polaires  enveloppent  une 
surfaee  de  la  guatrième  classe  ['*].  Si  a  est  un  point  de  la  Hessienne,  le  pian  polalre 
mixte  passe  toujours  par  a  {sommet  du  cone  polaire  de  o)  ['^]. 

Si  a  est  donne  arbitrairement  dans  l'espace,  et  ì>  est  variable  dans  un  pian  fixe  E, 
le  pian  polaire  mixte  passe  toujours  par  un  point  fixe  e;  le  pole  de  E  par  rapport 
à  la  quadrique  polaire  de  a.  Bone,  si  b  décrit  la  courbe  d'intersection  de  la  Hessienne 
avec  le  pian  E,  le  pian  polaire  mixte  enveloppe  un  cone  de  sommet  e,  de  la  quatrième 
classe  (circonscrit  à  la  surfaee  qu'on  obtient  lorsque  b  parcourt  la  Hessienne);  c'est-à-dire 
que  les  plans  polaires  A'vm,  point  fìxe,  par  rapport  à  ious  les  cones  polaires  doni  les 
somìnets  soni  dans  un  méme  pian,  enveloppent  un  eone  de  la  quatrihne  classe. 

74.  Ce  que  nous  avons  nommé  en  general  surfaee  polaire  mixte  de  deux  droites  G,  G' 
devient  une  quadrìqne  (un  hyperboloide);  et  puisque,  dans  le  cas  actuel,  la  courbe  po- 
laire d'une  droite  par  rapport  à  une  première  polaire  (3)  devient  la  droite  réciproque  . 
de  la  droite  donnée  par  rapport  à  une  surfaee  quadrique;  il  s'ensuit  que  V hyperboloide 
polaire  des  deux  droites  G,  G'  est  le  lieu  des  droites  réctprogues  de  cìiacune  de  ces  droites 
par  rapport  aux  quadriqiies  polaires  des  points  de  Vautre,  ou  bien  le  lieu  d'un  point 
tei  que  la  réciproque  de  l'une  des  droites  données  par  rapport  à  la  quadrique  polaire 
de  ce  point,  rencontre  l'autre  droite  donnée. 

Si  i  est  UD  point  variable  en  G,  et  a,  h  deux  points  fixes  sur  G',  l'hyperboloide 
polaire  est  engendré  (48)  par  deus  faisceaux  projectifs,  dans  lesquels  le  pian  polaire 
mixte  de  a,  i  correspond  au  pian  polaire  mixte  de  b,  i.  Or  les  points  a,  h  peuvent 
étre  remplacés  par  deux  autres  points  quelconques  de  6';  rhyperholotde  polaire  de  deux 
droites  est  donc  aussi  Venveloppe  du  pian  polaire  mixte  de  deux  points  variables  sur  les 
droites  données,  respectivement. 

75.  Si  G,  G'  coincident,  nous  aurons  la  surfaee  polaire  pure  d'une  droite  G,  qui  sera 
MM  cone  du  second  ordre  (14,  48),  dont  le  sommet  est  le  pole  de  la  quadrique  polaire 
qui  passe  par  G,  et  dont  les  génératrices  sont  les  droites  réciproques  de  G  par  rapport 
aux  quadriques  polaires  des  points  de  G.  Gè  cone  est  Venveloppe  des  plans  polaires  des 
points  de  G,  et  par  conséquent  il  est  aussi  le  lieu  des  poles  des  quadriques  polaires 
tangentes  à  G.  Nous  donnerons  à  cette  surfaee  le  nom  de  cone  polaire  de  la  droite  G, 
qu'i!  ne  faut  pas  confondre  avee  le  cone  polaire  d'un  point  de  la  Hessienne. 

76.  La  surfaee  polaire  mixte  de  deivr.  plans  E,  E'  est  du  troisième  ordre  (47);  elle 
est  le  lieu  des  poles  d'un  pian  par  rapport  aux  quadriques  polaires  des  points  de  l'autre 
pian,  ou  bien  (ce  qui  revient  au  méme)  le  lieti  du  pale  d'une  quadrique  polaire,  par  rapport 
à  laquelle  les  plans  E,  E  sont  conjugués. 

Le  lieu  des  poles  d'un  pian  E  par  rapport  aitx  quadriques  polaires  des  points  d'une 
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droite  G  (30)  est  une  cuhique  (coiirbe  du  troisième  ordre)  gauche,  qui  se  trouve  sur 
l'hyperboloide  polaire  de  G  et  d'une  aiitre  droite  située  dans  E ,  et  aussi  sur  la  surface 
polaire  miste  de  E  et  d'un  autre  pian  passant  par  6  (51).  D'où  il  suit  que  l'hyperboloìde 
polaire  de  deux  droites  G,  G',  si  G  est  fise  et  G'  variable  dans  un  pian  E,  engendre 
un  réseau  de  surfaces  passant  par  une  cubique  gauche  fixe. 

77.  Si  les  plans  E,  E'  coincident,  on  a  la  surface  polaire  pure  d'un  pian  E,  qui  sera 
l'ijnveloppe  des  cones  polaires  des  droites  situées  dans  le  pian  donne  (48),  et  aussi 
le  lieu  des  poles  du  pian  par  rapport  aux  quadriques  polaires  des  poìnts  de  ce  méme 
pian  (47).  Cotte  deuxième  définition  revient  à  dire  que  cotte  surface  est  le  lieu  d'un 
point  dont  la  quadrique  polaire  est  tangente  au  pian  donne;  dono  {15,  51)  la  méme 
surface  se  confond  avee  l'enveloppe  des  plans  polaires  des  poìnts  du  pian  dminé.  Elle 
est  du  troisième  ordre,  de  la  quatrième  classe,  et  a  quatre  points  doublea,  situés  dans 
les  cones  polaires  et  dans  les  liyperbolo'ides  polaires  de  toutes  les  droites  du  pian  donne*). 

Soit  a  un  point  de  cette  surface;  ia  quadrique  polaire  de  a  étant  tangente  au  pian 
E,  coupera  te  i  lan  suivint  deux  droites  croisées  au  pomt  de  contact  a  Les  i  lana  pò 
laiies  les  pomts  le  ces  droites  doivent  passei  pai  a  et  touthei  ailleurs  la  surface 
M«  poznt  qu^conque  de  cette  urface  est  ione  ìe  sor  let  ìe  ìeux  cones  quadiìque  i 
consciits  a  la  surface  (ils  sont  les  cones  polanes  des  deus  droites  cioisées  en  a)  Le 
pian  poiane  de  a  est  tangent  \  la  suiface  en  a 

Si  a  est  lun  des  poiits  doibles  de  la  s  tfice  ies  deux  i.ones  tii  gents  doivent 
coìncidei  et  par  suite  H  juadiique  pohiie  le  t  coupen  E  smant  leux  dioites  com 
cidentes  Fmmi  les  luidnqies  loìaites  txngente  a  n  pian  ¥,  il  y  a  done  qiatte  rows 
leurs  poleb  (qui  appartiendiont  aussi  a  la  Hessienne)  sont  les  pomls  do  tbìes  lela  s  rfice 
pota  te  p Ite   ìu  pian 

Lette  surfice  est  li  leciproque    le  U  su  face  H   la  le  Ae  Steiner  **) 

78  Si  un  plin  E  est  ti\e  et  q  i  un  autie  phn  E  hoit  mob  le  auto  ir  1  une  li  )  te 
G,  la  surtace  poiane  mixte  Ics  plans  E  E  en„endie  un  fa  sceau  en  effet  si  cette 
surface  doit  paasei  par  un  pomt  lonné  j-  ie  jlan  E  passera  pai  le  iole  le  E  lelatif 
à  la  [.leraieie  poiane  1  Li  base  lu  fiisceau  est  e  mposee  dune  e  uibe  gauche 
du  sixièrae  ordre  (lieu  des  points  doubles  des  quadriques  polaires  des  points  du  pian 


*)  Si  ini  point  est  à  distance  inflnie,  soti  pian  polaire  est  un  pian  diamétral  de  la  surface 
fondamentale.  L'enveloppe  des  plans  diamétrau.«  est  dono  la  surface  polaire  pure  du  pian  à 
l'infini.  Cette  surface  est  inserite  dans  la  dèveloppable  circonscrite  à  F„  suivant  la  seetion 
à  l'infini  (15). 

**)  [Voir  les  Monataberichte  de  la  r.  Acad.  de  Berlin  (juillet  et  novembre  18i!3),  et  le  tome 
LXIII  de  ce  journal,  p.  315].  [Queste  Opere,  n.  K  (t."  9.°)]. 
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fise)  et  d'une  cubique  gauche  (lieu  des  poles  du  pian  fixe  par  rapport  aux  quadriques 
polaires  des  points  de  la  droite  donnée)  (47,  76). 

La  surface  polaire  mixte  des  deux  plans  E,  E'  et  leurs  surfacea  polaires  pures  sont 
toueliées  ensemble  (51)  par  le  cene  polaire  de  la  droite  EE' en  quatre  points  de  la 
Hessienne  (correspondants  aux  intersections  de  cette  surface  avee  la  droite  EE'),  et 
passent  par  les  dix  points  doubles  de  la  Hessienne  (47).  Ces  points  étant  équivalents  à 

4  .  4-(-10  intersections,  les  trois  surfaces  nommées,  qui  sont  du  troisième  ordre,  auront 
un  autre  et  seul  point  commun:  c'est  le  pole  de  la  quadrique  polaire  qui  passe  par 
la  droite  EE'. 

Cha-pitke  Sixtéme. 

Propriétés  de  la  surface  Hessienne  d'une  surface  fondamentale 

tìu  troisième  ordre. 

79.  Les  plans  polaires  qui  passent  par  un  point  donne  p  ont  leurs  poles  sur  la 
quadrique  polaire  de  y.  Si  ces  plans  doivent  toucher  la  Hessienne,  les  poles  seront 
distribués  sur  la  courbe  du  huitième  ordre,  intersection  de  la  Hessienne  avec  la  polaire 
quadrique  de  p  (72).  Les,  points  de  contact  forment  une  courbe  du  douzième  ordre, 
intersection  de  la  Hessienne  avec  la  première  polaire  de  p  par  rapport  à  la  Hessienne. 
Ces  deux  courbes  du  huitième  et  du  douzième  ordre  sont  donc  correspondantes  (57). 

80.  Considérons  les  droites  qui  passent  par  y  et  qui  touchent  la  Hessienne.  Aux 
droitès  qui  passent  par  p  correspond  un  réseau  *)  de  courbes  gauches  du  quatrième 
ordre  (3)  situées  sur  une  surface  S  du  second  ordre  (la  quadrique  polaire  Aep).  Gha- 
cune  de  ces  courbes  gauches  résulte  de  l'intersection  de  S  par  une  autre  quadrique 
polaire,  et  par  suite  (79)  les  points  doubles  de  ces  courbes  (points  de  contact  entre 

5  et  les  autres  quadriques  polaires)  seront  situés  dans  la  courbe  C  du  huitième  ordre, 
intersection  de  la  Hessienne  avec  S.  Aux  courbes  du  réseau,  qui  forment  un  faisceau, 
correspondent  des  droites  par  p,  situées  dans  un  pian;  or,  dans  ce  faisceau  il  y  a  douze 
courbes  avec  point  doublé  **);  c'est-à-dire  que  les  droites  par  p,  auxquelles  correspondent 
des  courbes  gauches  du  giiatrième  ordre  avec  point  douhle,  forment  un  cane  S  du  douzième 
ordre.  A  un  point  quelconque  o  de  la  courbe  C  correspond  une  generatrice  de  S,  qui 
joint  p  au  point  o'  qui,  dans  la  Hessienne,  correspond  à  o.  Le  lieu  des  points  d  est 
donc  une  courbe  C  du  douzième  ordre  (79).  Le  pian  polaire  de  o  passe  par  ji  et  touche 


*)  Un  tei  rèaeau  réaiiUe  des  intersections  de  S  avec  un  réseau  d'autres  surfaces  quadriques 
polaires. 

**)  Car,  dans  un  fitisceati  de  quadriques,  il  y  a  douze  surfaces  tangentes  à  S  (33). 
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la  Hessieane  (72)  en  o',  et,  par  suite,  il  contient  la  droite  tangente  à  C  en  o';  donc, 
ce  pian  est  taogent  au  cone  S  suivant  la  droite  po'.  C'est-à-dire  que  le  eone  S  est 
eirconscrit  à  la  Hesaienne  suivant  la  courbe  C. 

La  quadrique  polaire  d'un  point  quelconque  coupé  C  en  seize  points:  de  là  résulte 
que  2  (et  par  suite  la  Hessienne)  est  de  la  seizième  classe  (54). 

Si  Fon  eonsidère  une  droite  G  passant  par  p,  eomme  intersection  de  deux  pkns 
tangents  du  cone  S,  chacun  de  ces  plans  aura  un  pole  sur  C,  et  la  eourbe  gauche  (du 
réseau  sur  S)  qui  passe  par  ces  deux  poles  sera  la  con'espondante  de  G-.  Si  les  deux 
poles  coincident,  la  courbe  gauche  devient  tangente  à  C;  d'où  il  suit  qu'aux  droites 
tracées  sur  le  cone  X  et  dans  ses  plans  stationnaires,  correspondent  des  courbes  gau- 
ches  (du  réseau  sur  S)  tangentes  à  C. 

81.  Les  points  oii  la  Hessienne  est  osculée  par  dos  droites  issues  de  p,  sont  les 
intersections  de  cette  surface  avec  la  première  et  la  deuxième  polaire  de  p,  par  rapport 
à  la  mème  surface.  Ainsi,  parmi  les  courbes  gauches  du  réseau  en  S  il  y  a  en  a 
4,3.2=24  qui  ont  un  point  de  rebroussement. 

Ainsi  le  cone  S,  est  du  12*  ordre  et  de  la  16*  classe,  et  a  24  génératrices  station- 
naires; il  aura  donc  (à  cause  des  formules  de  PlOckee)  22  génératrices  doubJes,  Panni 
ces  génératrices  doubles,  dix  sont  dues  aux  points  doubles  de  la  Hessienne  et  corre- 
spondent à  des  courbes  du  réseau  composées  de  deux  coniques  (chaque  point  doublé 
a,  en  effet,  pour  quadrique  polaire  une  couple  de  plans  (56));  les  autres  douze  généra- 
trices doubles  correspondront  à  autant  de  courbes  du  réseau  composées  d'une  cubique 
gauche  et  d'une  droite. 

Pour  démontrer  cette  assertion,  considérons  le  réseau  de  courbes  gauches  du  qua- 
trième  ordre  sur  la  surface  quadrique  S,  et,  à  cause  de  brièveté,  nonimons  génératrices 
et  diredrices  les  droites  des  deux  systèmes  qui  existent  sur  cette  surface.  Soient  L,  M,  N 
trois  génératrices  de  S;  une  courbe  quelconque  du  quatrième  ordre  qui  soit  tracée  sur 
S  coupé  en  deux  points  chacune  de  ces  droites;  et  si  trois  de  ces  points  (un  sur  chaque 
droite)  tombent  en  ligne  droite,  la  courbe  se  decompose  en  deus  parties,  une  cubique 
gauche  et  une  droite  (directrice).  Si  l  est  un  point  quelconque  de  L,  la  directrìce  qui 
passe  par  l  coupera  M,  N  en  deux  points  m,  n,  et  la  courbe  du  réseau  qui  passe  par 
«i,  n  rencontrera  L  en  deux  points  V.  Réciproquement,  si  l'  est  un  point  quelconque 
de  L,  les  courbes  du  réseau  qui  passent  par  V  forment  un  faisceau  et,  par  suite,  déter- 
mineiit  sur  M  et  N  deux  involutions  (quadratiques)  projectives.  Si  une  courbe  du  faisceau 
coupé  M  en  m  m'  et  N  en  M  «.',  le  lieu  des  droites  analogues  à  mn,  mn\  nin,  m'n'  est  une 
surface  du  quatrième  ordre  (pour  laquelle  M  et  N  sont  des  droites  doubles),  qui  coupera 
L  en  quatre  points  l.  11  y  aura  donc,  en  L,  six  comcidences  de  l  avec  l',  c'est-à-dire 
qu'il  y  a  six  courbes  du  réseau,  dont  chacune  est  composée  d'une  cubique  gauche  et 
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d'une  droite  directrice.  Analoguement,  il  y  aura  six  autres  courbes  composées  d'une 
cubique  gauche  et  d'une  generatrice. 

Ainsi,  dans  un  réseau  de  courbes  gauches  de  qtiatrième  ordre,  tracées  sur  une  surface 
quadrique,  ['*]  iì  y  a:  l."  douee  courbes  composées  d'une  cubique  gauche  et  d'une  droite; 
2."  dix  courbes  composées  de  deux  conigues;  3."  vingt-quatre  courbes  avec  rebroussement. 

82.  Si  p  est  un  point  de  !a  Hessienne,  le  eone  S  est  du  10»  ordre  et  de  la  16* 
classe,  avec  IO  génératrices  doubles  (dirigées  aux  points  doublea  de  la  Hessienne)  et 
18  génératrices  stationnaires,  C'est-à-dìre  que  dans  un  réseau  de  courbes  gauches  du 
quatrième  ordre  tracées  sur  un  cone  (quadrique  polaire  de  p)  il  y  en  a:  1,"  dix  composées 
de  deux  coniques;  2."  dix-huit  avec  rebroussement ;  3.o  six  composées  d'une  droite  et  d'une 
cubique  gauche  (correspondantes  aux  six  droites  qui  touchent  la  Hessienne  en  p  et  ail- 
leurs  (7));  4."  deux  avec  rébroussenient  au  sommet  du  cone:  celiea-ci  correspondent  aux 
deux  droites  qui  osculent  ia  Hessienne  en  p. 

83.  Sip  est  un  point  doublé  de  la  Hessienne,  cette  surface  est  touchée  en  p  par 
un  nonibre  infini  de  plana,  dont  l'enveloppe  est  un  cone  quadrique;  la  première  polaire 
de  p  aura  donc  un  nombre  iniìni  de  points  doubles  en  ligne  droite,  c'est-à-dire  qu'elle 
sera  le  système  de  deux  plana  se  eoupant  suivant  une  droite  x,  sìtuée  dans  la  Hes- 
sienne; ainsi  qu'il  résulte  mème  de  la  tliéorie  generale  (56).  Les  points  de  cette  droite 
seront  les  pelea  d'autant  de  cones  avec  le  sommet  p;  ces  cones  forment  donc  un  fai- 
sceau  et  passent  par  quatre  droites,  dont  le  système  représente  la  courbe  polaire  de 
7c.  Dans  ce  faisceau  il  y  a  trois  systèmes  de  deux  plans;  ees  trois  systèmes  seront  les 
quadriques  polaires  de  trois  points  spéciaux  de  la  droite  x,  doubles  pour  la  Hessienne. 
Les  dix  points  doubles  p  soni  donc  distribués,  trois  à  trois,  sur  les  dix  droites  5r;  et  cel- 
les-ci  passent,  trois  à  trois,  par  les  dix  points  p. 

84.  La  Hessienne  étant  en  general  de  la  16*  elasse,  n'a  pas  d'autres  points  doubles, 
outre  les  dix  points  p.  Et  de  mème,  elle  ne  contient  pas  d'autres  droitee,  outre  les 
dix  droites  x.  En  effet,  les  quatre  intersections  d'une  droite  G  avec  la  Hessienne  cor- 
respondent aux  quatre  cones  qui  passent  par  la  courbe  (du  quatrième  ordre)  polaire 
de  G.  Si  G  appartieni  entièrement  à  la  Hessienne,  aux  points,  en  nombre  infini,  de 
G  correspondra  un  nombre  infini  de  cones  formant  un  faisceau  et,  par  suite,  ['^]  ayant 
le  mème  sommet.  Ce  sommet  sera  un  point  doublé  pour  la  Hessienne,  car  cette  surface 
y  serait  touchée  par  les  plans  polaires  de  tous  les  points  de  G. 

Un  point  doublé  p  n'est  pas,  en  general,  situé  sur  sa  droite  correspondante  x;  si 
cela  était,  la  première  polaire  de  p  serait  un  cone  avec  le  sommet  p,  et  par  suite  ce 
point  serait  doublé  pour  la  surface  fondamentale. 

85.  Soient  o,  o'  deux  points  correspondants  de  la  Hessienne;  les  cones  polaires  de 
0,  o'  auront  leurs  sommets  en  o',  o  resp.  et  se  pereeront  entre  eux  suivant  une  courbe 
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gauche  du  qHatrième  ordre;  et  !es  deux  autres  cones  quadriques  passant  par  cette 
courbe  serout  ies  premières  polaires  des  points  u,  v  où  la  Hessìenne  est  rencontrée 
de  nouveau  par  la  droite  oo'.  Ces  autres  cones  auront  leurs  sommets  aux  points  «*',  v 
qui  correspondent  à  m,  v.  Les  points  oo't^v'  sont  donc  Ies  sommets  du  tetraèdro  conjugué 
auK  quìdnques  pi&sant  par  la  (.ouibe  du  quatiieuie  oidie  et  pai  suite  les  plans  du'v\ 
oui  <font  les  plans  polaiies  de  o  o  lespectnement  C  e&t  pourquoi  les  piana  tangenh  a 
la  Heisietine  en  o  o  pabteront  pai  la  dìoite  m  v 

Puisque  ie&  piins  polaiies  de  o  o  pissent  pii  «  v  recipioquement  les  cones  polii 
ies  de  u  i  {dont  les  sommets  sont  u  v)  passeiont  p\r  o  o  donc  ils  contiennent  tout 
entieie  li  droite  oouv  et  se  lencontrercnt  de  nouveau  buivant  une  cubique  gauche 

De  ce  que  les  ones  polaires  de  ii  i  passent  pii  H  droite  oo  il  s  ensuit  que  le  cone 
poiane  de  cette  droite  ama  son  somiiiet  (75)  en  w  et  en  i  e  est  a  due  qu  il  se  léduira 
a  la  dioite  uv    Donc   ìes  plani  polaues  des  potnts  de  oo  pa^-seat  tous  pai   la  dtoite  uo 

Les  points  ou  la  dioite  u  e  renuontie  la  Hessìenne  sont  les  poles  des  quatre  eones 
quadiiques  passant  pai  li  couibe  du  quatiieme  oidie  qui  est  It  poiane  de  li  droite 
considéree  oi  cette  couibe  se  décomposant  en  deux  piities  (une  dioite  et  une  cubique 
gauche)  d  ny  a  que  deus  cones  quadriques  passint  pai  ce  systeme  la  droite  uv  est 
donc  tangente  à  la  Ile&sienne  en  m  et  1/ 

Amsi  tonte  dtotte  joignani  dein  points  coifeipondanf'!  de  la  Hessìenne  jouit  de  ìa 
piopnete  que  les  plans  polaites  de  tes  points  pa'isent  pit  une  dtoite  fn-e  qui  est  une 
tangente  doublé  de  la  meme  surface 

8b  Si  k  et  v  coincident  cesti  dire  si  !a  dioite  ou  est  tangente  a  la  Hessìenne 
(en  un  point  »  di&éient  de  0  0)  les  plins  polanes  des  points  de  00  passeiont  pai 
une  memt  droite  qui  lui  v  un  contict  du  troisieme  oidie  (en  «*)  ivec  la  Hessìenne 

Si  u  et  0  coincident  en  un  pomt  doublé  p  les  points  u  v  deviennent  indéteimines 
SUI  la  droite  conespondxnte  ir  (83)  or,  les  cones  polanes  de  tous  les  points  de  citte 
droite  devant  passcr  C^S)  pai  00  il  en  suit  que  00  est  ì  mie  dei,  /inatte  dioites  qui  for 
ment  la  courbe  poiane  de  jc  (83) 

87  Si  0  est  un  pomt  parihohque  de  la  suifire  fondiinentale  sin  cone  pohue  1  le 
sominet  au  point  correspondant  o\  passe  par  0  et  est  touché  suivant  00'  par  le  pian 
polaire  de  0  (5),  savoir  par  le  pian  qui  touche  la  Hessìenne  en  0'.  Le  cone  polaire  de 
0'  ayant  son  sommet  en  0,  il  s'ensuit  que  les  cones  polaires  de  ces  deux  points  se  cou- 
peront  suivant  une  courbe  gauche  dont  0  sera  un  point  doublé.  L'un  des  points  u,  v 
coincide  avec  0';  l'autre  soit  v.  La  droite  ov'  {^utf)  est  donc  (85)  tangente  à  la  Hes- 
sìenne en  0  et  v'.  Les  plans  qui  touchent  !a  surface  fondamentale  et  la  Hessienne  en 
0  se  coupent  suivant  ov',  c'est-à-dire  que  cette  droite  est  tangente  en  0  à  la  courhe  pa- 
raòolique  (de  la  surface  fondamentale). 
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Soit  to  le  poiiit  où  la  droite  (w/  reiicontre  de  nouveau  la  siirfaee  fondamentale;  la 
première  polaire  de  la  passe  par  w  et  par  oo',  et  par  suite  elle  rencontre  le  pian  oo'v' 
suivant  deux  droites,  dont  l'une  est  oo'  et  l'autre  passe  par  to.  Ce  point  w  est  donc 
le  paini  (tmique)  d'inflexion  de  la  courie  du  troisième  orare  (avec  rebroussement  en  o), 
suivant  laquelle  la  surface  fondamentale  est  coufée  par  le  pian  stationnaire  oo'if  *). 

88.  Hans  un  pian  arbitraire  E,  combien  de  droites  y  a-t-il,  analogues  à  oo'  (joignant 
deuxpoints  correspondants  de  la  Hessienne)?  Le  pian  E  coupé  la  Hessienne  suivant  une 
courbe  du  quatrième  ordre  à  laquelle  correspond  (57)  la  courbe  (gauche  du  sixième 
ordre)  de  contact  entro  la  Hessienne  et  la  surface  polaire  pure  du  pian  E.  Soit  o  l'un 
des  points  où  E  rencontre  cotte  dernière  courbe;  ce  point,  comme  appartenant  à  E, 
aura  son  correspondant  o'  sur  la  coiirbe  du  sixième  ordre;  et  comme  appartenant  à 
cette  courbe,  il  aura  son  correspondant  en  E.  D'où  il  suit  que  les  six  points  communs 
au  pian  E  et  à  la  eourbe  gauche  du  sixième  ordre  sont  correspondants,  deux  à  deux. 
Mais  d'un  autre  coté,  deux  points  correspondants  de  la  Hessienne  sont  conjugués  par 
rapport  à  une  quadrique  polaire  quelconque;  donc,  d'après  un  théorème  connu  {dù  à 
M.  Hessb),  les  six  points  dont  il  s'agit  sont  les  sommets  d'un  quadrilatere  complet; 
et  les  diagonales  de  cehii-ci  sont  les  seules  droites  analogues  à  oo',  contenues  dans  le  pian 
donne  E.  Les  droites  analogues  à  u'v'  (85),  qui  correspondent  anx  droites  oo'  du  pian  E, 
sont  sìtuéea  sur  la  surface  polaire  de  E  (et  dans  un  mème  pian  tritangent  de  celle-ci), 
parce  que  les  plans  polairea  des  points  de  E  sont  tangents  à  la  surface  polaire  de 
ce  pian  (77). 

89.  Le  quadrilatere  considéré  est  déterminé  par  les  intersections  de  quatre  quadri- 
ques  polaires  quelconques  (n'appartenant  pas  à  un  inéme  réseau)  avec  le  pian  E;  on 
sait  en  effet  que,  quatre  coniques  étant  données  dans  un  pian,  il  y  a  un  quadrilatere 
complet  (unique)  dont  les  diagonales  sont  rencontrées  harmoniquement  par  chacune 
des  coniques  données  **). 

Deux  sommets  opposés  du  quadrilatere  étant  conjugués  par  rapport  aux  coniques 
suivant  lesquelles  le  pian  E  coupé  les  quadriques  polaires  de  ses  points,  il  a'ensuit 
que  ce  quadrilatere  est  inscrit  à  la  courbe  du  troisième  ordre,  Jacobienne  du  réseau 
des  coniques  mentionnées  et  section  de  la  surface  polaire  du  pian  E  par  ce  mème  pian. 
Or,  les  mèmes  six  points  (sommets  du  quadrilatere)  sont  situés  dans  la  courbe  piane 
du  quatrième  ordre  commune  à  E  et  à  la  Hessienne,  qui  est  touchée  par  la  surface 
polaire  de  ce  pian  dans  tous  les  points  de  la  courbe  gauche  du  sixième  ordre;  donc 
ces  six  points  sont  autant  de  points  de  contact  entre  les  courbes  suivant  lesquelles 
E  coupé  sa  surface  polaire  et  la  Hessienne. 

*ì  Et  0)11  est  la  tangente  stationoaire, 
**)  [MatAem.  Q^estions  from  the  Educational  Times  IV,  London  1866,  p.  HO]. 
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Il  suit  de  là  que  les  còtés  du  quadrilatere  rencontreront  de  oouveau  la  courbe  piane 
du  quatrième  ordre  en  quatre  poiiits  alignés  sur  une  droite  6;  et  cette  courbe  piane 
appartìendra  au  faìsceau  détermlné  par  le  système  des  quatre  droites  formant  le  qua- 
drilatere et  par  le  système  de  la  courbe  du  troisième  ordre  et  de  la  droite  G.  Dono, 
si  cette  dernière  courbe  a  un  point  doublé  a,  ce  qui  arrivo  lorsque  le  pian  E  est  tangent 
en  a  à  la  sorface  fondamentale  *),  la  droite  polaire  de  a  par  rapport  à  la  courbe 
piane  du  quatrième  ordre  viendra  se  confondre  avec  la  droite  polaire  du  méme  point 
par  rapport  au  système  des  quatre  cótés  du  quadrilatere  (la  polaire  hannonique  de  a 
par  rapport  au  quadrilatere). 

Mais  d'ailleurs  on  sait  que,  si  une  eubique  piane  avec  poiut  doublé  passe  par  lea 
sommets  d'un  quadrilatere  compiei,  la  droite  qui  joint  les  trois  points  d'inflexion  est 
la  polaire  harmonique  du  point  doublé  par  rapport  au  quadrilatere;  donc  la  droite 
polaire  de  a  par  rapport  à  la  courbe  piane  du  quatrième  ordre  passera  par  les  points 
d'inflexion  de  la  courbe  du  troisième  ordre,  qui  sont  aussi  les  points  d'inflexion  de  la 
seetion  de  la  surface  fondamentale  par  E. 

Aiosi:  la  droite,  intersedion  d'un  pian  tangent  à  la  surface  fondamentale  avec  le  pian 
polaire  du  point  de  contact  par  rapport  à  la  Hessienne,  passe  par  les  trois  points  d'infle- 
xion de  la  seetion  fatte  par  le  pian  tangent  dans  la  surface  fondamentale. 

Si  le  pian  tangent  est  stationnaire,  on  retombe  sur  un  tliéorème  déjà  démontré  (87). 

90.  Dans  un  pian  quelconque  E,  combien  y  a-t-il  de  droites  analogues  à  u'v'  (droites 
dont  la  courbe  polaire  soit  le  système  d'une  droite  od  et  d'une  eubique  gauche)?  Les 
droites  tracées  dans  ie  pian  E  correapondent  aux  courbes  gauches  du  quatrième  ordre 
passant  par  ies  liuit  poles  du  pian.  On  sait  que  ees  huit  poles  sont  tels  que  la  eubique 
gauche  décrite  par  six  d'entre  eux  rencontre  deux  fois  la  droite  qui  joint  les  deux  autres. 

Or,  huit  points  combinés  par  couples  donoent— ;^  =  28  courbes  du  quatrième  ordre 

composées  d'une  droite  et  d'une  eubique  gauche.  Le  pian  donne  contieni  donc  28  droites 
analogues  à  u'v';  elies  sont  d'ailleurs  les  28  tangentes  doubles  de  la  seetion  de  la  Hes- 
sienne par  le  pian  E. 

Cette  seetion  est  de  la  12^  classe  et  a  24  points  d'inflexion;  on  retrouve  ainsi  (80) 
la  propriété  que  dans  un  faisceao  de  courbes  gauches  du  quatrième  ordre  il  y  en  a 
12  avec  point  doublé;  et  de  plus,  on  volt  qne  parmi  les  courbes  gauches  de  cet  ordre, 
qui  passent  par  les  huit  intersections  de  trois  surfaces  quadriques,  il  ì/  en  a  24  qui  ont 
un  rehroussement. 


*)  Si  line  eubique  piane  a  un  point  doublé,  toutes  les  coniques  polaires  paasèiit  par  e 
poiat,  qui  eat,  par  suite,  doublé  aussi  pour  la  Jacobienue  du  réaeau  dea  polaires. 
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91.  Une  droite  quelconque  G  rencontre  la  Hessienne  en  quatre  poiiits  aicd:  soient 
a'Véd'  les  points  correspondants.  Puisquea'ftVrf'sont  les  sommets  des  quatre  conea  d'un 
mème  faìaeeau  de  quadriques,  le  point  «'  sera  le  pole  du  pian  h'iid'  par  rapport  aux 
cones  polaires  de  h,  e,  rf,  c'est-à-dii'e  que  h'dd  est  le  pian  polaire  mixte  des  couples 
de  points  db,  a'c,  a'd:  ou  bien  encore,  h'c'd'  est  le  pian  polaire  de  eliacuo  des  points 
b,c,d  par  rapport  au  cone  polaire  de  a'.  Or  ce  coiie  a  pour  sommet  le  point  «;  le 
pian  i'dd'  passe  dono  par  a. 

Ainsi  si  ahcd  soni  quatre  points  de  la  Hessienne  en  ligne  droite,  les  points  correspon- 
dants a'b'c'd'  soni  les  sommets  d'un  tétraèdre  dont  les  faces  b'dd',  dd'a',  d'a'b' ,  a'b'c' 
pasòent  imr  a  h  e  d  resp    ['^j 

92  Toutes  les  quadriques  pola  leh  p^ssint  pii  in  pomt  toiment  im  io  eau  et 
il  j  en  a  une  qui  est  tìngente  ea  o  a  in  jkn  bnne  arbitiiiiement  Cepeolant  &i 
0  est  un  pomt  de  la  Hessienne  (et  o  le  pomt  coiiesi  on  lant)  toutes  les  fremieieìs 
jolaires  pissaut  iir  y  sont  touchees  (j3)  piti  des  jlans  passant  par  la  hoite  co 
et  cellefj  qui  tou  hent  en  o  un  lueme  pian  fonnent  un  faisi^au  et  ont  leuis  poles  sui 
une  Jioite  tangente  i  la  Hessienne  en  o  D  ou  il  b  ensuit  que  la  lioite  oo  est  la  pollile 
du  pian  tangent  a  h  Hessienne  en  o  pir  lappoit  au  cone  lolaiie  de  o  et  aussi  la 
folaire  du  pian  tangent  \  la  meme  suifa  e  en  o  pai  lappoit  au  cone  poiane  le  o 
En  d  autres  temies  le  pian  t  ti  geni  en  o  ala  Hessienne  et  le  pian  tangeì  t  en  ce  meme 
point  a  une  quadrique  polai  t  quelconque  qui  ij  pobse  lont  cunjugues  par  t  qpoìt  au 
eoìie  poiane  de  o 

Recipioquement  ioule  dìoite  tangente  en  o  ì  ìa  Hessimne  contieni  les  poles  dun 
notnfre  infini  de  quadi/qte'i  polaiies  toicìi  pt  en  o  pit    tn  seul  et  meme  ^lan 

93  Soit  p  un  pomt  do  ible  de  là  Hessienne  et  ■x  h  dioite  coirespondante  (83) 
Dès  que  cbaque  point  de  ic  correspond  à  p,  les  plans  polaires  de  tous  les  points  de  x 
aeront  tangente  à  la  Hessienne  en  p  (72),  c'est-à-dire  que  le  cone  quadrique  (oscìdateur), 
forme  par  les  droUes  osculatrices  à  la  Hessienne  en  p,  est  le  cone  polaire  de  la  droite  5t. 
Ce  cone  contient  les  trois  droites  ic,ii;3%  (analogues  à  %  (83))  qui  passent  par  2^,  car 
tout  point  de  ces  droites  est  le  pole  d'un  cone  polaire  dont  le  sommet  est  Tun  des 
trois  points  doubles  p,  p^  p^  de  la  Hessienne,  aituéa  sur  jc. 

94.  Le  pian  polaire  de  p  est  tangent  à  la  Hessienne  tout  le  long  de  la  droite  it 
(56)  et,  par  suite,  il  coupera  cotte  surface  suivant  ime  conique  C.  De  méme,  le  pian 
polaire  de  pi  touchera  la  Hessienne  suivant  Jii;  or^i  est  un  point  de  jc;  dono  la  Hes- 
sienne et  le  cone  polaire  de  jc  sont  touchés  le  long  des  droites  communes  it,,  itj,  ita  par 
Ics  mémes  plans  {les  plans  polaires  de  Pi,P2,P3}. 

95.  Le  point  p  et  un  point  quelconque  de  jc  sont  deux  points  correspondants  de 
la  Hessienne  ;  done  la  droite  qui  joiut  ces  points  est  le  lieu  des  poles  dont  les  plans 
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polaires  passent  par  une  mème  droite,  tangente  doublé  de  la  Hessieiine  et  aituée  dans 
le  pian  polaire  de  p  (85).  L'un  des  points  de  contact  est  sur  ir;  l'autre  appartiendra 
à  la  eonique  C.  C'est-à-dire  qu'à  tonte  droite  tracée  par  p  dans  le  pian  pa,  et  consì- 
dérée  comme  droite  od,  correspond  conime  droite  u'v'  une  tangente  de  C.  Soient  o  le 
point  où  la  première  droite  reneontre  it,  et  m  le  point  où  la  ménie  droite  coupé  de 
nouveau  la  Hessienne  (les  points  o'  et  v  sont  coincideots  en  p)  ;  m'  et  «/  les  points  où 
la  deuxìème  droite  touelie  C  et  coupé  x,  respectivement.  On  volt  que  la  eonique  C  a 
pour  courbe  correspondante  la  cubique  piane  {lieu  du  point  m)  suivant  laquelle  le  pian 
■p%  coupé  la  Hessienne. 

La  droite  u'v'  est  dans  le  pian  polaire  de  o  ;  or  ce  pian  est  tangent  au  cone  polaire 
de  %  ;  donc  ce  cone  est  touclié  par  les  droites  analogues  à  liv'  ;  c'est-à-dire  que  la 
eonique  C  est  la  tiace  du  cone  sur  le  pian  polaire  de  p 

Amsi  le  cone  o'-culateur  n  la  Hessienne  eti  m«  point  doublé  touche  cftte  surface  suivant 
froi'i  dtottes,  et  la  coupé  en  oul)e  siavunt  une  eonique  situee  dans  le  pian  polaire  du 
poitif  doublé 

96    I!  y  1  d  autres  propiiétes  du  pian  pie  qui  mi^iitent  d'etre  leinarquées. 

Le  cone  polaire  de  u'  passe  par  p\  de  plus,  le  pian  polaire  de  p  par  rapport  à 
ce  cone  (savoir  le  pian  tSQgent  à  ce  cone  suivant  pu)  est  le  pian  polaire  de  u'  par 
rapport  au  cone  polaire  de  p  (11),  c'est-à-dire,  le  pian  pie.  Ce  demier  pian  est  donc 
tangeiit  anx  cones  polaires  de  tous  les  points  de  la  eonique  0,  et  les  génératrìces  de 
contact  passent  par  p. 

Dès  que  le  pian  pi:  toni  he  en  o  ies  piemieies  polaires  des  points  p  et  m',  il  touchera 
en  ce  niéme  point  les  piemieies  poiane^  de  tous  les  points  de  la  droite  ^m',  et  les 
coupera  suivant  des  couples  de  dioites  en  imolution,  dont  les  rayons  doubles  sont 
op  et  Tt.  Deux  dioites  R,  E  conjuguees  dans  cette  involution  appartiendront  à  une 
première  polaire  dont  le  pole  soit  q  (pomt  de  pu')  ;  concevons  un  pian  passant  par  q 
et  par  une  tangente  quelconque  Wiii,  de  G  Les  premières  polaires  de  m'i,d',  passent 
ensemble  (85)  par  la  droite  ytH,  qui  coirespond  a  ì£ìv\  (de  mème  que  $u  à  mV)  ;  donc 
les  points  ou  (,ette  dioite  tencontre  R,  R  seiont  deux  poles  du  pian  gM'ii/,.  C'est-à-dire 
que  les  plans  polaires  des  points  des  droites  E,  R'  enveloppent  un  seni  et  méme  cone 
jC.  Tous  les  cones  analogues  passent  par  la  eonique  C;  celle-ci  représente  donc,  elle 
seule,  l'enveloppe  des  plans  polaires  des  points  du  pian  pjr.  Ce  qu'on  peut  démontrer 
aussi  de  la  manière  suivante. 

Le  point  doublé  p  a  la  proprietà  que  toutes  les  quadriques  polaires  qui  y  passent, 
y  sont  touchées  par  un  méme  pian  p%  (92)  ;  d'où  il  résulte  que,  si  par  p  on  tire  les 
deux  droites  qui  rencontrent,  chacune  deux  fois,  la  courbe  (gauche  du  quatrième  ordre) 
polaire  d'une  droite  quelconque  T  de  l'espace,  ces  deux  transversales  seront  toujours 
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comprises  dans  le  pian  ^w,  c'est-à-dire  que  la  courbe  polaire  d'une  droite  quelconque 
a  toujours  deux  cordes  issues  de  p  et  situées  dans  le  pian  pz.  Soit  pu  l'une  de  ces 
cordes  ;  chacun  des  polnts  où  elle  s'appuie  sur  la  eourbe  gauche  aura  son  pian  polaire 
passaot  par  T  et  par  i/w'  (d'où  il  resulta  que  T  coupé  mV):  mais  cea  deux  droitea 
donnent  un  seul  pian,  donc  les  deux  points  où  pu  traverse  la  courbe  gauche  sont  les 
poles  d'un  mème  pian  passant  par  T.  Deux  de  ces  plana  polaires  (relatifs  aux  deux 
droites  pu)  sont  déterminés  par  les  deux  droites  m'h'  qu'on  peut  mener  dans  le  pian 
de  C,  par  la  trace  de  T,  à  toucher  cette  conique;  dotic,  par  une  droite  arbitraire  T 
passent  deux  seuls  plans  ayant  dea  poles  dans  le  pian  p-K,  et  ces  plans  sont  tangents 
à  C;  en  d'autres  termes,  cetle  conique  est  l'envehppe  complet  des  plans  polaires  des 
points  du  pian  pi:. 

Un  point  quelconque  du  pian  polaire  de  p  appartieni  à  deux  droites  mV  (tangentes 
de  C),  et  par  suite  la  quadrique  polaire  de  ce  point  passera  par  les  deux  droites  pu 
correspondantes  (85),  c'est-à-dire  qu'elle  sera  tangente  en  p  au  pian  pit.  Le  lieu  des 
points  dont  les  premières  polaires  touehent  le  pian  p%  est  donc  compose:  1."  du  cane  pG, 
doni  les  points  ont  leurs  quadriques  polaires  tangentes  au  pian  pTc,  avec  le  point  de  contact 
sur  la  droite  x  ;  2.'  du  pian  polaire  de  p,  dans  lequel  les  points  de  la  conique  C  sont 
les  poles  de  cones  polaires  tangents  au  pian  pi:  suivant  des  droites  issues  de  p,  tandis 
que  les  quadriques  polaires  des  avtres  povnts  du  mSme  pian  toucherd  le  pian  pit  en  p. 

Il  est  évident,  d'après  ce  qui  précède,  que  la  eourbe  gauche  du  sixième  ordre  qui 
en  general  (47)  est  la  courbe  de  contact  entre  la  Hessienne  et  la  surface  polaire  d'un 
pian,  lorsque  ce  pian  est  pie,  se  réduit  au  système  des  quatre  droites  xjri^x^  et  de 
la  eonique  C. 

97.  Une  droite  raenée  arbitrairement  par  le  point  doublé  p  rencontrera  la  Hessienne 
en  deux  autrea  points  e,  d;  soient  e',  d' les  points  correspondants.  Les  premières  polaires 
des  pointa  de  la  droite  pcd  passent  par  deux  conìques  situées  dans  deux  plans  qui 
forment  la  quadrique  polaire  de  p  et  qui  passent  par  x  (83)  ;  et  dans  le  faisceau  de 
ces  premières  polaires,  les  points  dont  le  pian  polaire  est  Constant  par  rapport  à  ces 
surfaces,  sont  1."  ies  points  e',  d'  (sommets  des  cones  du  faisceau),  dont  les  plans  polaires 
relatifs  aux  quadriques  du  faisceau  sont  xj?',  xc'  respectivement,  et  2."  les  points  de  x,  dont 
les  plans  polaires  relatifs  aux  mémes  quadriques  passent  par  la  droite  c'd'.  Le  pian 
x(P  est  donc  le  pian  polaire  mixte  des  points  de\  c'est-à-dire  qu'il  est  le  pian  polaire 
de  d  par  rapport  au  cone  polaire  de  e',  dont  le  sommet  est  e.  Il  résulte  d'ici  que  le 
pian  itd'  passe  par  e;  et  analoguement  le  pian  «e'  passera  par  d. 

En  outre,  si  x  est  un  point  quelconque  de  x,  le  pian  polaire  de  x  par  rapport 
au  cone  polaire  de  e  passe  par  c'd'  ;  en  d'autres  termes,  c'd'  est  dans  le  pian  polaire 
de  e  par  rapport  au  cone  polaire  de  x,  dont  le  sommet  est  p.  Donc  les  points  pc'd 
sont  en  ligne  droite.  Ainsi: 
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Si  une  droUe  menée  par  le  point  doublé  p  reneontre  la  Hessienne  en  e,  d,  les  poinis 
correspondants  S,  d'  soni  aussi  en  Vigne  droite  avec  p;  et  les  droiies  ed',  c'd  se  renconlrent 
sur  la  droite  ic, 

98.  Ces  concluaions  aubsistent  méme  si  le  point  e  tombe  sur  une  droite  ic^:  une 
des  droites  de  la  Hessienne,  differente  de  jt  (correspondante  à  p)  et  de  lUiJiaJCg  (qui 
passent  par  p),  savoir  correspondante  à  un  point  donble  p,  situò,  par  ex.,  sur  x,.  Alors, 
e'  devient  le  point  doublé  Pi,  et  d'  est  un  point  de  la  droite  ir,.  Ce  naSme  point  d' 
est  le  pole  d'une  première  polaire  avec  le  point  doublé  d\  or,  les  points  non-doubles 
de  Iti  ont  pour  quadriquea  polaires  des  cones  de  somraet  Pi  ;  donc  di  est  le  troisième 
point  doublé  p^  situé  sur  iti,  et  par  suite  d  tombe  sur  la  droite  %. 

Si  le  point  e  est  variable  sur  ir,,  les  points  c'{=^j)  &id'{^Pi),  situés  tous  les 
deux  sur  la  droite  fixe  %i,  restent  invariables;  ainsi  d  ne  sortirà  pas  de  %.  D'oii  il 
résulte  que  les  dioites  x,  et  r  sont  dans  un  meme  phn  passant  pii  p  Ce  phn  doit 
en  outre  couper  li  Hpssienne  'ìunant  une  litine  de  second  ordie  ayec  un  point  doublé 
en  p\  cette  ligne  seia  donc  le  s^&teme  de  deux  dioites  qui  npceasiiiement  se  confon 
dent  avec  itj  et  it 

Le  point  commun  iu\  droites  icj  et  x  e'^t  le  pole  d  une  quàdiique  poiane  avec 
point  doublé  en  p,  ety^  savoii  d  tine  quidiique  composée  de  deux  plans  passant  pai 
Iti;  ainsi  ce  pomt  commun  a  x,  et  %  seia  p   (&itué  sui  x) 

Les  droitps  T,it3X,%  fmment  donc  un  quadrilatete  pian  compiei  doni  ìes  tommets 
sont  six  points  doiiUes  de  la  SeòSienne  Deux  sommefs  opposet  sont  des  pomts  correspon- 
dants, e' est  a  due  que  ohacmi  d  euz  appartieni  a  ìa  dtoite  cottespondanf-e  a  ìaiiite 

Quel  est  le  nombie  des  phns  analogues  a  oelui  qm  contient  les  quatre  droites 
X5  X3  X,  X5?  Pai  chacun  des  points  p  passent  trois  de  ces  plins  et  chaque  pian  contient 

six  points  p    le  nombie  des  phns  est  donc  —^—=5 

Ou  bien  encore    deux  tels  plans  passent  par  cliaque  dioite  :r  et  cinque  pian  i.on- 


Ces  cinq  plans  forment  un  pentaèdre  (découvert  la  première  fois  par  M.  Stlvester) 
doni  les  sommets  et  les  arétes  sont  les  dix  points  p  et  les  dix  droites  x  respectivemcnt. 

De  ces  cinq  plans,  trois  passent  par  p  et  les  deux  autrea  par  x  ;  donc  le  sommet 
commun  à  trois  faces  du  pentaèdre  a  pour  droite  correspondante  l'intersection  des  deux 
autres  faces. 

99.  Lorsqu'on  veut  considérer  le  système  de  ces  cinq  plans,  il  est  convenable  de 
les  représenter  par  les  nombres  1,3,3,  4,  5,  de  sorte  que  les  dix  sommets  ^  {points 
doubles  de  la  Hessienne)  et  les  dix  arétes  opposées  respeetivement  (droites  x  corfes- 
pondantes)  seront  désignées  par 
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123  124  125  134  135  145  334  235  245  345 
45   35   34   25   24   23   15   14   13   12. 

Un  point  quelconque  de  la  droite  12  a  pour  quadrique  polaire  un  cone  conjugué 
au  trièdre  (83)  forme  par  les  plans  345;  et  de  méme  les  cones  polaires  dont  les  poles 
soient  pria  arbitrairemeiit  sur  les  droites  13,  14,  15  sont  conjugués  aux  trièdres 
246,  335,  334,  respectivement.  D'où  il  s'ensuit  que  toutes  les  quadriques  polaires  du 
réseau  déterminé  par  ees  quatre  cones,  savoir  les  quadriques  polaires  de  tous  les  points . 
du  pian  1  sont  conjuguées  à  un  seul  et  méme  tétraèdre,  qui  est  forme  par  les  plans  3345. 

Les  plans  1,  2,  3,  4,  5  sont  les  seuls  doués  de  cette  propriété  que  les  quadriques 
polaires  de  tous  les  poinis  de  cliacun  d'eux  soient  conjuguées  à  un  mStne  tétraèdre  (forme 
par  les  autres  quatre  plans);  parce  qu'on  démontre  que,  si  les  quadriques  polaires  d'un 
réseau  sont  conjuguées  à  un  seul  et  méme  tétraèdre,  les  arétes  de  celui-ci  sont  situées 
dana  la  Hessienne.  Cette  surface  est,  en  effet,  la  Jacobienne  (37)  du  système  linéaire 
déterminé  par  le  dit  réseau  et  par  une  autre  quadrique  polaire  quelconque  S  (étrangère 
au  réseau).  Or,  si  l'on  prend  sur  l'uoe  des  arétes  du  tétraèdre  un  point  o,  et  sur 
l'aréte  opposée  le  point  o'  où  celle-ei  est  coupée  par  le  pian  polaire  de  o  par  rapport 
à  S,  les  points  o,  o'  seront  conjugués  par  rapport  à  toutes  les  surfaces  du  système,  et 
par  suite  ils  appartiendront  à  la  Hessienne. 

100.  Nous  avons  constate  (85,  90)  que  tonte  droite  bitangente  à  la  Hessienne  a  la 
propriété  d'ètre  l'enveloppe  des  plans  polaires  des  points  d'une  autre  droite  (qui  joint 
deux  points  correspondants  de  la  surface).  Panni  les  droites  douées  de  cette  propriété 
il  y  a  les  dix  arétes  du  pentaèdro  et  les  quinze  diagonales  de  ses  faces.  Chaque  aréte, 
corame  13,  correspond  à  un  faisceau  de  cones  polaires  (83)  dont  la  base  est  le  système 
de  quatre  droites  eoncourant  au  point  correspondant  345  ;  et  réciproquement  (3)  les 
plans  polaires  des  points  de  chacune  de  ces  quatre  droites  passeront  par  la  droite  13. 
Chaque  diagonale,  comme  !123j|145|,  correspond  à  un  faisceau'  de  quadriques  po- 
laires (qui  ne  sont  pas  cones)  dont  la  base  est  le  système  des  quatre  droites,  inter- 
sections  des  deux  couples  de  plans  qui  forment  les  quadriques  polaires  des  points 
1,23,  145;  et  réciproquement,  les  plans  polaires  des  points  de  ces  quatre  droites  pas- 
seront totis  par  la  diagonale  considérée. 

101.  Nous  avons  vu  qu'à  une  droite  quelconque  pcd  passant  par  le  point  doublé 
P  correspond  une  droite  pt/d'  (97),  et  il  résulte  de  ce  qui  précède  (98)  que,  si  la  droite 
pcd  tombe  dans  l'une  des  faces  du  trièdre  TCiTtjXj,  la  droite  pc'd'  coincide  avec  l'aréte 
opposée  du  méme  trièdre.  Réciproquement,  si  pcd  est  l'une  des  droites  x,  %  jtj,  la  droite 
pc'd'  est  indétermìnée  parmì  celles  qui  passent  par  p  et  qui  sont  situées  dans  le  pian 
des  deux  autres  droites  ic. 

Si  pcd  coincide  avec  pc'd',  c'est-à-dire  si  e,  d  sont  deux  points  coiTespondants,  pcd 
sera  (86)  l'une  des  quatre  droites  par  lesquelles  passent  les  cones  polaires  de  sommet  p. 
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Si  pcd  est  menée  dans  le  pian  p;t,  le  point  e'  eo'ìncide  avec  p,  et  par  suite  pc'd' 
est  osculatrice  à  la  Hessieiiiie  en  p;  done,  sì  pcd  est  varlable  {autour  A<é  p)  dans  le 
pian  pjc,  la  droite  p<!d'  engendre  le  cone  polalre  de  jc.  Et,  pendant  que  e  parcourt 
%,  et  que  d  décrit  une  cubique  piane  avec  un  point  doublé  en  p,  le  point  d'  engendrera 
la  conique  C  intersection  du  cone  susdit  avec  la  Hessienne  (95).  Lorsque  pcd  est  oscu- 
latrice à  la  Hessienne,  c'est-à-dire  qu'elle  touche  en  p  une  dee  branches  de  la  cubique 
,  piane,  le  point  d  tombe  en  p  et  par  suite  d  en  ju;  d'où  il  resulto  que  les  deux  inter- 
sections  de  la  conique  C  avec  la  droite  tc  correspondent  aux  deux  points  de  la  cubique 
piane,  inflniment  voisins  de  p. 

102.  Si  la  droite  pcd  est  variable  dans  un  pian  E  (par  p)  la  droite  pdd'  engendrera 
un  cone  passant  par  iC],ii;ì,X3,  à  cause  des  trois  droites  suivant  lesquelles  E  coupé 
les  faces  du  trièdre  k^z^-s^  (101).  Ce  cone  est  déterminé  par  deux  autres  génératrices, 
paree  que  deus  droites  passant  par  p  déterniinent  le  pian  E.  Les  cones,  qui  de  cette 
manière  correspondent  à  deux  plans  E,  Ei,  ont  une  seule  generatrice  commune  {outre 
Xijita,  1C3),  qui  est  la  droite  péd'  correspondante  à  l'intersection  pcd  des  deux  plans 
Donc,  ces  cones  correspondants  aux  plans  E  sont  du  seeond  ordre. 

Ainsi  nous  avons  une  transformation  de  figwres  formées  par  des  droites  (et  des  plans 
et  des  cones)  issues  du  point  p.  A  une  droite  correspond  une  droite,  à  un  pian  corre- 
spond  un  cone  quadrique  circonscrii  au  trièdre  jtiTCEirj,  et  réciproguemeni. 

Dès  que  les  points  ce',  et  de  méme  dd',  sont  conjugués  par  rapport  à  toute  qua- 
drique polaire,  les  droites  pcd,  péd'  seront  conjuguées  par  rapport  à  tous  les  cones  polaires 
de  sommet  p.  Ces  cones  forment  un  faiseeau  et  passent  par  les  quatre  droites  qui  corre- 
spondent à  elles-mémes;  et  ces  quatre  droites  forment  un  angle  solide  dont  les  droites 
diagonales  sont  Hj,  tzh,  jcs  (intersections  des  couples  de  plans  qui  font  partie  du  faiseeau 
et  qui  sont  les  quadriques  polaires  de  Pi,Pi,p3)-  Ainsi,  leeone  quadrique,  circonscrii 
au  trièdre  Xi 712X3,  qui  correspond'  à  un  pian  E  est  le  Ueu  des  droites  polaires  de  ce  pian 
par  rapport  aux  cones  du  faiseeau.  Par  conséquent,  ce  cone  coupé  les  plans  x^  its ,  XgXi ,  XiXj 
suivant  les  droites  conjuguées  aux  intersections  de  ceux-ci  avec  E,  par  rapport  aux 
couples  de  droites  x^^s,  X3X1,  XiTCj  respectivement  ["];  le  méme  cone  rencontre  le  pian 
E  suivant  deux  droites  correspondantes,  dont  chacune  est  une  generatrice  de  contact 
entre  E  et  un  cone  du  faiseeau  ;  les  plans  passant  par  x,  et  resp.  par  deux  droites 
correspondantes  forment  un  système  liarmonique  avec  les  plans  XjXj,  TUiXg;  etc, 

103.  Considérons  un  cone  cubique  (du  troisième  ordre)  passant  par  les  six  droites 
PPi,PPiìPPs,  it;i,  iZi,  Xg,  et  touehé  suivant  les  trois  demières  par  les  plans  polaires  de 
Pi,P!.^3*)l  soit  pcd  une  generatrice  de  ce  cone.  Le  pian  xc  coupé  la  Hessienne  et 

')  Les  cones  cubiques  analogues  forment  un  faiseeau,  ear  les  conditions  eommunes  sont 
éqnivalentef  à  nenf  droites  par  lesquelles  passent  lo  système  de  trois  plans  it^iug,  lu^iCi,  lUiitj,  et 
le  système  du  pian  pi:  et  du  cone  polaire  de  la  droite  tu. 
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ce  cone  suivint  dpux  ubiques  a}aiit  &ept  poiiits  (.ommunb  dont  tiois  ont  Ips  m^mes 
tangentes  donc  ces  cubiqiies  coiiicident  ensemble  G  est  a  lue  que  Ip  cone  cubiqup  len 
vanite  la  Hesstenne  suwant  une  (xyuròe  piane  (du  tioisième  oidie)  dont  le  pian  est  ire 
et  par  suite  mti  mt  une  autìf  romhe  piane  (du  méme  oidie)  dont  le  pian  seia  xii 
Chaeun  de  ces  denx  plins  sufflt  éudeoiment  pom  déteiminei  (dune  manièie  unique) 
le  cone  cubique  et  1  tutre  pian  donc  ces  coupìes  de  plant  contenant  leò  rombes  d  wfet 
leclion  de  la  Hessienne  avec  Its  cones  cubiques  du  faisceau  dont  il  s  agit  forment  une 
mvolution  dont  les  plans  doubles  contiendront  les  courbes  de  contart  entre  la  He& 
sienne  et  deus  cones  du  faisceau  C  est  ^  due  que  ìes  tmgenteb  quon  peut  mene}  a 
la  Hessienne  du  pomi  p  fot  meni  deux  cones  cubiques  et  ìe'i  (.ourbet  de  contact  sont  dans 
deux  plam  pasiani  par  x  le  systeme  de  ces  deux  plans  est  donc  [^^]  la  quadiique 
poiane  du  pointp  Ainsi  la  quadnque  polatre  de  p  est  ronstttuee  par  deur  plans  fot  mani 
un  syMpriy  haìtnonique  avec  les  dm  e  plans  qm  contimnent  les  deux  cubiques  pJanej, 
appatfenant  a  un  mente  cone  cuhtque  du  faisceau 

Paiuii  les  cones  de  ce  faiiceau  il  y  a  eelui  qui  est  forme  par  le  planpit  avec  le 
cone  poiane  de  Jt  les  phns  des  sections  qui  y  coriespondent  sont  le  pian  pie  et  le  pian 
polairp  de  p  Un  autie  rone  du  méme  faisceiu  est  le  titedie  jc  x^jc,  foimé  par  les 
tiois  fdces  du  pentiedie  (98)  qui  tonccuient  en  p  les  sections  conespondintes  sont 
dans  les  deux  luttes  faces  du  pentielie  {qui  passent  pir  tc)  et  eliacune  delles  est  le 
aystcme  de  tiois  dioites  D  ou  1  on  tire  que  l^-s  deux  pìans  formant  la  quadìiqite  poiane 
de  i    et  les  dmr  faces  du  ptntatdie  qm  passent  pai  Ji  forment  un  systeme  ìiarmomque 

104  Les  phns  tt  ir?  passent  lespectivement  par  d  e  (97)  donc  le  cone  cubique 
(du  faisceau  mentionné)  qui  passe  par  pei?  passe  aussi  par  jìc'tZ';  c'est-à-dire  que  (102) 
ce  cone  correspond  à  lui-mSme.  On  conclut  d'ici  et  des  propriétés  connues  des  cubiques 
planes  *)  que  les  plans  tangents  à  notre  cone  suivaut  deux  droites  correspondantes 
pcd,  pe'd',  se  coupent  suivant  une  generatrice  du  mème  cone;  que  tout  cone  quadrique 
circonscrit  au  trièdre  1^1%%  coupé  le  cone  cubique  suivant  les  trois  génératrices  de 
contact  de  ce  cone  avec  un  Seul  et  meme  cone  de  second  ordre;  et  que  ces  troia  géné- 
ratrices forment  un  trièdre  dont  les  faces  rencontrent  le  cone  cubique  suivant  trois 
nouvelles  droites  situées  dans  le  pian  qui  correspond  au  premier  cone  quadrique.  Etc. 

1 05.  Nons  ferons  maintenant  quelques  remarques  sur  la  surface  polaire  d'un  pian  quel- 
conque  E  passant  par  le  point  doublé  p.  Ce  point  étant  le  sommet  d'un  nombre  infini  de 
cones  polaires,  dont  les  poles  sont  les  points  de  %,  la  surface  polaire  passera  par  cette  droife 
et  sera  touehée  suivant  celle-ci  par  le  pian  polaire  de  p.  La  méme  surface  passe  en 


*)  On  peut,  en  effet,  eonaidórer  le  cone  cubiqae  comme  Jacobienne  d'un  réseaa  de  cones 
quadriques  (de  sommet  p)  auquel  appartienne  le  faisceau  des  cones  polaires  des  points  de  lu. 
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outre  par  ^  et  y  est  touchée  par  le  pian  polaire  du  point  i,  où  E  est  rencontré  par  x. 
Panni  les  cones  polaires  de  sommet  f,  il  y  en  a  deujt  tangents  au  pian  E;  dooc  (77) 
la  smface  polaire  a  dmx  points  doubles  mr  ir. 

Les  quadriques  polaires  passant  par  p  rencontrent  E  suivant  des  eoniques  touchées 
en  p  par  une  seule  et  méme  droite  pi  (intersection  des  plans  E  et  pit).  Un  point 
quelconque  de  cette  droite  est  doublé  pour  l'une  de  ces  coniques,  c'est-à-dire  qu'il  est 
un  point  de  contact  entre  E  et  une  première  polaire  passant  par  jì;  toutes  les  premières 
polaires  analogues  passent  donc  par  la  droite  pi,  et  ieurs  poles  seront  situés  dans  la 
droite,  intersection  des  plans  polaires  ie  p  et  »,  D'où  il  derive  que  cetie  demière  droite 
appartieni  à  la  surface  pdaire  de  E. 

Cette  surface  polaire  est  tangente  à  la  Hessienne  suivant  une  coitrbe  gauche  du 
sixième  ordre  (47)  qui,  dans  te  cas  actuel,  se  decompose  en  deux  parties,  la  droite  x 
et  une  courbe  gauche  du  cinquième  ordre  passant  parp.  Cette  courbe,  étant  corres- 
pondante  sur  la  Hessienne  à  la  section  du  pian  E,  forme  conjointement  avec  les  droites 
jt,  %2  %3  l'intersection  complète  de  cette  surface  avec  le  cene  quadrique  qui  correspond 
au  pian  E  (102).  Ce  demier  cone  coupera  donc  de  nouveau  la  surface  polaire  de  E 
suivant  une  droite.  En  effet,  dès  que  le  pian  E  passe  par  les  points  correspondants 
p,i  de  la  Hessienne,  il  touchera  en  i  un  faisceau  de  quadriques  polaires  (92),  dont 
les  poles  sont  sur  une  droite  passant  par  p  et  située  dans  la  surface  polaire;  et  cette 
surface  sera  touchée  suivant  cette  droite  par  le  pian  polaire  de  i.  La  méme  droite 
contiendra  les  deux  autres  points  doubles  de  la  surface,  qui  sont  les  poles  de  deux 
cones  appartenant  au  méme  faisceau.  Ces  deux  cones  auront  done  Ieurs  sommets  (dans 
le  pian  E)  sur  une  droite  passant  par  p  et  correspondant  à  la  première  droite. 

106.  En  appliquant  ces  censi dérations  aux  plana  du  pentaèdro  12345  (99),  on 
voit  que  les  arétes  du  tetraèdro  3345  forment  la  courbe  du  sixième  ordre  (corre- 
spondante  au  quadrilatere  des  quatre  droites  12,  13,  14,  15)  suivant  laquelle  la 
Hessienne  est  touchée  par  la  surface  polaire  du  pian  1  ;  cette  surface  a  donc  les  points 
334,  335,  245,  345  (sommets  du  tetraèdro)  pour  points  doubles  *).  Cette  méme  sur- 
face (étant  la  réciproque  de  la  surface  Romaine  J77i)  contieni  trois  autres  droites 
situées  dans  un  méme  pian;  ces  droites  seront  (105)  les  intersections  des  plans  polai- 
res des  couples  de  points  (133,  145),  (134,  135),  {134,  125^  sommets  opposés  du 
quadrilatere.  Les  mémes  droites  forment  un  triangle  «lÒiCi  dont  chaque  sommet  sera 
le  pole  d'une  première  polaire  tangente  au  pian  1  et  passant  par  deux  couples  de 
sommets  opposés  du  quadrilatere;  ainsi,  les  diagonale»  de  ce  quadrilatere,  combinées 
par  couples,  sont  les  intersections  du  pian  1  avec  les  premières  polaires  des  points 

»)  I  La  surface  polaire  mixte  des  plana  1,  2  eat  formée  par  les  plans  3,  4,  6j  etc.  | 
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a,biO,;  c'est-à-dire  que  les  sommets  «ipiTi  dutriangle  diagona!  aont  les  poles  dupl&n a,b,c,. 

lì  correspond  de  méme  au  pian  2  un  pian  a^hcs,  qui  sera  le  pian  polaire  de  chaque 
sommet  du  triangle  «apsTa  forme  par  les  dlagonales  du  quadrilatere  (21,  23,  24,  26); 
etc.  pour  les  autres  plans  du  pentaèdre.  Or,  les  plans  naenés  du  point  345  aux  diagonales 
!133j  |145(  =  p,Ti,  !124!  jlSSt^TiO.,  !125j  jl341  =  a,Pi  passent  aussi  par  les  dia- 
gonale3|123j  \2^9\  =  %-(^,  {124i  Ì235i=i203,  il25(  Ì234i  =  %p2,  parcequelescouplea 
de  points  (145,  245),  (135,  235),  (134,  234}  soiit  en  ligne  droite  avec  345;  donc 
les  droites  a.aj,  piPs,  Yif^  concourent  au  méme  point  345. 

Le  pian  a^hiC,  étant  le  pian  polaire  des  points  «i  p,  Yi,  il  en  résulte  que  la  quadrique 
polaire  du  point  commun  à  ce  pian  et  à  la  droite  12  est  un  cone  passant  par  les 
points  «1  Pi  Ti  et  par  les  quatre  droites  (issues  de  345)  qui  forment  la  base  du  faiseeau 
des  cones  polaires  des  points  de  12.  De  méme,  la  quadrique  polaire  du  point  oii  le 
pian  «aèeCi  coupé  la  droite  12  sera  un  cone  passant  par  les  points  a^p^Ya  et  par  les 
méme  quatre  droites.  Or  les  points  «las,  PiPa,  YiYj  sont  en  ligne  droite  avee  le  point 
345,  sommet  eommun  des  deux  cones;  ces  deux  cones  sont  donc  co'incidents,  c'est-à-dire 
que  les  plans  a,biCi,  Oj&aCs  rencontrent  la  droite  12  au  méme  point.  Ainsi,  ces  plans 
aib^Cu  <hhCì, ...  ['^  qui  correspondent  aux  faces  1,  3,  ...  du  pentaèdre  forment  un  nouveau 
pentaèdre  doni  les  arétes  renconirent  les  arMes  correspondantes  du  premier  ;  et  par  suite 
les  cinq  droites  suivant  lesquelles  se  rencontrent  les  faces  correspondantes  des  deux  pen- 
taèdres  sont  dans  un  setH  et  méme  pian. 

107.  Nous  avons  dómontré  qu'à  une  section  piane  E  de  la  Hessienne  correspond  une 
courbe  gauche  K  du  sisième  ordre  (57).  Soit  o  un  point  de  K;  o'  le  point  correspondant 
de  E.  La  droite  polaire  du  pian  E  par  rapport  au  cone  polaire  de  o  rencontre  la 
Hessienne,  non-seulement  en  o',  mais  aussi  en  trois  autres  points  l,  m,  n.  Le  pian  E 
est  donc  le  pian  polaire  mixte  des  paires  de  points  ol,om,  on,  c'est-à-dire  qu'il  est 
le  pian  polaire  de  o  par  rapport  aux  cones  polaires  de  l,  m,  n.  Dono  E  contient  les 
sommets  de  ces  trois  cones,  et  par  conséquent  les  points  l,  m,  n  appartiennent  à  K. 
Ainsi,  les  droites  polaires  du  pian  E ,  par  rapport  aux  cones  polaires  dont  les  sommets 
sont  dans  ce  pian,  rencontrent  la  courhe  gauche  K,  chamne  en  trois  points. 

Combien  de  ces  droites  polaires  du  pian  E  passent  par  un  point  quelconque  o 
de  K?  Il  faut  cliercher  un  point  qui,  ayec  o,  ait  le  pian  polaire  mixte  E;  tei  est  tout 
point  de  la  droite  polaire  de  E  par  rapport  au  cone  polaire  de  o.  Cette  droite  rencontre, 
ainsi  qu'on  a  vu  ci-dessus,  la  courbe  E  en  trois  points  l,  m,  n;  et  les  droites  polaires 
de  E  par  rapport  aux  cones  polaires  de  l,  m,  n  passeront  par  o.  Il  y  a  donc  trois  droites 
polaires  qui  passent  par  un  point  quelconque  de  E. 

Combien  de  ces  droites  polaires  sont  rencontrées  par  une  droite  arbitraire  G? 
Autrement,  combien  de  points  y  a-t-il  sur  G  lesquels  aieot  E  pour  pian  polaire,  par 


y  Google 


MEMOIEE  DE   GEOMETRIE   FOBE   SUR  I-ES   SURFACRS   DU   TROISIEME   OBDEE. 


rapport  à  un  cone  polaire  doiit  le  pule  soit  sur  K?  Les  poles  des  quadriques  polaires, 
par  rapport  auxquelles  les  pointa  de  G  aont  les  poles  de  E  (76),  sont  dans  une  cubique 
.  gauche  qui  a  huit  points  communs  avec  K  (28),  Donc,  les  droUes  polaires  dit  pian  E 
par  rapport  aux  cones  polaires  qui  ont  les  sommets  dans  ce  pian,  forment  une  surface 
du  hiUième  orare.  Pour  celle  surface,  K  est  une  courhe  triple,  car  eii  chacun  de  ses  poiuts 
se  croisent  trois  génératrices.  La  méme  surface  passe  pa/r  les  dix  droiles  k,  parce  qiie 
cliacune  des  celles-cì  peut  étre  regardée  corame  polaire  d'un  pian  queleonque  par  rapport 
à  ia  quadrique  polaire  du  point  correspondant  p. 

Les  génératrices  de  la  surface  rencontrent  le  pian  E  aux  sommets  des  cones  polaires, 
ainsi  celie  surface  contieni  la  sedion  piane  E  de  la  Sessienne.  Elle  contient,  de  plus, 
quatre  droites  sìtuées  dans  E;  ce  sont  les  génératrices  de  contact  de  E  avec  les  quatre 
cones  polaires  dont  les  poles  sont  les  points  doubles  de  la  surface  polaire  de  E  (77). 

Si  E  est  le  pian  à  l'iafini,  les  cones  polaires  des  points  de  K  sont  des  cylindres, 
parmi  lesquels  ceux  {en  nombre  de  quatre)  qui  touchent  E  sont  paraboliques  ;  et  les 
droites  polaires  de  E  deviennent  les  axes  de  ces  cylindres. 

108.  De  quelle  classe  est  l'enveloppe  des  plans  qui  coupent  la  s^wface  fondamentale  Fg 
suivant  des  cuUques  karmoniques  *)?  Soit  G  une  droite  arbitraire,  x  un  point  commun 
à  G  et  à  la  surface  fondamentale;  il  faut  chereher  un  tei  pian  passant  par  G  que  les 
quatre  tangentes  menées  du  point  a;  à  Fa,  dans  ce  pian,  forment  un  système  harmonique. 
Or,  toutes  les  tangentes  qu'on  peut  mener  par  x  à  Fg  forment  (6)  un  cone  du  quatrième 
ordre  qui,  n'ayant  pas  en  general  de  génératrices  doubles  ou  stationnaires,  est  de  la 
douzième  classe.  En  coupant  ce  cone  et  la  droite  Q  par  un  pian,  nous  aurons  une  courbe 
generale  C  du  quatrième  ordre  et  un  point  g;  et  il  s'agirà  de  mener  par  q  une  droite 
qui  rencontre  C  en  quatre  points  harmoniques.  On  sait  que  cotte  question  a  sis  Solu- 
tions ""*);  l'enveloppe  demandée  es*  donc  une  surface  de  la  sixième  classe. 

On  trouve  de  la  méme  manière  que  les  plans  qui  cni^eni  la  surface  fondamentale 
suivant  des  cubiques  équi-ank<wmoniqiies  enveloppent  une  surface  de  la  quatrième  classe. 

Une  cubique  qui  ait  un  rebroussement  est  simultanément  un  cas  pafticulier  de  la 
cubique  harmonique  et  de  la  cubique  équi-anharmonique;  donc  les  deux  surfaces  de 
sixième  et  de  quatrième  classe,  que  nous  avons  eonsidérées  tout-à-l'heure,  sont  inscriies 
dans  la  développable  (61)  formée  par  les  plans  tamgents  stationnaires  (c'est-à-dire  cir- 
conscrite  à  la  surface  fondamentale  suivant  la  courbe  parabolique). 


*)  Une  courtie  piane  du  troisième  ordre  est  dite  harmonique  ou  équi-anharm,onique  d'après 
les  valeurs  aingulièrca  du  rapport  anliarmoniquo  Constant  des  quatre  tangentes  issues  d'un 
point  queleonque  de  la  combe. 

**)  Sthiniss,  Ueber  solchi  algebraisohe  Curven  etc.  (t.  XLVII,  p.  102  de  ce  Journal). 
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Farmi  les  plans  qui  coupent  la  surface  fondamentale  suivant  des  cubiques  équi-anhar- 
moniques,  U  y  a  les  dix  plans  analogues  à  pie  (96),  c'est-à-dire  passant  par  un  point 
doublé  de  la  Hessienne  et  par  la  droìte  correspondante.  En  e£fet,  la  première  polaire 
de  p  est  nne  paire  de  plans  passant  par  ir,  et  les  preraières  polaires  des  points  de  z 
soiit  des  conesqui  coupent  le  planale  suivant  des  couples  de  droites  (par  p)  en  involution: 
les  rayons  doubles  de  cette  involution  et  la  droite  a  forment  dono  la  Jacobienne  du 
réseau  des  coniques  suivant  lesquelles  le  pian  jJji  coupé  les  quadrìques  polaires  de  ses 
points.  (Cette  Jacobienne  est  la  seetion  du  pian  pi:  par  la  surface  polaire  du  naéme 
pian).  Or,  si  la  Jacobienne  du  réseau  des  coniques  polaires  est  un  système  de  trois 
droites,  la  courbe  fondamentale  est  équi-anharmonique  ;  donc  le  pian  pv:  rencontre  la 
surface  fondamentale  suivant  nne  cubique  équi-anbarmonique. 

Ohapitre  Septibme. 
Ie8  vingt-sept  droites  d'une  surface  du  troisième  ordre. 

109.  Si  un  pian  est  bitangent  à  la  surface  fondamentale  F3,  il  coupera  cette  surface 
suivant  une  cubique  avec  denx  points  doubles  (les  deux  points  de  contact),  savoir  suivant 
une  droite  et  une  conique.  Le  nombre  des  droites  situées  sur  F3  est  donc  égal  à  celui 
des  plans  bitangenta  qui  passent  par  un  point  arbitraire  de  i'espace,  ou  bien  à  la  classe 
de  la  surface  développable  enveloppée  par  Ics  plans  bitangents.  Or,  cette  classe  (8) 
est  27;  une  surface.  du  froisième  ordre  contieni  donc,  en  general,  27  droites. 

Si  a  est  une  de  ces  droites,  tout  pian  mene  par  a  coupé  de  nouveau  !a  surface 
suivant  une  conique  et  la  touche  aux  deux  points  d'intersection  de  cette  conique  avec 
a  (60).  Si  l'on  fait  varier  le  pian  autour  de  a,  les  deux  points  de  eoniact  engendrent 
une  involution,  dont  les  points  doubles  sont  les  points  de  contact  de  a  avec  la  Hessienne, 
ou  ce  qui  revient  a«  méme,  avec  la  courbe  parabolique.  Farmi  les  plans  menés  par  a, 
il  y  en  a  cinq  (6Ó)  qui  coupent  F3  suivant  une  conique  avec  point  doublé  (deux  droites, 
outre  a),  c'est-à-dìre  que  par  tovie  droUe  située  sur  la  surface  passent  cinq  plans  tri- 
tangents  (deux  points  de  contact  sur  la  droite,  et  le  troisième  au  dehors).  Eéciproquement, 
tout  pian  tritangent  doit  couper  la  surface  suivant  trois  droites  (une  cubique  avec  trois 
points  doubles);  donc,  une  droite  quélcongue  de  la  surface  rencontre  2.5^10  autres 

droites  de  la  méme  surface,  et  le  nombre  des  plans  tritangents  est  -^  =45. 

Si  a,  h,  e  sont  les  trois  droites  contenues  dans  un  méme  pian  tritangent,  par  cliacune 
de  ces  droites  passent  quatre  plans  tritangents,  outre  abc;  chacun  de  ces  plans  contenant 
deux  nouvelles  droites,  on  a  ainsi  les  ,^.4.2=24  droites  qui  avee  a,  b,  e  complètent 
le  nombre  27. 
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110.  Les  neuf  droites  suivant  lesquelles  s'entrecoupent  les  faces  de  deus  trièdres 
donnés  foniieiit  la  base  d'uB  faisceau  de  surfaces  cubiques,  aoquel  appartiennent  les 
deux  trièdres.  On  obtient  la  surface  du  faisceau  qui  passe  par  un  point  donne  p,  de 
la  manière  suivante:  un  pian  mene  arbitraireraent  par  p  coupé  !es  neuf  droites  en  neuf 
points  lesquels,  étant  les  intersections  des  cStés  de  deux  triangles  {sectìons  des  deux 
trièdres),  forment  la  base  d'un  faisceau  de  courbes  du  troisième  ordre.  Une  de  ees 
courbes  passe  par  p,  et  le  lieu  de  toutes  les  courbes  anàlogues,  qu'on  óbiient  en  faisani 
loutnT  le  pian  autout  de  p,  sera  évidemment  la  surface  ctthique  demandée.  Soient 
fl,&sCis,  ftsCjsfl:  ,  C3i«3?*i  les  dioites  suivant  lesquelles  la  première,  la  deuxième  et  la 
troisieme  tace  du  piemier  tiièdre  coupent  respectivement  les  faces  du  second;  autre- 
ment,  soient  rti^jOi,  hcv<h,  Cu%Ji  les  droites  suivant  lesquelles  la  première,  la  deu- 
xième et  la  troisième  face  du  second  trièdre  coupent  respectivement  les  faces  du  pre- 
mier. Alors,  nous  pouvons  former  les  ternes 

bibab^      Ci^CiiCa       aiUiO^ 

dans  ctiacune  desquelles  on  a  trois  droites  qui  ne  se  coupent  pas.  Les  trois  droites 
«ifeiCaa  déterminent  un  hyperboloide  qui  coupera  de  aouveau  la  surface  cubique  suivant 
une  courbe  L  (non-piane)  du  troisième  ordre.  Un  pian  mene  arbitrairement  par  «, 
touche  rhyperbolo'ide  en  un  point  x  et  la  surface  cubique  endeux  points  i/iì/a;  en  faisant 
toumer  le  pian  autour  de  Oi,  les  points  yii/ì  donnent  une  involution  projective  à  ia 
sèrie  simple  des  points  a;:  i!  y  aura  donc  trois  co'incidenees  d'un  point  x  avec  un  des 
points  correapondants  y.  C'est-à-dire  que  l'hyperboloide  et  la  surface  cubique  se  touchent 
eo  trois  points  de  ai,  et  de  mème  en  trois  points  de  61  et  en  trois  points  de  %.  Or,  les 
points  de  contact  de  deux  surfaces  sont  les  points  doubles  de  leur  intersection,  dono 
L  coupé  en  trois  points  chacune  des  droites  aièiCss,  D'oil  il  suit  que  L  est  le  système 
de  trois  droites  appuyées  sur  ai,b,,  c^s*).  Analoguement,  chacuo  des  hyperbolo'ides 
correspondants  aux  einq  autres  ternes  coupera  la  surface  cubique  suivant  troia  nouvelles 
droites:  nous  aurons  ainsi  3.6^18  droit-,  iqui,  avec  les  neuf  intersections  des  faces 
des  trièdres  donnés,  forment  le  systèine  de.    27  droites. 

111.  Un  faisceau  de  surfaces  S  de  second  ordre,  dont  la  base  sera  une  courbe  C 
du  quatrième  ordre,  soit  projectif  à  un  faisceau  de  plans  E  passant  par  une  droite  a. 
Le  lieu  des  contques  suivant  lesquelles  les  sv/rfaces  S  sont  coupées  par  les  plans  corre- 
spondants E  est  (17)  UM  surface  F3  du  troisième  ordre,  dont  on  obtient  les  intersections 

*)  [Voir  un  théorèraa  plus  general  do  M.  Mootaud  dans  la  Teoria  geom.  dtlln  supurficU, 
note  de  la  page  48.]  j^"ì 
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avec  une  droite  arbitraire  G,  de  la  manière  suivante.  La  droìte  G-  reneontre  S  en  deux 
points  yiy^  et  E  en  un  point  x,:  les  couples  y^y^  donnent  une  involution  projective  à 
la  sèrie  simple  dea  points  x\  il  y  aura  donc  trois  coincidences  d'un  point  ce  avec  un 
des  points  correspondants  y. 

La  surface  Fa  passe  par  les  bases  des  deux  faìsceaux  générateurs  (17),  savoir  par 
la  courbe  gauche  C  et  par  la  droite  a.  Chaque  pian  E  touche  F^  en  deux  points:  ce 
sont  les  deux  points  où  ia  droite  a  coupé  la  surface  S  correspondante  à  E.  Panni 
les  surfaees  S  il  y  en  a  deux  qui  touchent  a,  c'est-à-dire  qu'ìi  y  a  deux  pìans  E  qui 
sotti  (tangenis)  stationnaires.  Chaque  surface  S  touche  F3  en  quatre  points:  ce  sont  les 
points  où  la  courbe  gauche  C  est  reneontrée  par  le  pian  E  correspondant  à  S. 

P<wmi  les  plans  E  U  p  en  a  cinq  (60)  qui  touchent  les  surfaees  S  corresp&ndantes: 
chacun  de  ces  plans  est  donc  taugent  à  F3  en  trois  points  et  coupé  cette  surface  suivant 
deux  droites,  outre  a.  En  partant  d'un  quelconque  de  ces  plans  tritangents,  on  retrouve 
le  système  compiei  des  27  droites,  corame  ci-devant  (109). 

112.  Supposons  maintenant  que  les  plans  E  soient  les  plans  polaires  d'un  point 
fixe  p  par  rapport  aux  surfaees  quadriques  S;  le  Ueu  des  courbes  de  contact  entre  les 
surfaees  quadrigues  d'un  faisceati  et  les  cones  circonscrits  de  sommet  p,  est  donc  une 
surface  cuUque  Fg  qui  passe  par  ia  base  C  du  faisceau,  et  aussi  par  le  point  p,  à  cause 
de  la  quadrique  S  qui  passe  par  p.  Les  plans  E  des  courbes  de  contact  passent  par 
une  méme  droite  a,  qui,  par  suite,  est  située  dans  F3.  *) 

Dans  le  faisceau  quadrique  il  y  a  quatre  cones,  et  pour  chacun  d'eux  la  courbe 
de  contact  se  decompose  en  deux  droites,  situées  dans  un  pian  par  a.  La  surface  S 
qui  passe  par  p  est  coupée  parie  pian  polaìre  de^  suivant  deux  droites  croisées  en 
p,  dont  le  pian  passe  par  la  droite  a.  Ainsi  nous  avons  obtenu  10  droites  situées,  par 
couples,  dans  des  plans  passant  par  a. 

En  considérant  les  deux  droites  croisées  en  p,  chacune  d'elles  est  appuyée  en  deux 
points  à  la  courbe  gauche  C ,  et  l'on  peut  mener  par  cette  droite  quatre  plans  tangents 
à  C.  Chacun  de  ces  plans  touche  au  mérae  point  (outre  C)  la  surface  F3,  parce  que 
la  droite  qui  joint^  au  point  de  contact  touche,  en  ce  dernier,  F3,  et  déterraine  avec 
la  tangente  de  C  le  pian  tangent  de  Fj,  Chacua  de  ces  plans  est  donc  un  pian  tritangent, 
et  par  conséquent  il  coupera  F3  suivant  deux  nouvelles  droites.  Ainsi,  nous  aurons 
2.4.2  droites  qui,  avec  les  10  déjà  obtenues  et  avec  «,  eomplètent  le  système  des 
27  droites. 


*)  jUna  retta  arbitraria  per  p  tocca  due  superficie  S;  i  due  punti  di  contatto  sono  quelli 
in  cui  la  retta  incentra  ulteriormente  Fj.  I  due  punti  coincidono  ciuando  la  retta  incontra  C; 
dunque  C  è  la  curva  di  contatto  di  F^  eolie  tangenti  che  escono  da  p;  ossia  la  prima  polare 
di  p  rispetto  ad  F3  è  una  quadrica  del  fascio  (S),  e  precisamente  quella  che  passa  per  p.  \ 
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113.  Nous  dirons  qu'un  système  (iinéaire)  de  plaos  est  projeetif  au  système  des 
pointa  de  l'espace,  loraqu'à  un  point  ijuelconque  x  correspond  un  (seul)  pian  X,  et  que 
réciproquement  à  ehaque  pian  X  corresponde  un  (seul)  point  x;  de  plus,  qu'aux  points  x 
d'un  pian  X  correspondent  les  plans  X  {d'un  réseau)  passant  par  un  méme  point  x', 
et  par  suite  qu'aux  points  x  d'une  droite  correspondent  les  plans  S  d'un  faisceau. 
Inversement  à  un  faisceau  de  plans  X  correspondront  les  points  x  d'une  droite,  et 
aux  plans  X  qui  passent  par  un  point  a!  correspondront  les  points  x  d'un  pian  X'.  Les 
points  x'  et  les  plans  X'  forment  de  nouveau  deux  systèmes  projectifs. 

On  a  trois  systèmes  (linéaìres)  de  plans,  projectifs  entro  eux  et  aussi  au  système 
des  points  de  l'espace;  de  sorte  que  chacun  des  quatre  éléments  homologues  Xi,  Xj,  Xs,  x 
détermine,  avec  une  solution  unique,  les  trois  autres.  Soit  ^  le  point  commun  aux  trois 
plans  Xi,  Xa,  Xsi  les  points  x,  x'  se  détermineront  l'un  par  l'autre  d'une  manière  unique; 
car,  si  x'  est  donne,  par  ce  point  passe  en  generai  une  seule  terne  de  pians  corre- 
spondants  Xi,  Xs,  Xs,  auxquels  correspondra  un  point  unique  x  {résultant  de  l'inter- 
sectiona  des  trois  plans  X'i,  X'a,  X'3  qui  correspondent  au  point  a;').  On  peut  regarder  x 
et  x'  c(ym/me  points  Jiomólogìies  de  deux  pspaceb  projectifs  [^'];  clierchons  doncà  détermioer 
les  courbea  et  les  surfaces  qui  correspondent,  dans  l'un  de  ces  espaces,  aux  droites 
et  aux  plans  de  l'autre. 

Si  X  parcourt  un  pian  E,  chacun  des  plans  X  produit  un  réseau;  on  aura  ainsi 
trois  réseaux  projectifs  dont  trois  plans  correspondants  se  coupent  en  x.  Le  lieu  de  x'  est 
donc  (23)  une  surface  F3  du  troìsième  ordre;  d'où  il  suit  que  les  points  de  cette  surface 
correspondent,  chacun  à  chacun,  aux  points  du  pian  E. 

Toutes  les  swrfaces  cuìnques  F3  correspondantes  aux  plans  E  du  premier  espace  forment 
un  système  linéaire  et  passent  pm  une  méme  courbe  gauche  E  du  sixième  ordre  (35), 
lieu  d'un  point  par  lequel  passent  trois  faisceaux  correspondants  de  plans  X,  Ainai,  à 
un  point  gudconque  x'  de  K  correspondra,  au  lieu  d^un  simple  point  x,  une  droite  i. 

Si  X  décrit  une  droite,  ies  pians  X  forment  troia  faisceaux  projectifs;  par  suite  (18), 
le  lieu  de  <é  sera  une  (courbe)  cuhigue  gauche.  Cette  courbe  formerà  avec  K  la  complète 
intersection  des  deux  surfaces  Fg  qui  correspondent  à  deux  pians  E  passant  par  ia 
droite  donnce. 

Une  droite  et  un  pian,  dans  le  premier  espace,  ont  un  point  commnn  x;  te  point  x'  qui 
lui  correspond  devra  résuiter  aussi  d'une  manière  unique  de  i'intersection  de  la  courbe 
et  de  ia  surface  qui  correspondent  à  la  droite  et  au  pian,  respectivement.  Or  cette 
courbe  et  cette  surface,  étant  toutes  les  deux  du  troisième  ordre,  ont  neuf  points 
communs;  de  ces  points  huit  appartiendront  (28)  à  la  courbe  K,  et  le  neuvième  sera  a:'. 

De  ce  que  la  cubique  gauche  correspondante  à  une  droite  quelconque  rencontre  K 
huit  fois,  il  resulto  que  cette  droite  sera  croisée  par  les  droites  S  correspondantes  à 
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'huit  points  a;  de  K;  c'est-à-dire  que  les  droites  i  du  premier  espace,  qui  e 
ause  pomts  de  la  courbe  gauche  K  forment  une  surface  du  huitìème  degré. 

Trois  plans  E  se  coupent  en  un  point  x\  done  trois  surfaees  F3  ont  un  seul  point 
commun  x',  au  dehors  de  la  courbe  K. 

Eéciproquement,  si  le  point  x'  déerit  {dans  le  second  espace)  une  droite,  le  point  x 
engendrera  une  (courbe)  cubique  gauche;  car  le  lieu  de  x  sera  rencontré  par  un  pian 
arbitraire  E  en  autant  de  points  que  la  droif,e  donnée  a  d'interseetions  communes 
avec  la  surface  F»  correspondante  à  ce  pian.  Si  si  est  variable  sur  un  pian  E',  x  engen- 
drera une  surface  cubique  F3;  en  effet,  le  lieu  de  x  sera  rencontré  par  une  droite 
quelconque  aux  points  qui  correspondent  aux  intersections  du  pian  E'  avec  la  courbe 
correspondante  à  eette  droite.  Et  dès  que  le  point  x  est  l'intersectìon  de  trois  plans 
homologues  X'i,  X'5,  X'3  de  trois  systèmes  projectifs  au  système  des  points  ce  (du  second 
espace),  il  s'ensuit  que  F'3  peut  étre  construite  comme  lieu  du  point  x  commun  à  trois 
plans  correspondanis  de  trois  réseaux  projectifs.  Par  conséquent,  les  surfaees  F3  (cor- 
respondantes  aux  plans  du  second  espace)  formeront  elles  aussi  un  système  linéaire  et 
passeront  par  une  seuie  et  méme  eourbe  gauche  K'  du  sixième  ordre,  à  chaque  point  x 
de  laquelie  correspondront  les  points  x'  d'une  droite  S'  *). 

113^'^  Soit  ai  un  point  de  K,  qui  sera  commun  à  tous  les  plans  Xi,  Xj,  X3  de 
trois  faisceaux  correspondants,  dont  Ai ,  A?,  Ag  soient  les  axes;  et  soit  i  la  droite  qui 
contieni  les  points  x  correspondants  à  ces  plans,  c'est-à-dire  la  droite  commune  aux 
plans  X'ijX'sjX's,  qui  correspondent  à  ai.  Chaque  terne  de  plans  homologues  menés 
par  Al,  A3,  A3  respectivement  correspond  à  un  point  x  de  h,  de  fagon  que  ce  point  x  va- 
riable sur  i  a  toujours  son  homologue  au  point  fixe  x'\  mais  parrai  ces  ternes  il  y  en  a 
trois  dont  chacune  est  composée  de  trois  plans  passant  par  une  mòme  droite.  En  effet,  le 
cone  engendré  (42)  par  les  faisceaux  projectifs  Ai,  Aj,  et  le  cone  engendré  analogue- 
ment  par  les  faisceaux  Ai,  A3,  auront,  outre  l'axe  commun  Ai,  trois  droites  communes, 
chacune  desquelles  sera  par  suite  l'intersectìon  de  trois  plans  correspondants  Xi,X3,X3. 
Ainsi  la  droite  h  a  trois  points  dont  l'un  quelconque  correspond  à  une  droite  passant 
par  xi\  autrement,  i  est  appuyée  à  K'  en  trois  points  auxquels  correspondent  trois 
droites  (^')  passant  par  x.  Analoguement,  à  chaque  point  x  de  K'  correspondra  une 


*)  Au  cas  particulier  que  Xi,  X^,  X^  soient  les  plans  polaires  du  point  x  par  rapport  à 
trois  surfaees  quadrlques  fixes,  les  poiuts  x,  si  ont  une  relation  pao-faitement  réeiproque  {in- 
volutorische),  et  à  un  pian  E,  quel  que  soit  l'espaee  auquel  il  est  censé  appartenir,  correspond 
une  seule  et  mème  surface  F3,  lieu  des  poles  du  pian  E  par  rapport  aus  surfaees  du  réseau 
dèterminé  par  tea  trois  quadriques  données  (30).  Dans  ce  cas  les  courbes  li,  K'  colncident,  et 
il  devìent  inutile  de  distinguer  les  deux  espaces. 

Creìnona,  tomo  III.  6 
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droite  i'  appu^pe  à  K  en  Irois  polnis,  et  les  droUes  i  correspondanies  à  ces  points  se 
croiseront  en  t.  C'eat-à-dire  que,  si  une  droite  rencontre  K  en  trois  points,  les  trois  droites 
qui  correspondent  à  ces  points  passent  par  un  méme  point  x  {de  K')  et  forment  elles  seules 
la  culique  eorrespondante  à  la  droite  donnée,  de  manière  gu'à  iout  avtre  point  de  celle-ci 
correspondra  le  point  fixe  x. 

Si  le  point  x'  decrit  une  droite  G,  les  plaiis  X',,  X's,  S.'3  donnent  naissance  à  trois 
faisceaux  projectifs,  et  par  suite  le  lieu  de  x  sera,  aitisi  que  nous  l'avons  déjà  montré 
(113)  une  culiique  gauche,  commune  aux  trois  hyperboloides  que  les  trois  faisceaux 
engendrent,  étant  pris  deux  à  deux.  Cette  courbe  se  d(^composera  1."  en  une  conique 
et  une  droite  i,  lorsque  G  rencontre  K  une  fois;  2."  en  trois  droites  fdont  deus,  i,,  i^, 
qui  ne  se  coupent  paa,  sont  croisées  par  la  troisième),  lorsque  G  rencontre  K  deux  fois; 
3."  en  trois  droites  Si,  4i  Ss  (issues  d'un  méme  point  de  K'),  lorsque  G  rencontre  K 
trois  fois.  En  faiaant  abatraetion  des  droites  '  correspondantes  aus  points  de  K,  nous 
pouvons  dire  qu'«  G  correspondra  une  cubique  gauche,  urne  conique,  une  droite  ou  un 
point,  sttivant  que  G  a  0,  1,  2,  3  points  comwuns  avec  X. 

D'où  il  s'ensuit  que,  si  G  est  située  sur  une  surface  Fg,  elle  rencontrera  K  au 
moins  une  fois,  car  la  ligne  eorrespondante  à  G  doit  ètre  placée  sur  le  pian  E  qui 
correspond  à  Fa .  Donc,  si  nous  considérons  trois  droites  situées  dans  un  méme  pian  tri- 
tangent  de  V^,  il  ne  peut  arriver  que  les  deux  cas  suivants:  ou  les  irois  droites  renconfrmt 
K  ehacune  en  2  points,  ou  elles  coupent  cette  courie  en  1,  2,  3  points  respectivement. 

114.  Soit  Fa  la  surface  cubique  qui  correspond  à  un  pian  donne  E  ;  ce  pian  coupera 
la  courbe  gauche  K'  en  six  points  1,2,3,4,6,6,  que  nous  nommoron'a  points  fonda- 
mentaux;  donc,  en  regardaut  ces  points  comme  des  positions  de  x,  les  six  droites  cor- 
respondantes ^'  =  «1,  «2,  «Si  «4.  «s.  «6  (lieux  des  points  homologues  :^)  seront  siiuées  sur 
Fj  et  appuyées  à  K,  ehacune  en  trois  points.  Et  l'on  voit  aisément  qu'aux  différents 
points  de  ia  droite  a^  correspondent  tea  points  du  pian  E  infiniment  voisias  du  point 
fondamenta!  t-,  c'est-à-dire  que  la  sèrie  des  points  x'  de  a^  est  projective  au  faisceau 
des  droites  menées  par  r  dans  E. 

Les  autres  droites  de  F^  seront  appuyées  à  K  en  deux  points  ou  en  un  seul  point, 
et  par  conséquent  elles  correspondront  à  des  droites  ou  à  des  coniques  tracées  dans 
le  pian  E  (113'''*').  Dans  ìe  premier  cas  la  droite  en  E  doit  aussi  rencontrer  deux  fois 
K'  ;  or,  dans  le  pian  E  il  y  a  quinze  droites  qui  ont  deux  points  communs  avec  cette 
courbe  gauche, 

23    31  12    56   64  45   14  15  16    24   35    36   34   35    36; 
donc  Fa  contiendra  quinee  droites 

Cas   Cji   Ci2  Ceb   Cu   Ca   Cu   C15   Cia   C^   Cjs   Caa   Cgi  C35   C^g, 
ehacune  appuyée  à  K  en  deux  points. 
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Les  droites  a^  et  Cr,  (où  r,  s  sont  deux  points  fondamentaux)  se  reucontrent  eii 
un  point  qui  correspond  à  la  direction  rs  issue  de  r;  donc  le  pian  de  ces  droites 
coopera  ì\  suivant  une  troisième  droite  qui  n'aura  qu'un  seni  point  conimun  avec  K,  et 
que  nous  désìgnerons  par  b, .  Ce  méme  pian  rencontre  les  einq  autres  droites  a,  dont 
une,  (h,  est  eroisée  par  e  (car  la  droite  eoi-respondante  passe  par  le  point  s)  [^^]; 
donc  Jj  coupera,  outre  «^ .  quatre  autres  droites  a,  hormis  a^ .  D'où  il  s'ensuit  que 
la  conique  correspondante  à  6,  passera  par  cinq  points  fondamentaux,  hormis  s.  Ainsi 
F3  conHent  six  nouvelles  droites 

6,  h  h  b,  h  h 

appuyées  à  K,  chacune  en  un  seul  point,  et  correspondantes  aux  coniques 

33456     13456     12456     12356     12346     12345 
qu'on  peut  décrire  par  les  points  fondamentaux,  prìs  cinq  à  cinq. 

115.  Voilà  donc  les  27  droites  de  la  surface  F3.  D'après  ce  qui  précède  (US^'''} 
un  pian  tritangent  quelconque  contiendra  une  droite  a,  une  droite  ì>  et  une  droite  e, 
ou  bien  trois  droites  e;  et  par  suite  deus  droites  a  ou  deux  droites  h  ne  seront  jamais 
dans  un  mème  pian. 

Si  une  droite  6  ou  e  rencontre  la  droite  a, ,  la  conique  correspondante  à  6  ou  la 
droite  correspondante  à  e  doit  passer  par  le  point  fondamental  r.  Donc  deux  droites 
a,,  b,  se  rencontrent  toujours  si  les  indices  r,  s  sont  differente,  et  ne  se  rencontrent 
pas  si  elles  ont  le  méme  index.  Et  une  droite  a^  coupera,  outre  les  cinq  droites  6 
d'index  différent,  les  cinq  droites  c„  qui  ont  un  index  égal  à  r. 

Si  deux  lignes  en  E  ont  un  point  commun  x,  les  lignes  correspondantes  sur  Fg 
s'entrecouperont  au  point  liomologue  x'  ;  mais  si  les  premières  lignes  passent  ensemble 
par  un  point  fondamental  r,  ceci  indiquera  seulement  que  les  lignes  sur  F3  sont  rencon- 
trées  rune  et  Tautre  par  la  droite  o,  aux  points  qui  correspondent  aux  directions  dea 
premières  lignes  en  r. 

Il  resulto  d'ici  que  deux  droites  e,  ou  bien  une  droite  h  et  une  droite  e  se  rencon- 
treront,  si  les  lignes  correspondantes  ont  un  point  d'interseetion  qui  ne  soit  pas  l'un 
des  six  points  fondamentaux.  Donc  h,.  rencontre  toutes  ìes  droites  e  qui  ont  un  index  r  ; 
et  deux  droites  e  se  coupent  si  tous  leurs  indìces  sont  différents. 

Il  est  maintenant  très-facile  de  trouver  les  45  combinaisons  de  trois  droites  qui 
sont  dans  un  méme  pian.  Le  pian  qui  passe  par  a,  et  b^  contiendra  aussi  c^,  ;  et  cette 
demière  droite  sera  aussi  dans  le  pian  a,  b,.,  car  les  sjmboles  c^,  et  c,y  expriment  une 
seule  et  méme  droite  (celle  qui  correspond  à  la  droite  menée  par  les  points  rs).  Enfin, 
trois  droites  e  sont  dans  un  méme  pian,  si  leui^  indices  contiennent  tous  les  six  nombres 
12  3  4  5  6. 
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Voici  donc  les  quarante-cinq  ternes  de  droites  situées  dans  les  plans  tritangents  : 


aAc. 

aAc^i 

OÌJ&1C31 

a,&,c« 

«561C51 

«G&iCei 

aAcvz 

%&3Cs3 

dshCsi 

aAc4i 

a^e^^ 

a^hc^ 

ailfCi, 

aAcu 

«S&jCm 

a,hc^ 

«5&3C53 

aACe3 

aihc^ 

aihc& 

(hhcz. 

aA04. 

a^b^c,, 

a^Ci, 

a,hc,s 

aAe^ 

asheCs6 

aAC4e 

(hhc:,^ 

a^cs'. 

C,iCi,  Cm 

CysCMCio 

C14CS3C5C 

CiiCaCis 

C,sC^Ca 

C12C35C4B 

CisCs^C^ 

Cl4%C36 

Ci^CiiC^ 

CibCm  Ce5 

CisCssC^s 

ClzCsgCis 

CuCmCss 

Ci^C^Cm 

CibCkCm 

116.  Oli  peut  fané  1  1  plusieurs  remaiques  mtei essaiites  Pai  ex  ìeux  dtoìlesnon 
situées  dans  un  meine  lìan  cornine  a  b  soni  tenconPiee'i  pai  ìes  tntmes  nni  droites 
(c,s,  Cia,  Cu,  Cis,  c,c).  Paimi  les  autres  ymgt  dioites  il  y  en  i  cmq  qui  rencontrent  seu- 
lement  a,,  cinq  qui  rencontrent  seuiement  b  et  ii\  qui  ne  coupent  lucune  des  deux 
droites  a„  b,. 

Trois  droites  qm  ne  se  eoìipmi  j  Oò  tomme  a  1 
irois  droites  (64,  65  6  )  et  il  y  a  six  dioites  [a,  t. 
ni  «1  ni  «s  ni  «3. 

Quatre  droites  qui  ne  se  coupent  pas  cornine  a 
droites  (65,  h^),  et  ne  semi  ^as  renamttees  par  ti  11 

Deux  systèmes  de  si'?  droites    comme 

«1       «2      «3      fflj      c% 

b,    6s     h     h     h 

où  deux  droites  homologues  ne  se  coupent  pas,  et  deux  droites  non-homologues  se 
coupent  toujours,  forment  ce  qu'on  nomme,  d'apres  M.  SchlSfli,  un  "  douhle-six  „.  Cinq 
droites,  corame  a„  Us,  «3,  a^,  a^,  qui  appartiennent  à  un  mème  "  six  ,„  soni  coupées  par  une 
seule  droite  (b^)  et  ne  sont  pas  rencontrées  par  une  autre  droite  («e).  Mais  cinq  droites 
qui,  sans  se  couper,  n' appartiennent  pas  à  un  mème  six,  comme  «i,  «2,  «s,  «j,  c^,  sont 
rencontrées  par  deux  droites  {h,  *«);  et  il  n'y  a  aucune  droite  qui  ne  rencontre  pas  l'une 
ou  l'autre  de  ces  cinq  droites. 


«3    0  it  tenconttees  lat  les  mémes 
a.    tj     6,  c«)  qui  ne  leneontrent 

«3   a,     ont  rencontrées  par  deux 
h  ite^  (fl     a    c^) 


h 
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117.  La  méthode  de  generation  que  nous  avons  adoptèe  pour  la  surface  F3  nous  a 
conduit  naturellement  au  double-sis  fonné  par  les  droites  a,  h.  Mais  on  peut  arranger 
autrement  les  27  droites  de  manière  à  former  un  double-sis.  Un  double-six  est  déterminé 
par  deux  droites  homologues,  corame  «1,  fti;  car  les  cinq  droites  qui  conpent  61  sans 
couper  «1,  et  les  cinq  droites  qui  coupent  «i  sans  couper  h„  complètent  les  deux  six 
du  double-six.  On  déduit  d'ici  le  nombre  des  double-six  qu'on  peut  fonner  avec  les 
27  droites.  Chaeune  de  ces  droites  n'est  pas  reucontrée  par  seize  autres  droites:  il  y 

a  donc  — ^ —  paires  de  droites  qui  ne  se  rencontrent  pas.  Cliaque  paire  déterminé 

un  double-six,  mais  cbaque  double-six  contient  six  couples  de  droites  bomolognes:  le 

notnhre  des  doubles-six  est  donc— ^'-r- =^36.  Voici  le  tableau  des  trente-six  double-six. 


»i  fti  c^c^c^c^ 

<hb><^<^<^c^ 

0,  61  Cti  c«  c«  a» 

<h  b,  c^e^c^ik^ 

«,  6,  C^C«C«C55 

«a  6s  CEiCaiCi^iisB 

a,  b,  eiaiìii%«iB 

a^b^c^cn^t,. 

».  6ìOkCi8«1ì«1(V 

a,  h  CuC,(.,c„ 

«0  fi»  c,ac,ac„(^ 

«!  b>  C^CiiOasea. 

05  h  e„e^c^<^ 

02  6a<^lC»8CH«„ 

05  5aC8i  «»'%,<% 

«a  6a  c«etic«c« 

"a  6a  eae^e^Sie 

«a  6»  ^'^««'^ 

«i  ft,  «aCgaCsiiCao 

Bs6s''!l''!a%<'5ì 

OaftìCsiesafli.-^ 

a,  6,  «oCaCasO, 

Os  65  «n^ss^Hi!» 

«5  *i  eaiCaaCMCis 

a,  h,  o^c^c^c^ 

a,  64  Cji  On  Oja  «as 

«t,6.<B'%a<^c« 

a,«ii"a(^CMC« 

«iOsKCmCssCss 

oi  asaii!MCosCM 

%  ft.  ««<^e^r« 

aì66««CuC««,s 

1)  6»  "61  «sa  «B  Cu 

CisC«i!is5,66  6o 

CaC«Cu6a  fij  6^ 

CssOs,Ci,6a  6,  6e 

«iaja,««««,CB 

^„^„,^^^ 

Oia,«6««0fflCiM 

"lOans  CbCsjCj, 

«i«,asCa«CsaeaB 

n,a,a6  0aseKiCs, 

«i*e,iCia6s  ftf  ^6 

«„e„^,5j  6s  6* 

esaCii  0,565  fi,  bf 

CsaCtiCiafts  fi,  6^ 

<^s■^6l«l,6a  h  b, 

%CMCuft,   fi,  65 

Oi  OiO^es^e^iH, 

aj(«,K,«»C„l'!l5 

aaOsds  Cacaci, 

Oi08a«Cs''6l''l4 

«s  OtOsCwCaCis 

(isa,a(Cs5CsiC„ 

''^Oiif^h  h  b. 

-^=«=«8*,  h  ù. 

«sCsjesaSi  6,  6« 

«mCìiCbÈ,  6,  6s 

e«e6aC!M6,  65  fij 

c»(%,Cìh6,  6,  S, 

aiih'^<htc„c,i 

03«,»sCi6e«''Sl 

Oai»4ii,CaC„Cu 

asasOsCjjCtìOi, 

a,  %«,Cs8H,iC,a 

a,  «i  n,  «ideai 

CaCta^aftì  Sa  h 

«««H-^ftiftlÈs 

c„eBC3,6ift,  6, 

CwftcCjsSi  h  *i 

"we^CiÈ*!  fia  6a 

»i  5a  6.  5,  6s  6. 

118.  On  a  vu  que,  trois  réseaux  projeetifs  de  plans  étant  donnés,  le  lieu  du  point 
commun  à  trois  plans  correspondants  est  une  surface  du  troisième  ordre,  dont  les  points 
correspondent,  un  à  un,  aux  points  d'un  pian  flxe.  Réciproquement,  on  peut  démontrer 
qu'wwe  smface  guelconque  (generale)  F3  du  troisième  ordre  peut  éire  engendrée  (d'une 
infinite  de  manières)  pa/r  trois  réseaux  projeetifs  de  plans  *). 

Soient  «1,  «2,  «3  trois  droites  de  la  surface  donnée  F3,  qui  ne  se  coupent  pas  (110). 

*)  Abstractìoii  faite  de  la  rèalité  des  óléments. 
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Un  pian  Ai  mene  arbitrai rement  par  Ui,  et  un  pian  Aj  mene  par  a,  reneontrent  F3 
suivant  deus  coniques  qui  ont  un  point  commun  (car  les  points  oiì  la  droite  A^Aj 
rencontre  les  deux  coniques  doivent  représenter  les  trois  intersections  de  la  mème 
droite  avee  F3);  par  ce  point  et  par  Og  raenons  un  pian  A3.  Oa  obtient  ainsi  trois 
faisceaux  de  plans  qui  ont  entre  eux  cette  relation  que  M  Augdst  dit  duplo^rojedive: 
c'est  a  due  que  deux  plans  etint  choisis  irbitriirement  dans  deux  faisceaux,  le  pian 
coriespondant  du  troisième  taisceau  en  ré'^ulte  drteimine  d'une  manière  unique.  Et 
la  surfaee  F3  est  le  lieu  du  point  comniun  a  tiois  plans  correspondants. 

Un  pian  tritangent  mene  par  «  rencontre  «a  et  «3  en  deux  points  appartenant 
aux  deux  droites  de  la  surfaee  que  le  pian  contient  outre  ai.  Il  y  a  donc  deus  cas 
possibles  ou  le  pian  tntangent  lontient  une  dioite  qui  coupé  %  et  1%  et  une  autre 
droite  qui  ne  coupé  m  «e  ni  «j  ou  hien  il  contient  deux  droites  dont  l'une  coupé  «, 
et  l'autre  coupé  ai.lly  a,  (110)  trois  droites  qui  reneontrent  Oi, «jet  «3,  donc  le  nombre 
des  plans  de  la  seconde  espèce  est  deux.  Soient  &3C1S,  Ci^h^  les  droites  comprises  dans 
ees  plans,  dont  63,  c,^  soient  eoupées  par  a^,  et  les  autres  par  «3.  Les  droites  62%  ne 
reneontrent  pas  h3a2;  donc  la  droite  Csi  commune  aus  plans  b^aitòsa^  est  sìtuée  sur 
la  surfaee.  De  mème  les  plans  Ci^as,  Cads  se  couperont  suivant  une  droite  61  de  la 
surfaee,  Désignons  les  sis  plana  «iJgCis,  aibsC,,;  «A^.  «s^iCis;  «gèiCis,  «a&sC»  par  les 
lettres  _?ì,,j9'i;  j72,  JJ'^;  J^s,  J^'a- Aax  plans  J?uJ^2  correspond  (dans  la  relation 
duplo-projective)  un  pian  indéterminé  par  «s,  car  ces  deux  plans  se  coupent  suivant 
une  droite  de  la  surfaee.  De  mème  aux  plans  j7i,  jJ's  correspond  un  pian  quelconque 
par  «t;  etc. 

Soit  E  un  pian  fise,  et  mn,  ni,  Im  trois  droites  tracées  dans  ce  pian.  Supposons 
la  droite  mn  divisée  projeetivement  (homographiquement)  au  faisceau  a,  (savoir  au 
faisceau  dont  l'axe  est  la  droite  a,),  tellement  qu'aus  points  m,  n,  Àj  correspondent  les 
trois  plans  j^,,  Jl\,  k\.  De  méme  la  droite  ni  soit  divisée  projeetivement  au  faisceau 
«B,  à  condition  qu'aux  points  m,  ì,  [a^  correspondent  les  plans  jfj,  ^\,  kl\  et  la  droite 
Im  soit  projective  au  faisceau  a^,  de  manière  que  les  points  l,  m,  %  correspondent  aux 
plans  j?g,  jj's,  A^;  et  supposons  de  plus  que  les  plans  A?,  A^,  A3  soient  correspondants 
dans  la  relation  duplo-projective  (c'est-à-dire  qu'ils  se  coupent  en  un  point  x'a  de  Fg), 
et  que  les  droites  ^Xo,  jw[i«,  «v^  concourent  en  un  mème  point  Xa  de  E. 

Alors  un  point  quelconque  x  du  pian  E,  joint  aus  points  l,  m,  n,  donnera  trois 
droites  qui  rencontreront  mn,nl,lm  en  trois  nouveaux  points  X,  }i,  v;  et  à  ees  points 
correspondront  dans  les  faisceaus  a^,  a^,  «a  trois  plans  A,,  Aj,  Aa,  dont  le  point  com- 
mun  soit  x'.  Quel  est  le  lieu  da  point  x"? 

Sì  i  est  un  point  quelconque  d'une  droite  arbitraire  dans  l'espace,  on  peut  mener 
par  ce  point  un  pian  du  faisceau  a,  et  un  pian  du  faisceau  a^;  le  pian  correspondant 
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du  troisième  faisceau  coupera  la  droite  arbitraire  en  un  poìnt  i' .  Si  au  contraire  on 
prend  arbitrairement  sur  cette  droite  le  poitit  i'  pour  y  faire  passer  un  pian  du  troi- 
sième faisceau,  les  couples  de  plans  des  autres  faisceaux,  qu'on  peut  prendre  eomme 
eorrespondanta,  marqueront  sur  la  droite  deus  divisions  homographiciues.  Chacun  des 
deux  points  doubles  de  ces  divisions  est  un  point  i  où  passoni  deux  plans  des  fais- 
ceaux a,  et  «2  respectivement,  correspondants  au  pian  du  troisième  faisceau  mene  par  i'. 
Il  y  aura  donc,  sur  la  droite  arbitraire,  trois  co'incidenees  d'un  point  i  avec  son  corres- 
pondant  i',  savoir  trois  points  du  lieu;  en  d'autres  termos  le  lieu  du  point  sd  est  une 
Burface  du  troisième  ordre. 

Cette  surface  passe  par  les  droites  «i,  %,  «g,  axes  des  trois  faisceaux  duplo-pro- 
jectifs:  car  tout  point  de  ces  droitea  est  évidemment  situé  dans  trois  plans  corres- 
pondants. Mais  ce  n'en  est  pas  encore  assez.  Si  les  points  X,  [i  prennent  les  positions  m,  l 
respectivement,  le  point  v  devient  indéterminé;  or,  aux  pointe  m  de  mn  et  l  de  ni  corres- 
pondent  les  pìans  J?,,  ^^  des  faisceaux  d^.o^;  donc  le  pian  du  troisième  faisceau, 
correspondant  à  ces  plans,  reste  indéterminé.  On  conclut  d'ici  quo  la  droite  Cij  com- 
mune  aux  plans  j7, ,  jJ's  est  située  entièrement  sur  le  lieu  de  x'.  Le  méme  raison- 
nement  subsiste  pour  les  autres  droites  suivant  lesquelies  les  plans  Ji7i  J^s  yi%  ren- 
contrent  les  plans  yi\  Jl\  Jì'ì\  donc  le  lieu  de  a;'  et  la  surface  donnée  ont  en  commun 
neuf  droites  et  un  point  a^'o,  c'est-à-dire  que  le  lieu  de  a/  co'incide  avec  la  surface  F3. 

Ainsi,  à  un  point  queleonque  x  du  pian  E  correspond  un  point  de  F3.  Récipro- 
quement,  un  point  queleonque  ^  de  eette  surface  determino  trois  plans  :éay^^k^, 
o/a^^Aj,  a^'oa^Aj  auxquels  correspondront  trois  points  sur  m«,  w?,  ?j»;  et  ces  points 
joints  à  l,m,n  respectivement  donneront  trois  droites  concourantes  au  point  x. 

Considérons  les  trois  temes  de  plans  correspondants 

«0        A,  A,  A"i 

«s)        Ai  A's  A"s 

«3)  A3  A'a  A'a 

dont  une  queleonque  est  déterminée  par  les  deux  autres,  qui  restent  arbitraires.  Mais, 

ces  temes  une  fois  choisies  et  fixées,  on  peut  les  regarder  comme  déterminant  trois 

róseaux  projectifs  de  plans,  oii  a  lieu  la  cireonstance  particuiière  que  les  plans  d'un 

m^me  réseau  ont  en  commun  une  droite,  au  lieu  d'un  simple  point  [*^].  Autrement: 

si  A"'i  est  uà  nouveau  pian  arbitraire  par  a„  et  si  l'on  determino  les  plans  A'''^,  A"'3  de 

manière  que  les  groupes  Ai A'i A'i A"'i ,  AsA'tA"2A"'s,  A3A'3A"3A'"s  soient  projectifs,  je  dis 

que  A"3  est  précisément  le  pian  du  troisième  faisceau  qui  coiTospond  aux  plans  A'",,  A''^ 

dans  la  relation  duplo-projeetive  ['*].  Dans  le  pian  E,  en  effet,  les  droites  de  chacune 

des  temes  (?X,  m\}.,  m),  (/X',  m^,  nv),  {IX",  miti',  «v")  concourent  en  un  point;  et  les  trois 

groupes  de  quatre  droites  ì{\,  X',  X',  X"),  m([t,  \i.',  [).",  [i"},  w{v,  v',  v",  v'")  ont  le  mème 
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rapport  anharmonique,  parce  qu'ils  sont  projectifs  aux  trois  groupes  de  plans  A;  donc 
lea  trois  droites  IX'",  mi>."',  nV"  se  coiiperont  en  im  mème  point,  et  par  suite  les  plans 
A^i,  A\,  A!"s  paaseront  par  un  mèaie  point  de  la  surface  F3,  c'est-à-dire  qu'ils  sont  trois 
plana  correspondanta  dans  les  faisceaux  duplo-projectifs. 

Après  avoir  transformé  de  la  sorte  les  trois  faisceaux  duplo-projectifs  en  troia 
faisceaux  projectifs  eonitne  cas  particulier  de  trois  réseaux  projectifs,  nous  pourrons  y 
appliquer  la  méthode  esposée  ailleurs  (45);  c'est-à-dire  que  nous  pourrons  (saus  altérer 
la  surface  engendrée)  subroger  aux  séries  projectives 
Al    A',    A",    ... 


Jes  réseaux  projectifs 


Al  A,  A3 
A'i  A',  A', 


A"i  A"s  A"3  .  .  .  P"  .  .  . 
où  trois  plans  correspondants  n'auront  plus  en  general  qu'un  seuI  point  coraniun  (dont 
le  lieu  est  la  surface  proposée);  mais  il  y  aura  aix  ternes  (comme  AiA'iA"i)  de  plans 
correspondants  passaut  par  un  mème  droite  *). 

Et  ici  nous  pouvons  de  nouveau  faire  correspondre  les  points  de  la  surface  Fa, 
chacun  à  chacun,  aux  points  d'un  pian  quelconque  donne  1^;  car  il  suffit  d'établir  une 
relation  projeetive  (réciproque)  entre  les  points  du  pian  S  et  les  plans  de  l'un  des 
trois  réseaux,  de  fa^on  qu'à  un  point  en  S  corresponde  un  pian  du  réseau,  qu'aux 
points  d'une  droite  en  S  correspondent  les  plana  d'un  faisceau  dans  le  réseau,  et  in- 
versement.  Alors,  à  un  point  quelconque  de  S  correapondra  un  pian  dans  chaque  réseau 
et  par  suite  un  point  de  F^,  et  inveraement. 

Chapitke  Huttièmb. 
Hepi-éaentation  d'une  surface  du  ti'oisième  ordre  snr  un  pian. 

119.  On  a  démontré  (114,  118)  que  toute  surface  (generale)  du  troisième  ordre 
F3  peut  ètre  représentée  sur  un  pian  donne  E,  de  manière  que  les  points  x  de  E  et 
les  points  x'  de  F3  se  correspondent,  un  à  un.  D'où  il  résulte  qu'ow  peut  étudier  sw 
le  pian  la  geometrie  des  Ugnes  tracées  sur  la  surface  du  troisième  ordre. 

')  Ce  qii'on  déraontre  par  des  considera  tic  ns  employées  antèrieurement  (118)  ou  bien  par 
la  mètliode  suivie  par  M.  SchrSter  dans  son  mémoire  sur  les  27  droites.  {Nackiveis  der  37 
Geraden  auf  der  allgemeinen  OberflScke  dritter  Ordnurtg.  Crelles  Journal,  Bd.  62,  1863  |. 
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Dans  cette  représentation,  aux  27  droites  de  F3  correspomlent  en  E,  1."  sìs  poiiits 
138156,  que  nous  avons  nomniés  fondammtaux;  2."  les  six  coniques  qu'on  peut  dé- 
crìre  par  cinq  des  points  foodameiitaux ;  3."  les  quinze  droites  qui  joignent,  par  couples, 
les  points  fondameiitaux.  Les  droites  a  qui  correspondent  aux  six  points,  et  les  droites 
&  qui  correspondent  aux  six  coniques,  forment  les  deux  six  d'un  double-six  (115). 

Proposons-nous  maintenant  de  résoudre,  au  moins  daas  ies  cas  les  plus  intéressants, 
ces  deux  questiona,  1."  trouver  la  nature  de  la  courbe  piane  qui  correspond  à  une 
courbe  donnée  sur  F3;  2"  tiou^ei  quelle  couibe  sui  Fs  correspond  à  une  courbe 
piane  donnée. 

120.  A  un  pian  quelconque  S  coiiespond  une  surface  ^'  du  troisième  ordre  (113) 
qui  passe  par  la  courbe  K ,  done  a  l'mteisection  de  F3  par  S'  correspondra  l'intersec- 
tion  de  E  par  ^;  c'est-à  due  qu'a  une  mìnque  piane  tracée  stvr-Y^  correspond,  en  E, 
une  cuhique  passant  par  let,  ?tz  potnts  fondamentaux,  et  inversement,  à  une  cubique 
quelconque  décrite  par  ces  six  pomta  correspondra  une  section  piane  de  F3.  Deux  cu- 
biques  décrites  en  E  par  les  six  points  tondamentaux  se  coupent  en  trois  nouveaux 
points,  qui  correspondront  aux  intersections  de  I\  avec  une  droite  quelconque  (eom- 
mune  à  deux  plans  S). 

Si  S'  est  tangent  à  F3  au  point  x,  la  cubique  eorrespoadante  en  E  aura  un  polnt 
doublé  au  point  correspondant  x.  Si  x'  appartieni  à  la  droite  a^,  x  devient  le  point 
fondamental  r  qui  correspond  à  cette  droite;  or,  dans  ce  cas,  le  pian  ^' contient  la 
droite  a  et  coupé  F3  suivant  une  conique;  donc  une  cubique  décrite  par  les  points  fon- 
dammtaux et  ayant  l'un  Scux  pour  point  doublé,  correspond  à  une  conique  commune 
à  F^et  à  un  pian  bìtangent,  passant  par  une  droite  a.  Toutes  les  cubiques  analogues 
qui  ont  le  noeud  au  méme  point  fondamental  r  forment  un  faisceau;  l'involution  des 
couples  des  tangentes  au  noeud  correspond  à  l'involution  des  couples  des  points  où 
la  droite  a^  est  rencontrée  par  les  coniques  des  plana  bitangents;  et  les  rayons  doubles 
de  la  première  involution  correspondront  aux  points  doubles  de  la  deuxième,  c'est-à-dire 
que  les  deux  cuMques  du  faisceau,  pour  lesquelles  le  point  doublé  r  est  un  point  de  rebrous- 
sement,  correspondent  aux  dmx  coniques  de  F3  tangentes  à  la  droite  a^. 

De  méme,  on  trouve  aisément  qu'à  la  conique  contenue  dans  un  pian  Utangent,  qui 
passe  par  la  droite  c^,,  correspond  une  conique  passant  par  quatre  points  fondamentaux, 
excepté  r,  s;  eette  conique  et  la  droite  rs  forment  la  cubique  correspondante  à  la  section 
complète  du  pian  bitangent.  Et  à  la  conique  contenue  dans  un  pian  bitangent,  qui  passe 
par  la  droite  1)„  correspond  une  droite  passant  par  le  point  r',  cette  droite  et  la  conique 
qui  passe  par  les  autres  cinq  points  fondamentaux  forment  la  cubique  qui  correspond 
à  la  section  complète  du  pian  bitangent. 

121.  Ala  courbe  gauche  Cs™,  suivant  laquelle  F3  est  coupée  par  une  surface  d^  ordre 
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n,  correspond  une  cowbe  piane  qui  passera  n  fois  par  chaque  point  fondantental,  à  cause 
des  »  poiiits  où  la  surface  d'ordre  n  est  rencontrée  par  chacnne  des  droites  a.  Cette 
courbe  piane  est  rencontrée  par  une  cubique  quelconque  décrite  par  les  six  poìnts 
133456,  eii  ces  points  qui  sont  equivalente  à  Gn  intersections,  et  en  3n  autres  points 
correspondants  à  ceux  dans  lesquels  Cs»  est  rencontrée  par  un  pian.  Donc  la  courbe 

piane  correspodanie  à  Cs„  est  de  Vordre  3«  et  du  genre  -(3n^ — 3m-|-2).,.  [*']  *). 

122.  Soit  n=2.  Dans  ce  cas  une  surface  quadrìque  coupé  Fa  suivant  une  courhe 
gauche  Ce. 4,  du  sixième  ordre  et  du  quatrième  genre,  qui  rencontre  deux  fois  chacune 
des  27  droites;  et  à  laquelle  correspond,  en  E,  une  courbe  piane  du  méme  ordre  qui 
passe  deux  foia  par  chacun  des  points  123466.  Cette  courbe  peut  avoir  quatre  autres 
points  doubles,  donc  ttne  surface  quadrìque  peut  toucher  F3  en  quatre  points,  au  plus, 
sans  que  la  courie  d'iniersection  se  decompose  en  courbes  inférieures. 

123.  Si  la  surface  quadrìque  passe  par  une  droite  de  F3,  par  ex.  Èj,  la  courbe 
gauche  C5 , 4  se  décomposera  en  deux  parties,  dont  la  deuxième  sera  une  courbe  gauche 
Cb,s  du  cinquième  ordre  et  du  deuxième  genre.  Dès  que  b,  correspond  à  la  conique 
33456,  à  la  courbe  65,5  correspondra  une  courbe  piane  1^23456  (e' est- à- di  re,  passant 
deux  fois  par  1  et  une  fois  par  33  ...  6)  du  quatrième  ordre.  Cette  courbe  piane  ren- 
contre (au  dehors  des  points  fondamentaus)  la  conique  33466  en  trols  points,  les 
autres  coniques  13456, ...  en  deux  points,  les  droites  13, ... ,  16  en  un  point  et  les 
autres  droites  23, ....  56  en  deux  points;  donc  la  courbe  gauche  (X.t  rencontre  trois 
fois  la  droite  b^,  deux  fois  les  droites  a„  b^,  h, ...  bg,  c^a,  c^, ...  c^,  et  une  seule  fois 
les  droites  ai,...ae,c,i,...c,s. 

Si  la  surface  quadrìque,  au  lieu  de  passer  par  61 ,  passe  par  une  droite  Cis  ou  par 
une  droite  a,,  on  obtient  une  courbe  piane  133H'5'6'  du  cinquième  ordre  ou  une 
courbe  piane  1^2''3'4^5'6'  du  sixième  ordre,  qui  correspondent  toujours  à  une  eourbe 
gauche  analogue  à  C^.j. 

Ckaque  droite  de  F3  défermine  (sur  cette  surface)  un  système  de  courbes  analogues  à 
Cs.a;  toutes  les  courbes  d'un  système  rencontrent  trois  fois  la  méme  droite.  Chaque 
courbe  d'un  système  donne  est  déterminée  par  six  points,  cat-  la  courbe  piane  1^23456 


*)  Si  une  courbe  piane  d'ordre  n  a.  d  points  doubles  (y  compris  les 

Alt  qu'elle  est  du  genre  ——à ~  "'*  (d'après  M.  Clebsch).  Le  genre  d'une  courbe  gauche 

qui  est  donno  par  la  méme  formule,  où  d  compreane  aussi  les  pointe  doubles  apparents)  située 
sur  Fg  est  le  memo  que  eelui  de  la  courbe  piane  corresp ondante  [Voir  ia  Teoria  t 
delle  superficie,  54  et  55], 
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peut  passev  par  six  points  arbitraires.  Deux  courbes  d'un  mane  système  se  coupent  en 
sept  points;  deux  courbes  de  systèmes  différeiits  correspondants  à  de«x  droites  qui  ne 
se  rencontrent  pas  (qui  se  rencontrent)  oiit  huìt  (neuf)  points  comrauns. 

124.  Si  la  surface  quadrique  passe  par  deux  droites  non  situées  dans  un  méme 
pian,  comme  61,64,  elle  coupera  de  nouveau  F3  suivant  une  courhe  gauche  C^.o  du 
quatrième  ordre  et  du  geme  0,  qui  n'est  pas  Tinterseetion  de  deux  surfaces  du  second 
ordre.  En  effet,  la  quadrique  donnée  a  deux  systèmes  de  génératriees  rectilignes;  dont 
Tun  est  forme  par  des  droites  qui  rencontrent  bi  et  63,  et  l'autre  par  des  droites  qui 
ne  rencontrent  ni  6,  ni  h^.  Or,  cliaque  generatrice  du  premier  système  rencontrera 
F3  en  deus  points  situés  sur  h^,  h-i,  et  par  suite  G^,e  en  un  seul  point,  qui  est  la  troi- 
sième  intei^ection  avec  la  surface.  Au  contraire,  toute  generatrice  de  l'autre  système 
rencontrera  Fg  (au  debors  de  61,  Sg)  et  par  suite  C<,o  en  troia  points.  Donc,  ii  n'y  a  pas 
une  autre  quadrique  passaut  par  Ci.o,  parce  que  la  courbe  commune  à  deux  surfaces 
du  second  ordre  coupé  en  deux  points  toute  generatrice  rectiligne  de  chaque  surface 
quadrique  passant  par  la  courbe  elle-méme  *). 

A  la  courbe  gauche  C,,,,  correspond,  en  E,  une  conique  passant  par  les  points  12, 
qui,  avec  les  coniques  correspondantes  aux  droites  61,  b^,  forme  une  courbe  )'2^3^4*5*6^ 
du  sixième  ordre.  On  déduìt  des  intersections  de  la  conique  12  avec  les  lignes  cor- 
respondantes aux  droites  de  F3,  que  la  courbe  Cj.^  coupé  hi,  h^  en  trois  points,  les  dix 
droites  63,  &4,  ...  &6,  "3)1 ''36,  ■■•"ss  en  deux  points,  et  les  dix  droites  «i,  a^,  C13,  Cu,  ...c^a 
en  un  seul  point.  Les  einq  droites  restantes  «3, ...  «s,  Cia  ne  sont  pas  rencontrées  par 
04,0-  De  ce  qu'il  passe  une  (seule)  conique  par  les  points  12  et  par  trois  autres  points 
quelconques  du  pian  E,  il  suit  que  par  trois  points  donnés  de  F^  on  peni  décrire  swr 
cette  swfme  une  (seuìe)  courbe  gauche  de  quatrième  ordre  et  genre  0,  qui  doive  étre  ren- 
contrée  trois  fois  par  deitx  droites  données  (non  situées  dans  un  méme  pian)  de  la  surface 
cubique  **). 

Si  l'on  fait  passer  la  surface  quadrique  par  hi  et  Cja,  ou  par  c^  et  Cia,  ou  par  ai  et 
6,,  ou  par  «1  et  Cj3,  ou  par  »i  et  %,  on  obtient  dans  le  pian  E  une  courbe  P466  du 
troisième  ordre,  ou  une  courbe  234*5''6^  du  quatrième  ordre,  ou  une  courbe  F23466 
du  quatrième  ordre,  ou  une  courbe  1^234^5^6^  du  cinquième  ordre,  ou  une  courbe 


*)  Les  théorèmes  finoncés  par  Steiner,  à  propos  de  eette  courbe  gauche,  ont  été  déjà 
dèmontrés  góométriqTiement,  avec  plusieurs  autres,  dans  un  Mémoire  inséré  aux  Annali  di 
Matematica,  t.  IV,  p.  71  [Queste  Opere  n.  28  (t.  1.")]. 

**)  Doux  coniques  passant  par  1,  2  se  coupent  en  deux  autres  points;  dono,  deus  courbes 
du  quatrième  ordre  et  genre  0,  traeées  sur  F3,  qui  rencontrent  trois  fois  les  mémes  droitfis 
{dj,  63),  se  coupent  en  deux  points. 
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l'2^3H^5^6^  du  sixième  ordre,  auxquelles  correspoodra  toujours,  sur  F,,  une  courbe 
analogue  à  C^.o- 

125.  Sì  la  surface  quadnqup  coupé  F,  suivant  une  conique  sìtuée  par  ex.  dans 
un  pian  passant  pai  «i,  les  deux  siiifaces  auiont  de  plus,  en  coinmun  une  courbe  fatiche 
Gt.i  du  quatrième  oìdie  ef  du  premier  geme,  qui  seia  lencontrée  en  deus  points  par 
toute  droite  située  dans  la  quadnque,  car  cette  dioite,  ayant  un  point  comraun  avec 
la  conique,  coupé  la  auitace  cubique  en  deux  auties  points.  Tout  pian  mene  par  la 
droite  a,  coupé  F3  suivaat  une  conique  qui  a  quatre  points  contmuns  avec  C^.i,  d'oii 
il  suit  que  par  cotte  conique  et  pai  d  1  on  peut  fané  pasaer  une  surface  du  second 
ordre.  Donc,  la  courbe  C,,i  est  la  base  d'un  faisceau  de  quadriques, 

A  C*,!  correspond,  en  E,  une  courbe  33456  du  troisième  ordre  (car  la  conique  a 
pour  courbe  correspondante  une  cubique  1^23466).  Done,  la  eourbe  gauche  C^.ine 
rencontre  pas  a,;  elle  rencontrera  en  deux  points  les  dix  droites  6j, ...  6e,  On,  ■■■  Cie,  et 
en  un  seul  point  les  seize  restantes. 

Les  dix  droites  coupées  deux  fois  par  la  courbe  gauche  sont  rencontrées  aussi  par 
la  droite  unique  qui  ne  rencontre  pas  la  eourbe.  Donc,  F3  contieni  27  systèmes  de  courbes 
Gi,i,  les  courbes  d'un  méme  système  n'étant  pas  rencontrées  par  une  méme  droite. 
Quaire  points  déterminenf  une  courbe  ^un  système  donne.  Deux  courbes  d'un  méme  système 
ont  quatre  points  communs;  deux  cowrhes  de  systèmes  différents  se  coupsnt  en  cUtqpoints  [^*]. 

Si  Fon  change  la  droite  «i ,  on  peut  obtenir  d'autres  courbes  planes  d'ordre  supé- 
rieur  (mais  toujours  du  genre  I)  comme  correspondantes  à  des  courbes  gauches  ana- 
logues  à  Ct.i. 

126.  La  courbe  d'intersection  de  Fg  avec  une  surface  quadnque  peut  se  décomposer 
en  deux  cubiques  gauclies  C3.0.  dont  si  l'une  correspond  à  une  droite  quelconque  (113) 
en  E,  l'autre  correspondra  à  une  courbe  1*3^3^4^5'6^  du  cinquième  ordre.  L'anaJyse 
de  ces  courbes  planes  fait  voir  tout  de  suite  qu'wwe  cubique  gauche  (décrite  sur  F3) 
rencontre  deux  fois  six  droites,  ne  rencontre  pas  six  autres  droites  et  coupé  en  un  point 
les  quinse  [^']  restantes.  Les  deus  groupes  de  six  droites  sont  les  "  six  „  conjugués  d'un 
méme  double-six,  de  manière  que  cMque  donUe-six  détermine  deux  systèmes  conjugués 
de  cubiques  gauches,  dans  lesqueis  chaque  conrfae  rencontre  deux  fois  les  droites  d'un 
six,  et  ne  rencontre  pas  les  droites  de  l'autre  six.  Deux  cubiques  gauches,  résuìtantes 
d'une  méme  surface  quadriglie,  appartiennent  toujours  à  deux  systèmes  conjugués  (et 
réciproqìiem£nt),  et  se  rencontrent  en  cinq  points.  Deux  cubiques  gauclies  d'un  méme 
système  ont  un  seni  point  commun. 

127.  Considérons  malntenant  les  courbes  résultantes  de  l'intersection  de  F3  avec  une 
autre  surface  F^  du  méme  ordre.  Généralement,  cette  intersection  sera  une  courie  gauche 
du  neuviènte  ordre  qui  rencontrera  troia  fois  cliacune  des  27  droites:  la  courbe  piane 
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correspondante  est  da  méme  ordre  et  passe  trois  fois  par  chaque  point  fondamenta!; 

d'ou  il  smt  que  l'ette  coiiilie,  ainsì  que  la  oowhe  gauche,  est  du  genre  —^ 3.6^10. 

La  couilie  piane  peut  avoir  dix  autres  points  doubles  au  plus;  donc,  deux  surfaces 
ctiòiques  peuvenf  se  toucher  au  plus  en  dix  points,  sans  que  leur  courbe  d'iniersecHon  se 
partage  en  courbeb  mfeneures. 

Tiois  eubiques  gaiiches  forment  T  intersection  de  F3  avec  une  surface  cublque, 
loisque  leiirs  couihes  plines  conespondantes  forment  ensemble  une  ligne  1*3^3'4'6^6' 
du  neu\ieme  oidie,  telles  sont  pai  ex  les  cubiques  gauches  correspondantes  à  une 
dioite  quelconque  et  a  deux  couibes  1  i  3^466,  1234^6^6^  du  quatrième  ordre. 

Sous  ia  méme  conditioQ  deux  courbes  gauches  du  quatrième  ordre  avec  une  droite 
peuvent  former  la  couibe  commune  a  F3  et  F3.  Si  les  deux  courbes  gauches  sont  du 
geme  0  *),  elles  se  coupent  en  buit  pomts  et  rencontrent  la  droite,  chacune  deux  fois. 
Si  les  deux  rouibes  gauches  sout  du  piemier  genre  **),  elles  appartiennent  à  deux 
systèmes  (Oiiespondants  a  deux  dioites  situées  dans  un  méme  pian:  la  troìsième  droite 
de  ce  pian  etant  uelle  qui  complète  1  inteiaection  des  deux  surfaces  cubiques.  Les  deux 
couibes  gauches  se  coupent  #n  six  pomts  et  chacune  d'elies  rencootre  deux  fois  la 
dioite  Lomplementaire  Enfin  si  des  deux  courbes  gauches  l'une  est  du  genre  0  et 
l'autie  du  geme  1  ***)  elles  se  Loupent  en  sept  points;  et  la  droite  complémentaire 
lencontre  la  première  couibe  en  trois  points  et  l'autre  en  un  seul  point. 

Sous  la  méme  condition,  l'intersection  de  F3  et  F3  peut  résulter  d'une  eourbe  du 
quatiieme  oidie,  d'une  cubique  gauche  et  d'une  conique  (ou  de  deux  droitea,  méme 
non  &ituées  dans  un  planj,  mais  nous  n'avons  pas  l'intention  de  nous  arréter  sur  tous 
les  cas  possibles 

Supposons  que  F3  et  F3  aient  en  commun  la  courbe  gauche  Cs.b  (123)  qui  corres- 
pond  à  une  courbe  piane  1^33466  du  quatrième  ordre  ;  les  deux  surfaces  se  eouperont, 
en  outre,  suivant  une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre,  dont  la  ligne  piane  corres- 
pondante sera  une  courbe  1  2'3°4''5^6'  du  cinquième  ordre  ;  donc  la  deuxième  courbe 
gauche  est  du  premier  genre.  Ainsi,  deux  courbes  gauches  Ca.i  et  C,,,  peuvent  former 
l'intersection  de  F3  avec  une  autre  surface  cubique  pourvu  que  les  systèmes  (123,  125} 
auxquels  elles  appartiennent  correspondent  à  une  méme  droite;  savoir,  à  condition  que 

*)  Par  ex.  celles  qui  correspondent  à  luie  cubique  1456^  et  à  une  coiirbe  l''2^3^45  du  qua- 
trième ordre;  la  droite  étant  b^. 

**)  Par  ex.  ceilea  qui  correspondent  à  une  cubique  12345  et  à  une  eourbe  1^23456° 
du  quatrième  ordre;  la  droite  complémentaire  est  &,. 

***)  Par  ex.  celles  qui  correspondent  à  deux  courbes  234^5^6*,  1^23^56  du  quatrième 
ordre;  la  droite  complémentaire  est  c^g. 
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la  première  courbe  coupé  en  trois  points  la  droite  qui  n'est  pas  rencontrée  par  l'autre 
courbe.  Lea  deux  courbes  gauehes  ont  huit  points  communa.  Mais  ««e  courbe  C5 ,  s  rf 
une  courhe  C, .  0  ne  peuvent  pas  étre  situées  à  la  fois  sur  àeux  surfaoes  du  troisième  ordre. 
Gomme  cas  particulier  du  précédent,  l'iatersection  des  surfaces  Fg,  F3  peut  se  compo- 
ser  d'une  courbe  C5 ,  s ,  d'une  eubique  gauche  et  d'une  droite  rencontrée  deus  fois  par 
chacune  dea  courbes  gauehes.  Ceiles-ci  ont  six  pointa  communs. 

128.  Mais  il  y  a  Heu  de  considérer  d'iutres  courbes  gauchea  du  cinquìème  ordre, 
différentes  de  Cs.j.  En  effet,  si  F3  passe  pai  une  dioite  et  par  une  eubique  gauche, 
situées  dans  F3,  l'intersection  sera  compiette  pii  une  coorbe  gauche  du  cinquième 
ordre,  qui  est  (127)  du  second  geme  en  eas  que  la  dioite  et  la  eubique  gauche  aient 
deux  points  communs.  Mais,  si  la  droite  coupé  une  &eu!e  tuis  ou  ne  coupé  pas  la  eubique 
gauche,  on  a  des  courbes  gauehes  d  un  geme  infeneur 

Le  premier  eas  a  lieu  par  ex.  si  h  couibe  pline  du  neuvième  ordre  correspondaote 
à  la  complète  intersection  de  F3  et  F3  est  composee  de  U  conique  33456  (qui  correspond 
à  la  droite  bi),  d'une  eourbe  de  quitueme  ordre  ]  2^Ì  466  (qui  correspond  à  une 
eubique  gauche  appuyée  à  b,  en  un  pomt)  et  dune  tubique  14-66;  à  celle-ci  corres- 
pondra  donc  une  courbe  gauche  G^^idtt  aìtquteme  o} dt e  et  du  premier  genre,  qai  coupé 
la  eubique  gauche  en  sept  [**]  points  et  la  droite  en  trois  points.  On  obtient  cette 
méme  courbe  G^,,,  lorsque  les  deux  smfaces  cubiques  ont  en  commun  une  courbe  G,.o; 
les  deux  courbes  gauehes  ont  alora  dix  point&  l  immuns  et  !a  première  courbe  reneontre 
en  0,  1,  2,  3  points  les  mémes  droites  que  1  autre  coupé  en  3,  2,  1,  0  points  respecti- 
vement. 

On  aura  le  demier  eas  si  par  ex.  la  eourbe  piane  du  neuvième  ordre  se  decompose 
dans  les  trois  lignes  suivantes:  la  eonique  23456,  qui  correspond  à  la  droite  &i;  une 
courbe  1^2^3^4*6^^  du  cinquième  ordre,  qui  correspond  à  une  eubique  gauche  n'ayant 
aueun  point  commun  avec  la  droite  è,;  et  une  eonique  passant  par  le  point  1,  à  iaqueile 
correspondra  par  suite  une  courbe  gauche  C5 , 0  du  cinquième  ordre  et  du  genre  0.  Cette 
eourbe  coupé  la  eubique  gauche  en  huit  points,  la  droite  61  en  quatre  points,  les  droites 
&s, ...,  6a  en  trois  points,  les  droites  Cm,  ..,,  Cja  en  deux  points,  les  droites  «1,  C|2, ...,  Cy, 
en  un  seu!  point,  et  les  autres  droites  «j,  .,.,«6  en  aueun  point. 

De  cea  troia  courbes  gauehes  C5.2,  C^,!,  Cs.d,  du  cinquième  ordre  ce  n'est  que  la 
première  qui  est  aituée  sur  une  surface  quadrique.  Elle  a  quatre  points  dolibles  apparenta 
(e'est-à-dire  que  par  un  point  arbitraire  de  l'espace  on  peut  mener  quatre  droites  à 
reneontrer  la  courbe  deux  fois),  au  lieu  que  la  deuxième  en  a  einq  et  la  troisième 
six.  La  troisième,  la  plus  simple  de  toutes,  est  la  seule  qui  admette  une  droite  qui 
la  coupé  en  quatre  points. 

129.  Cette  méthode  d'étudier  sur  le  pian  E  les  propriétés  des  courbes  traeées  sur  F3 
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est  si  evidente  et  si  facile,  que  nous  nous  boraerons  désormats  à  énoncer  des  resultata. 
Ainsi,  pour  obtenir  les  courbes  gauches  du  sixième  ordre  qui  font  partie  de  l'intersectìon 
de  deux  surfaces  cubiques,  il  faudra  eonsidérer  les  cas  suivants: 

1."  Les  surfaces  F3 ,  FI  ont  en  eommun  une  section  piane;  l'autre  partie  de  l'intersectìon 
est  alors  une  courhe  gauche  Gs,4du  sixième  ordre  et  du  quatrième  ^e^re,  qui  résulte 
aussi  de  la  rencontre  de  F3  avec  une  surface  quadrique  (122); 

2.°  Les  surfaces  Fa,  F3  ont  en  eommun  une  cubique  gauche;  elles  se  couperont  aussi 
suivant  une  courbe  gauche  Ca.a  du  sixième  ordre  et  du  troisième  genre,  qui  a  huit  points 
communs  avec  la  cubique  gauche  et  coupé  en  1,  2,  3  points  les  mémes  droites  que 
la  cubique  rencontre  en  2,  1,  0  points  respectivement.  D'où  il  suit  que  Ce. 3,  de  méme 
que  la  cubique,  correspond  à  un  certain  doubie-sìx. 

Z."  Les  surfaces  F3,  F3  passent  à  ia  fois  par  une  droite  et  une  conique  qui  n'ont 
aucuQ  point  eommun.  L'interseetion  est  alors  eomplétée  par  une  courhe  gauche  C^  ,ì  du 
sixième  ordre  et  du  second  genre,  qui  coupé  la  conique  en  six  points  et  ia  droite  donnée 
en  quatre  points.  Farmi  les  autres  droites  il  y  a  8,  9,  8,  I  qui  sont  rencontrées  en 
3,2,1,0  points  respectivement. 

4.»  Les  surfaces  F3,  F|  ont  en  eommun  trois  droites  qui  ne  se  eoupent  pas;  elles 
se  rencontreront  en  outre  suivant  une  courbe  gauche  Ca ,  1  du  sixième  ordre  et  du  ■premier 
genre,  qui  coupé  chacune  des  trois  droites  données  en  quatre  points,  etc. 

De  ces  quatre  courbes  gauehes  du  sixième  ordre,  la  première  seule  est  située  sur 
une  surface  quadrique.  Elles  ont  respectivement  six,  sept,  huit,  neuf  points  doubles 
apparents. 

La  courbe  06,3  est  eelle  que  nous  avons  rencdntrée  ailleurs  (25,  78,  107)  comme 
lieu  des  sommets  des  eones  quadriques  d'un  réseau.  La  courbe  piane  correspondante 
peut  étre  une  eourbe  generale  du  quatrième  ordre  (passant  par  iea  six  points  fon- 
damentaux)  ;  d'ou  il  résulte  que,  comme  par  ex.  cette  courbe  piane  a  28  tangentes  doubies 
et  24  tmgentes  stationmiies  le  n  éme  paini  les  ubiques  gauehes  qui  eoupent  en 
le  IX  pomts  les  dioites  de  F3  que  C  3  rencontie  tiois  fois  il  v  tn  a  28  qui  touchent 
(       en  deux  points  et    4  qui  jnt  a\e      ette  courbe  un  contact  du  second  ordre. 

De  meme  que  poui  les  tubiiues  gauehes  thaque  dovile  sii  determine  deux  systèmes 
u  )  igue  le  cuirbes  du  sineme  otdre  et  t  oisi  me  gette  Deux  couibes  appartenant  à 
deux  systèmes  conjugues  ont  quatoize  [  ^]  points  eommuns  et  forment  la  complète 
interseLtion   le  F^  avec  une  surtiee  du  quatneme  oilie 

130  Uva  aubsi  mie  e  oìe  gaiiche  du  s-xieme  otdre  d  du  gm  e  0,  mais  elle  n'est 
pas  situee  ì  la  lo  s  sur  leux  auitaees  eubiqies  On  ohtient  eette  eourbe,  en  faìsant 
passei  une  suifice  du  quatiième  ordre  par  tiois  dioites  cornine  b  ,l2,b-i,  qui  ne  se 
0  ipent  pis    et  pir  une    ubique  gauche  (t  iiespondante  a  une  eourbe  1*2^3*466 
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du  quatrième  ordre)  qui  rencontre  chacune  de  ces  droites  en  un  point.  La  courbe  gauche 
resultante  C^ ,  o  correspond  à  une  eonique  qui  ne  passe  par  aueun  des  points  fondamentaux, 
et  coupé  la  cubique  gauche  en  huit  points.  Des  27  droites  de  F3,  il  y  en  a  6,  6,  15 
rencontrées  par  Ce.o  en  4,0,2  points  respectivement.  Cette  courbe  Cb.u  a  dix  points 
doubles  apparents. 

131.  De  l'intersection  des  deux  surfaces  cubiques  Fs,  F|  il  ne  peut  résulter  plus 
que  deux  courbes  gauckes  du  sepiième  ordre  Ci. 5  et  Ci.j,  et  une  seule  cowrhe  gauche  du 
ìmitième  ordre  Ca,,;  on  obtient  ces  courbes  en  faisant  passer  F^  par  une  eonique,  ou 
par  deux  droites  qui  ne  se  coupent  pas,  ou  par  une  droite  (de  F3)  respectivement  [^"]. 

Il  y  a,  sur  F,,  27  systèmes  de  courbes  analogues  àCg.T,  chaque  système  correspondant 
à  une  droite  de  F3.  Si  le, système  est  donne,  la  courbe  est  déterminée  par  quatorze 
points.  Deux  courbes  d'un  méme  système  oot  vingt  points  communs. 

L  inteisettion  de  F  avet  des  suifaces  d'ordres  supérieurs  donne  d'autres  courbes 
du  7»  y  9  oirtte  Pai  ex  si  pai  deus  droites  qui  ne  se  coupent  pas  et  par  «ne 
cubique  gauche  qui  ne  rencontie  aucuue  de  ces  droites,  on  fait  passer  une  surface  du 
quitrierae  ordie  on  a  une  comi (  gauche  Ct ^  i  dit  septìème  ordre  ei  du  premier  genre,  qui 
coupé  la  cubique  en  onze  points  et  chicune  des  droites  données  en  cinq  points.  Si 
pai  trois  dioites  qui  ne  se  coupent  jas  et  par  une  courbe  Cj.o  qui  rencontre  deux  de 
ces  dioites  en  un  point  et  ne  lencontre  pas  la  troisième,  on  fait  passer  une  surface 
du  cmquieme  ordie  1  mtei^ection  seia  complétée  par  ime  courbe  gauche  Ca.i  du  huUième 
oidìe  et  du  piemìet  geme  qui  coupé  C^  0  en  seize  points,  les  deux  premières  droites 
en  unq  points  et  h  tioisieme  en  six  Enfin,  on  obtient  une  courbe  gauche  du  neuvième 
ordre  et  du  premier  genre,  lorsque  l'intersection  de  F3  par  une  surface  du  sixième  ordre 
se  decompose  en  deux  courbes  du  méme  ordre  [^^];  etc.  etc. 

132.  On  vient  de  voir  qu'à  une  mème  courbe  sur  F3,  dont  l'ordre  et  le  genre  soient 
donnés,  correspondent  en  E  des  courbes  planes  d'ordres  différents,  mais  toujours  d'un 
mème  genre  *}.  En  nous  bornant  à  considérer,  pour  chaque  genre,  la  courbe  piane  de 
l'ordre  le  plus  petit  possible,  nous  pourrons  donner  le  résumé  suivant: 

1."  A  une  droite  en  E  correspond,  en  F3,  une  eonique  ou  une  cubique  gauche,  suivant 
que  la  droite  passe  ou  ne  passe  pas  poir  un  des  points  fondamentaux. 

2."  Auneconiqtie  enE  correspond,  en  F3,  une eourbe gauche  C,_a-,  ou  Cs.o,  ou  Cb.o,  [^^] 
suivant  que  la  eonique  passe  par  2,1,0  points  fondamentaux. 

3."  J.  urne  cubique  (generale)  en  E  correspond,  en'Es,  une  cubique  piane  G^.i,  ou  une 
courbe  gauche  Gi,i,  ou  Cs.i,  ou  Ce,!,  ou  Ct.i,  ou  Cg,!,  ou  C^.i,  suivant  que  la  cubique 
donnée  passe  par  6,  5,  4,  3,  2,  1,  0  points  fondamentaux. 

Etc.  etc. 


*)  [Teoria  geom.  delle  superficie,  54]. 
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133,  Soit  en  general  donnée,  dans  le  pian  E,  une  courbe  d'ordre  n,  qui  passe  a,,  as,...,»^ 
foia  par  lea  points  1,  3,  ...  tì  respectivement  et  qui  est  douée  de  d  points  doubles 
et  Jc  points  de  rebroussement,  situés  ailleura.  L'ordre  de  la  courbe  gauche  correspondante 
en  F3  sera  évidemment  3«— Sa,  et  son  genre  sera  celui  mème  de  la  courbe  piane,  savoir 


-(»-l)(»-2)--Sci(t<-l)~(d  +  S). 


Or,  une  courbe  gauche  d'ordre  3m — Sa,  douée  de  d  points  doubles,  k  rebroussements 
et  h  points  doubles  apparents,  est  du  genre  donne  par  la  formule 


(3„__Ia-l)(3«-Ia-2)-(A  +  <^+ft), 


A=4„^„3«(£a+l)+-(Sa+l)^  +  A(£  «._!). 

Connaissant,  de  cotte  manière,  l'ordre  de  la  courbe  gauche  (désignons-le  par  m)  et  les 
nombres  des  points  doubles  effectifs  et  apparents,  on  peut,  d'après  les  formules  dues 
à  M.  Catley,  ealculer  les  autres  caractéristiques  de  la  courbe;  savoir 
l'ordre  de  la  développable  osculatrice 

p=m(»w— 1)  — 2(A-|-d)— 3ft  =  M(«+3)— Sa(o;-|-])— (2<ì+3i), 

la  elasse  de  cette  développable 

v-:8m(m-2)— 6(A  +  d)— 8^==3(w'— 2a')-(6<i+8/e), 

le  nombre  des  plans  osculatenrs  statìonnaires 

a=-/:  +  2(v— m)  =  6n(«~l)  — 2£«(3a— 1}— 3(4d+5^), 

la  classe  de  la  développable  hitangente 

y=h+-Ì9-m){pi'm-~Q)-\-d 
=  ^«(«'~l)(«+6)+iSo:'(SoL+l)— ^[2d+3/i;^-2a(a^^l)][2«^+6K— 9~2<?— 3fc— ia^] 
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le  nombre  des  plans  qui  touehent  la  coiirbe  eii  trois  points 

if=|[(p— 2),!/— p{3v  +  m)  +  6v-[-10(f3+'»)],  etc.  etc. 

Réciproquement,  ces  nombres  expriment  aossi  des  propriétés  de  la  courbe  piane 
donnea;  c'est-à-dire  quo  dans  le  système  des  cubiques  passant  par  les  six  points 
133456,  il  y  en  a  a  qui  ont  un  contact  du  troisième  ordre  avee  la  courbe  donnea, 
et  t  qui  touehent  cette  courbe  en  trois  points  distìncts;  que  dans  un  réseau  de  ces 
cubiques,  il  y  en  a  v  qui  ont  un  contact  du  second  ordre  avec  la  courbe  donnée,  et  ^ 
qui  la  touehent  en  deux  points  distincts;  et  que  dans  un  faisceau  de  ces  mémes  cubiques, 
il  y  en  a  p  qui  sont  tangentes  à  la  courbe  donnée. 

Observons  en  outre  que  ia  courbe  piane  donnée  passe  «^  fois  par  le  point  fonda- 
niental  r,  coupé  en  2« — (Sa — a,,}  poinfs  (différents  des  points  fond.)  la  eonique  qui 
passe  par  les  points  fond.  excepté  r,  et  coupé  en  n  —  (a^4-'^0  points  (différents  des 
points  fond.)  la  droite  rs  ;  donc  la  courbe  gauche  correspondante  rencontrera  la  droite  a^ 
en  a,,  points,  la  droite  ò^  en  2M  +  a^  — Sa  points  et  la  droite  e, ^  en  n — (a, +  «5)  points. 

134.  Qu'il  nous  soit  peraiis  de  faire  mention  speciale  du  cas  dans  leque!  tous  les  a 
sont  nuls,  c'est-à-dire  que  la  courbe  piane  ne  passe  par  aucun  des  points  fondamentaux. 
Alora,  la  courbe  gauche,  qui  est  de  V ordre  3w,  correspond  à  un  certain  douUe-six,  doni 
elle  coupé  2nfois  les  droites  d'un  six,  et  ne  renconire pas  les  droUes  de  l'aufre  six;  tandis 
que  ckacune  des  avires  quinse  droites  est  rencontrée  par  la  courbe  gauche  en  n  points. 
Chaque  douhle-six  détermme  dono  deux  systèmes  conjugués  de  courhes  gauehes  analogues; 

si  le  système  est  donne,  iì  y  a  une  (seule)  courbe  qui  passe  par    ^  7^  '  points  donnés 

arbitrairement  ;  et  deux  couvbes  d'un  méme  système  ont  w*  points  communs. 

La  courbe  gauche  d' ordre  3«,  correspondante  à  la  courbe  piane  d'ordre  n  qui  ne 
passe  par  aucun  point  fond.  et  la  courbe  gauche  du  méme  ordre,  correspondante  à  une 
courbe  piane  d'ordre  5w  qui  passe  '2n  fois  par  chaque  point  fond.,  forment  ensemble 
i'intersection  complète  de  F3  avec  une  surface  d'ordre  2«,  et  appartiennent  à  deux 
systèmes  conjugués  (relatifs  au  méme  double-six).  Ces  deux  courbes  gauehes  ont  5m^ 
points  communs.  Si  elles  n'ont  pas  de  points  doubles  (c'est-à-dire,  si  les  courbes  planes 
correspoudantes  n'en  ont  pas  au  debors  des  points  fond.),  ou  bien  si  elles  en  ont  le 
méme  nombre,  toutes  les  caractéristiques  seront  communes  aux  deux  courbes  gauehes. 
Ces  caractéristiques  sont  (en  supposant  qu'il  n'y  ait  pas  de  points  doubles): 

ordre  3«, 

genre  -{n  —  l){n — 2), 

nombre  des  points  doubles  apparents  n{in — 3), 
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ordre  de  la  développable  osculatriee  n(n-\-3), 

classe  de  cette  développabie  3m^, 

nombre  des  plans  osculateurs  stationnaires  Qn{n—l), 

classe  de  la  développable  bitangente    ~n{w' — 1)(«+6), 

nombre  des  plans  tritangents    ■-n{n- — l)(n*-\-10n^-\-7ff — 74m-|-48), 


Ohapitkb  Neuvième. 

Surtaees  quadrìciues  qui  coupent  une  surfaee  Aa  trolsièine  ordre 

snlvant  des  conìques. 

135.  Deux  coniques  sitìiées  dans  une  surface  donnée  F3  du  troisiènie  ordre  et  dans 
deux  plans  passant  par  deux  droites  (de  la  surface),  qui,  comme  a,,  b^,  se  eoupent,  ont 
toujours  deux  points  comìnuns:  puisque  la  droite  coiniuune  aux  deux  plans  rencoiitre 
cbaQue  eonique  en  deux  points,  et  d'ailleurs  cette  droite  ne  rencontre  Fg  qu'en  deux 
points,  outre  le  point  a,b^;  ces  deux  points  sont  done  communs  aux  deux  coniques. 
Et  réciproquement,  si  deux  coniques  (de  la  surface)  ont  deux  points  communs,  la  droite 
qui  joint  ces  points,  étant  l'intersection  des  plans  des  coniques,  coupera  la  surface 
en  un  troìsième  point  qui  sera  commun  aux  deux  droites  de  la  surface,  situées  dans 
ces  plans, 

Au  contraire,  deux  coniques  (de  la  surface)  situées  dans  deux  pians  passant  par 
deux  droites  qui,  comme  a^,  a^,  ne  se  coupent  pas,  ont  un  seul  point  commun,  aiosi 
qu'on  a  déjà  remarqué  (118).  Et  deux  coniques  situées  dans  deux  plans  passant  par 
une  méme  droite  a,,  n'ont  aucun  point  commun,  car  elles  coupent  «i  suivant  deus 
coupìes  de  points  conjugués  d'une  certaine  involution  (109). 

Par  conséquent,  une  droite  de  la  surface,  comme  a,,  rencontre  en  deux  points  toute 
eonique  située  dans  un  pian  passant  par  a,,  et  en  un  seul  point  toute  eonique  située 
dans  un  pian  passant  par  une  droite  qui  ne  coupé  pas  a^;  mais  la  méme  droite  aj 
ne  rencontre  pas  les  coniques  dont  les  plans  passent  par  des  droites  appuyées  sor  a,. 

136,  Deux  coniques  (de  F3)  situées  dans  deux  plans  passant  par  «1,  i^,  respective- 
ment,  ayant  deux  points  communs,  forment  la  base  d'un  faisceau  de  surfaces  q 
dont  cliacune  coupera  Fa  suivant  une  troislème  eonique  située  dans  un  pian  1 
par  la  droite  c,^  qui  rencontre  a,  et  b^  *).  Cette  troisième  eonique  peut  étre  choisie  arbi- 


*)  Les  piatta  des  trois  coniques  forment  une  sarface  cubique  qui  coupé  F^  suivant  troia 
coniques  et  trois  droites  ;  les  trois  coniques  étant  dans  une  surface  quadrique,  les  trois  droites 
Herottt  dans  un  platt  (11.  note). 
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trairement;  car,  la  base  àa  faisceau  wntenaiit  quatre  points  de  toute  conique  située 
dans  un  pian  passant  par  c^,  un  autre  point  quelconque  de  celle-ci  suffit  pour  déterminer 
la  quadrique  (du  faisceau)  qui  passe  par  eette  conique.  Il  y  a  donc  mie  (seule)  swrface 
quadrique  qui  passe  par  trois  coniques  sìtuées  dans  trois  plans  menés  arbitrai/remmt 
par  «1,  63,  C12  respectivemmt.  Réeiproquement,  si  une  surface  quadrique  rencootre  F3 
suivant  trois  coniques,  les  plans  de  celles-ci  couperont  de  nouveau  F3  suivant  trois 
droites  situées  dans  un  méme  pian  (11.  note).  D'où  il  résulte  que  trois  couples  quel- 
conques  de  pointa  conjugués  des  involutions,  qui  sont  marquées  sur  a,,  \,  Cjs  resp. 
par  les  coniques  de  la  surface  (109J,  appartiennent  à  une  méme  courbe  du  sccond 
ordre  (qui  n'est  paa  située  sur  F3). 

137.  Soient  A,  B  deux  plans  bitangents  de  Fj,  menés  i'un  par  a,  et  l'autre  par 
W,  par  les  deux  coniques  (A),  (B),  contenues  dans  ces  plans,  on  pourra  faire  passer 
deux  cones  quadriques,  dont  ies  sommets  seront  sur  la  droite  rédproque  de  T  interseetion 
AB,  par  rapport  à  une  surface  quelconque  du  aecond  ordre  passant  par  (A)  et  (B). 
Nous  pouvons  flxer  arbitrairement  un  pian  C  passant  par  Ci^;  et  la  surface  quadrique 
(ABC)  passant  par  les  coniques  (A),(B),(C)  suffira  pour  déterminer  la  droite  qui 
joint  ies  sommets  des  deux  cones. 

Si  l'on  fait  tourner  le  pian  B  autour  de  &e,  la  quadrique  (ABC)  engendrera  un 
faisceau  (AC),  et  la  droite  AB  produira,  dans  le  pian  A  et  autour  du  point  01,62,  "n 
autre  faisceau  projectif  au  précédent.  Les  droites  de  ce  faisceau  sont  coupées  par  la 
droite  AC  en  des  points  dont  les  plans  polaires,  par  rapport  aux  surfaces  correspondantes 
du  faisceau  (AC),  passent  par  une  méme  droite  (la  réeiproque  de  AC  par  rapport  aux 
quadriques  (AC));  et  aemblablement  Ies  plans  polaires  du  point  aJh,  par  rapport  aux 
quadriques  (AC),  passent  par  une  méme  droite,  Donc  les  plans  polaires  des  points  aj)^ 
et  ABC,  par  rapport  à  la  surface  (ABC),  siB  est  variable,  engendreront  deux  faisceaux 
projectifs,  et  par  suite  le  lieu  de  la  droite  réeiproque  de  AB  est  un  hyperbolo'ide  Ja, 
dont  les  génércdrices  de  l'autre  système  sont  émdemment  les  droites  résiproques  de  AC 
par  rapport  à  la  quadrique  (ABC),  où  le  pian  C  smt  variale  autour  de  c,j.  Lea  droites 
AB,  AC  se  coupent  au  point  ABC;  leurs  réciproques  seront  par  suite  dans  le  pian 
polaire  de  ce  point  par  rapport  à  la  surface  (ABC).  L'hyperboloìde  Ji.est  donc  l'en- 
veloppe  du  pian  polaire  du  point  ABC  par  rapport  à  la  quadrique  (ABC),  où  A  est  fkte, 
B  c^  C  variables. 

Un  point  quelconque  de  l'espace  est  T intersection  de  trois  plans  A,  B,  C,  qui  donnent 
une  quadrique  (ABC);  et  réeiproquement,  toute  surface  (ABC)  détermine  un  point  de 
l'espace.  L'hyperbdotde  J*  est  Venmloppe  des  plans  pdaires  des  pomts  du  pian  A  par 
rapport  aux  surfaees  (ABC)  qui  correspondent  à  ces  points. 

Dès  que  lea  droites  réciproques  de  AB,  AC  sont  situées  dans  le  pian  polaire  du 
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point  ABC  par  rapport  à  la  quadrique  (ABC),  le  poìnt  commun  à  ces  réciproques  est 
le  pole  clu  pian  A  par  rapport  à  ia  méme  suriace;  Vhyperholoide  Ja  est  dotic  le  lieu 
des  poles  du  pian  fìxe  A  pa/r  rapport  aux  qtuidrìquss  (ABC). 

Les  surfaces  (ABC)  passent  par  la  eonique  fìxe  (A),  donc  les  plans  polaires  du 
point  a,b.i  se  eoupent  snivant  la  droite  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  la  eonique 
(A) .  D'où  il  résulte  que  l'hyperboloìde  J*  rencontre  le  pian  A  suivaiit  la  droite  polaire 
du  point  a,hi  par  rapport  à  la  eonique  (A),  et  analoguement  suivant  la  droite  polaire 
du  point  «1C12  par  rapport  à  la  méme  eonique. 

138.  Désignoos  par  0  le  point  h^Cn;  une  droite  quelconque  ól  est  l' intersection  de 
deux  plans  B,  C.  Soient  l,  m,  n  les  points  eonjugués  harmoniques  de  0  par  rapport 
aux  couples  de  poiots  d' intersection  des  coniques  (B),  (G)  avec  les  droites  oi,63,Ci!.; 
les  droites  Im,  In  seront  alors  les  polaires  du  point  0  par  rapport  à  ces  coniques,  et 
par  suite  Imn  sera  le  pian  polaire  de  0  par  rapport  aux  quadriques  du  faisceau  (BC). 
Bn  outre,  si  l'on  méne  par  0  dans  le  pian  B  une  droite  quelconque,  qui  coupera  la 
eonique  (E)  et  par  suite  la  surface  F3  en  deus  points,  le  point  conjugué  harraonique 
de  0,  par  rapport  à  ces  intersections,  torabera  sur  Im;  donc  Im  et  de  méme  In  appar- 
tiennent  à  la  quadrique  0,  première  polaire  de  0  par  rapport  à  F3;  en  d'autres  termes, 
le  pian  Imn  est  tangent  en  ?  à  cette  quadrique  polaire.  D'où  il  résulte  que  les  plans 
polaires  du  pomi  0  par  rapport  à  toutes  les  quadriques  (ABC),  quéls  que  soient  A,  B,  C, 
enveloppent  la  quadrique  polaire  de  0. 

On  se  souvient  que  l'hyperboloìde  J*  est  l'enveìoppe  du  pian  polaire  du  point  ABC 
par  rapport  aux  quadriques  (ABC),  A  étant  fixe;  or,  si  le  pian  A  vient  coincider  avec  le 
pian  tritangent  «162^12  (dans  lequel  cas,  la  quadrique  (ABC)  se  réduit  aux  deux  plans 
B,  C),  tous  les  points  ABC  tombentsur  0;  donc,  Vhpperboloide  3 i. ,  correspondant  au  pian 
A^ftièsCis,  n'est  autre  que  la  quadrique  0  polaire  de  0. 

139.  Si  le  pian  imn  est  mobile  autour  d'un  point  flxe  i  de  l'espace,  son  enveloppe 
sera  un  cene  eircoascrit  à  la  quadrique  0;  le  point  l  décrira  la  eonique  de  contact, 
et  par  suite  le  lieu  de  la  droite  ól  sera  un  cone  quadrique,  qui  passera  toujours  par 
les  droites  h,  Ci2\  car,  ces  droites  étant  situées  sur  0,  les  plans  ib^,  icia  touclient  cette 
surface,  quel  que  soit  i,  en  des  points  appartenant  aux  mémes  droites  h^,  Cn. 

Soit  p  le  poìnt  ABC  où  la  droite  ol  rencontre  un  pian  fixe  A  (passant  par  «,).  Sì 
ol  toume  autour  de  0,  le  pian  polaire  de  p  par  rapport  à  la  quadrique  (ABC)  enveloppe 
l'hyperboloìde  J», .  Or,  comme  les  plans  taogents  de  0  correspondent  projectìvement  [**J 
aux  droites  par  0  {au  pian  qui  touche  0  en  l  correspond  la  droite  ol  et  inversement), 
de  mème  aux  plans  tangents  de  Ja  correspondront  projectìvement  les  droites  par  0, 
de  la  manière  suivante.  Un  pian  tangent  de  J*  coupé  A  suivant  une  droite,  dont  le 
pole  p  par  rapport  à  la  eonique  (A)  determino  la  droite  correspondante  olp.  Réeìpro- 
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qiieraent,  une  droite  par  o  rencontre  A  en  un  point  p\  et  par  !a  droite  polaire  de  p, 
par  rapport  à  ìa  conique  (A),  il  passera  (outre  A)  un  pian  tangent  de  Ji,  qui  est  le 
pian  correspondant  à  la  droite  menée  par  o. 

Les  plans  taugents  de  J*  qui  passent  par  le  point  i  enveloppent  un  cone  qui  coupera 
A  suivant  «ne  conique;  la  polaire  réciproque  de  eette  conique,  par  rapport  à  la  conique 
(A),  est  -vtie  du  point  o  suivant  un  cone  qui  passe  par  les  droites  h,  c,s,  quel  que 
soit  i;  à  eause  des  deux  plans  menés  par*  et  par  les  droites  polaires  des  points  «163, aiC,; 
par  rapport  à  !a  conique  (A)  1,137).  Ce  cone  et  l'autre  cone,  forme  par  les  droites  ol 
correspondantes  aux  plans  tangents  de  0  qui  passent  par  i,  se  couperont  suivant  deus 
droites  {outre  ì>ì  et  Cu);  c'est-à-dire  que  par  un  point  quélconque  i  passent  deux  couples 
de  plans  correspondants  tangents  «  0  ei  J*  :  où  l'on  dit  correspondants  deux  plans  qui 
eorrespondent  à  une  mème  droite  ol. 

Soit  g  la  droite  suivant  laquelle  se  coupent  deux  plans  tangents  correspondants 
de  0,  J,v,  savoir  les  pìans  polaires  dea  points  0  et  ABC,  par  rapport  à  une  méme 
surface  (ABC);  ou  inieux,  soit  g  la  réciproque  de  la  droite  BC  par  rapport  à  la  surfaee 
(ABC),  où  le  pian  A  est  donno  arbitrairement.  Il  résulte  de  ce  qui  précède,  que  les 
droites  g  correspondantes  à  toittes  les  couples  possibles  de  plans  B ,  0  (3  est  indépendante 
de  A)  forment  un  tei  système  que  par  un  point  arbitraire  i  de  Vespace  passent  deux 
droites  g. 

140.  Proposons-nous  raaintenant  de  trouver  les  points  de  l'espace  pour  lesquels  les 
deux  droites  g  coìncident. 

Si  la  droite  ol  est  tangente  en  i  à  la  surface  cubique  F  et  pai  suite  <i  tonte  suiface 
quadrique  du  faìsceau  (BC),  le  pian  polaire  de;»  par  rapport  \  cette  quidrique  pissera 
par  l\  donc,  parmi  les  plans  tangents  de  J*  menés  par  ì,  il  y  en  a  un  dont  la  droite 
eorrespondante  est  olp.  Pla^ons  le  point  t  en  l.  Les  plans  tins^euts  menés  du  point  0 
à  la  surfaee  0  passent  par  les  deux  géoératrices  Im,  In  et  ont  leuis  points  de  contact 
sur  celles-ci;  les  droites  correspondantes  issues  de  0  forment  douc  deux  plans  ohn  et 
oln  (savoir  B  et  C).  Or,  au  cone  de  soramet  l,  circonscrit  à  J*  correspond  un  cone 
de  sommet  0  qui  passe  par  ol,  ainsi  qu'on  vient  de  le  voir  donc  les  deux  droites  qui 
pour  un  point  queleonque  i,  résultent  de  l'intersection  des  deux  cones  de  sommet  0 
(139)  se  réduisent,  dans  ce  cas,  à  la  droite  unique  ol;  ceitadire  que  lei  points 
communs  à  F-,  et  à  0  sont  fels  que  par  ehacun  d'eux  passe  une  seitìe  droite  g 

141.  Le  point  i  soit,  en  second  iieu,  le  sommet  d'un  cone  quiduque  passant  par 
les  coniques  (B),  (C).  Gomme  le  choix  du  pian  A  pour  la  déteiminxtion  de  la  droite 
g  est  arbitraire,  on  peut  supposer  que  ce  pian  passe  par  i  Aloi-)  i  ftant  sui  la  droite 
réciproque  de  BC  (ou  olp)  par  rapport  à  toute  quadrique  du  faìsceau  (BC)  le  pian 
polaire  de  0  relatif  à  la  quadrique  (ABC)  passera  par  i;  de  plus  le  meme  pian  polaire 
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est  taugent  en  ^  à  la  surface  0  ;  donc,  il  passe  par  /  un  pian  tangent  de  0  dont  le 
point  de  contact  est  l,  et  par  suite  la  droite  correspondante  est  olp. 

Analoguement,  i  est  situé  dans  les  plans  polaires  de  tous  les  points  de  ol  par 
rapport  à  la  quadrique  (ABC);  c'est  pourquoi  les  points  i,  p  sont  conjugués  relativeraent 
à  la  conique  (A). 

Quant  à  l'hyperboloide  Ji ,  ses  plans  tangents  menés  par  i  coupent  A  suivant  des 
droites  croisées  en  i,  dont  les  poles  par  rapport  à  la  conique  (A)  se  trouveiit  sur  la 
polaire  de  i,  qui  est  une  droite  passant  par  p.  D'où  il  suit  qu'au  cone  de  sommet  i 
circonscrit  à  0  correspond  un  cone  K  de  sommet  o,  passant  par  ol;  et  au  cone  de 
sommet  i  circonscrit  à  l'hyperbolo'ide  J*  correspond  (outre  le  pian  «iSaCis)  un  pian  E 
passant  par  op  et  par  la  droite  polaire  de  i,  par  rapport  à  la  conique  (A).  Or,  on 
peut  démoiitrer  que  ce  pian  E  est  tangent  au  cone  K  suivant  op. 

En  effet,  le  pian  qui  passe  par  i  et  touche  0  en  ^  contieni  un  groupe  liarmonique 
de  quatre  droites,  savoir  les  droites  ìm.  In,  génératrices  de  la  surface,  la  droite  U 
generatrice  du  cone  circonscrit  {de  sommet  r),  et  la  droite  Ij  tangente  en  ^  à  la  conique 
de  contact  (oàj  soit  la  trace  de  cette  droite  sur  le  pian  A).  En  projetant  du  point 
0  sur  le  pian  A  ces  quatre  droites  harmoniques,  on  a  les  droites  p  {u,  v,  i,  ,fj  *)  qui 
formeront  de  mème  un  groupe  liarmonique.  Mais  d'un  autre  coté,  la  couple  de  plans 
BC,  le  cone  (BC)  et  la  quadrique  (ABC)  appartiennent  à  un  mème  faisceau;  donc,  la 
conique  (A)  doit  passer  par  les  quatre  points  oil  les  droites  intersections  du  cone  avec 
A  rencontrent  les  droites  AB  et  AC  (saroir  pu  et  pv);  c'est  pourquoi  la  droite  polaire 
de  i  par  rapport  à  la  conique  (A)  est  la  conjuguée  harmonique  de  pi,  par  rapport  aux 
droites  pu,  pv:  en  d'autres  tei-mes,  la  droite  ^  est  la  polaire  de  i  par  rapport  à  la 
conique  (A). 

Donc,  le  pian  E  est  tangent  au  cone  K  suivant  op;  et  par  conséquent  le  point  i 
est  tei  qu'il  est  situé  sur  une  seule  droite  g. 

142.  La  droite  g,  réciproque  de  la  droite  BC  par  rapport  à  tonte  surface  du  faisceau 
(BC),  est  située  (137)  sur  les  hyperboloìdes  Je  et  Jo-  Inversement,  J»  est  le  lieu  de 
la  droite  réciproque  de  BC  (oii  B  est  fixe  et  C  variable)  par  rapport  aux  surfaees 
du  faisceau  (BO),  et  aussi  le  lieu  de  la  droite  réciproque  de  BA  (où  B  est  fixe  et  A 
variable)  par  rapport  aux  surfaees  (BA).  Et  de  mème  pour  Jc  .  Or,  on  a  démontré  qu'il 
passe  par  tout  point  de  l'espace  deux  droites  g,  réciproques  de  BC,  et  analoguement 
deus  droites  réciproques  de  CA,  et  deux  droites  réciproques  de  AB;  donc,  par  tout 
point  de  Vespace  <m  peut  faire  passer  deux  hyperhoìóides  J*, ,  deux  hyperbolmdes  Jb  et  deux 
Tiyperbóldides  Jr  .  Et  de  ce  qui  précède  il  résulte  que,  si  i  est  le  sommet  d'un  cone  quadri- 


*J  u,  V  désigocEt  les  points  a,6j,  a 
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que  coupaat  F3  eo  trois  coniques  (A),  (B),  (0),  par  i  il  passe  une  seale  droite  réciproque 
de  BC,  et  de  mème  une  seule  droite  réciproque  de  CA  et  une  seule  droite  réciproque 
de  AB;  dono  par  i  il  passe  un  seuì  hyperboloide  Ja  ,  un  Seul  hyperboio'ide  Jb  et  un 
seuI  hyperboloide  Jc .  C'est-à-dire  que  le  Ueu  des  sommets  des  cones  quadriques  qui  cou- 
pmt  la  surface  cuhique  Fg  suivant  trois  coniques  (A),  (B),  (C)  coincide  avec  l'enveloppe  des 
hyperbolmdes  de  chacune  des  trois  séries  J*  ,  J»  ^  J«  ■  C^e  Heu  passe  par  les  trois  coii^hes 
gattches  (du  quatrième  orare)  suivant  lesquelles  F3  est  coupée  par  les  quadriques  polaires 
des  points  0,  u,  v  (140), 

Vu  que  ce  lieu  a  la  propriété  que  par  chacun  de  ses  points  il  passe  une  seule 
surface  enveloppée  de  chaque  sèrie,  il  s'ensuit  que  Tenveioppe  et  l'enveloppée  se  tou- 
chent  partout  où  elles  se  reneontrent.  La  courbe  de  contact  est  l'intersectiori  de  deux 
enveloppées  successives,  et  est  par  suite  du  quatrième  ordre;  ione  l'enveloppe  est  une 
surface  du  quatrième  ordre;  les  courbes  de  contact  de  deux  enveloppées  de  la  mème  sèrie 
soni  situées  sur  tme  mème  surface  du  second  ordre;  etc.  *). 

143.  Considérons  maintenaut  le  faisceau  des  surfaces  quadriques  S  qui  passent 
par  la  courbe  gauche  du  quatrième  ordre,  intersection  de  Fg  ayec  0,  première  polaire 
de  0.  Deux  surfaces  S  couperont  de  nouveau  la  surface  cubique  suivant  deux  coniques; 
la  droite  commune  aux  plans  de  ces  coniques,  ayant  quatre  points  communs  avec 
F3  (les  quatre  points  oii  cette  droite  rencontre  les  deux  coniques),  sera  située  tout 
entière  dans  cette  surface.  Or,  une  des  surfaces  S  est  ia  quadrique  0,  pour  laquelle 
la  conique  resultante  est  la  couple  de  droites  h,  c,^;  et  la  droite  où  le  pian  de  eelles-ci 
coupé  de  nouveau  Fg  est  «i  ;  donc,  les  surfaces  S  coupent  F3  suivant  des  coniques 
dont  les  plans  passent  par  la  droite  a^.  Et  réciproquement,  tout  pian  A,  mene  par 
a,,  rencontrera  Fg  suivant  une  conique  située  dans  une  surface  Si  du  faisceau  qu'on 
considère.  Les  plans  A  et  les  quadriques  Si  forment  évidemment  deux  faisceaux  pro- 
jectifs,  propres  à  engendrer  la  surface  donnée  Fg  (111). 

Les  plana  polaires  du  point  0  par  rapport  aux  quadriques  S  font  un  faisceau  pro- 
jectif  à  celai  de  ces  quadriques;  le  lieu  des  coniques  de  contact  des  quadriques  S 
avec  les  cones  circonscrits  de  sommet  0  sera  donc  (112)  une  surface  ^du  troisième 
ordre,  passant  par  la  base  du  faisceau  (S)  et  par  les  droites  hn,  e,;  (qui  forment 
rintersectìon  de  0  par  le  pian  polaire  correspondant).  En  outre,  la  courbe-base  du 
faisceau  (S)  sera  l'intersection  de  ^  avec  la  première  polaire  de  0  par  rapport  à  ^5', 
savoir  avec  ia  quadrique  S  (^0)  qui  passe  par  0**);  donc  les  surfaces  cubiques  <y, 
Fg  se  touchent  suivant  une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  et  se  coupent  en  deux 

*)  [Teoria  geo'in.  delle  superficie,  47], 
**)  |V.  112,  7wte\. 
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droites  t  est  pouiquoi  elles  se  confondiont  eu  urie  seule  et  mème  surface.  C'est-à-dìre 
que  tonte  quadtique  Sa  coupé  F3  svivant  mie  comgue  doni  le  pian  A  est  le  pian  po- 
laire  du  potnt  o  par  rapport  a  Sa  en  dautres  teimes  la  surface  cubique  F3  est  le 
ìieu  des  couibes  de  contact  entie  les  quadiiques  &  et  les  cones  circonscrìts  de  som- 
raet  0  II  léaulte  d  ici  que  les  somraets  des  quatte  cones  du  faisceau  S  sojit  situés 
en  Fa  et  que  les  pian?  tingents  a  cctte  snrfioe  en  ees  quatre  points  sont  des  plans 
tritangents  passant  \>\i  a 

144  Si  4  et  B  sont  dpu\  plms  donnea  (pissiut  p^t  a,  et  fej  respectivenient),  les 
quadiiques  (AB)  tormeiit  un  faisteau  luquel  appai tient  h  louple  des  plans  A,  B.  Le  lieu 
des  cjuibes  de  contact  entie  ces  qualnques  et  les  cones  eireonserits  de  sommet  0  est, 
d'apies  un  thooreme  general  (112)  une  suiface  eubique  mais,  pour  la  quadrique  com- 
posee  des  plans  A  B  on  peut  regaidei  la  trombe  de  contact- corame  épanchée  sur  le 
pian  B  ce  pian  appartieni  donc  tout  entiei  a  K  auifice  cubique.  C'est-à-dire  que 
celle  CI  se  reduiia  au  plin  B  et  a  une  suiface  qnadiiqne  S,  contenant  la  conlque  (A) 
et  les  comques  d  intei'jection  des  suificea  (AB)  avec  le^  plans  polaires  de  0. 

D  adleurs  la  base  du  faisceau  (AB)  doit  etre  li  courbe  d'intersection  do  la  sur- 
face eubique  B1  ìvec  la  premiere  pohire  le  0  par  lapport  à  cette  surface,  donc  A 
est  le  pian  poiane  de  0  par  tappoit  a  S  II  eu  lésulte  de  plus,  que  S  passe  par  les 
sommets  des  deus  cones  du  faisceau  (AB)  et  y  est  touchée  par  deux  plans,  qui  font 
partie  du  faisceau  des  phiis  piìiues  de  1  et  (pai  suite)  se  coupent  suivant  une  droite 
situee  dans  ie  pian  B 

D  apres  tela  les  suifiLes  i  et  &*  passent  ensemble  par  la  eonique  (A),  et  ont  A 
pour  pian  polaire  du  point  0  Or  si  du  pomt  0  on  mene  les  tangentes  à  la  eonique 
(B),  les  points  de  contact  seront  situés  en  i.  car  ils  doivent  appartenir  à  une  qua- 
drique quelconque  du  faisceau  (AB)  et  au  pian  poiane  de  0,  correspondant.  Mais  ces 
mèmes  points  appartiennent  aussi  a  la  courbe  de  tontact  de  F3  avec  le  cone  cireon- 
acrit  de  sommet  0  et  pai  suite  a  Sa  donc  les  quadiiques  S  et  Sa  ne  font  qu'une 
seule  et  méme  suifaoe  Cest  a  due  que  Sa  est  le  ltt,u  des  courbes  de  contact  de  tautes 
les  quadììqu  s  (ABC)  {ou  A  est  fire)  atee  le'i  cones  eireonserits  de  sommet  0;  et  par  con- 
séquent  Sa  contieni  les  sommets  de  tous  les  cones  du  svatème  (ABC) ,  où  A  soit  fise. 

Si  le  pian  A  est  donne  les  sommets  des  ones  (ABC)  sont  donc  situés  dans  chacune 
des  surfaces  Si  et  Ja  {1à7)  amsi  le  lieti  de  cb  sommWs  est  la  courhe  gauche  du  qua- 
trième  ordie,  mterseetimi  de  cei  deux  quadnques  Et  si  Ton  fait  varier  A,  le  lieu  de 
cette  couthe  gauche  commune  aux  deitx  surface^  conespondantes  Sa  e^  Jx,  sera  la  sur- 
face du  qnatneme  ordre  f^ieu  compiei  des  sommets  de  fmis  les  cones  (ABC)),  que  nous 
avons  deja  tiouvée  comme  enveloppe  des  hyperboloides  J.  Naturellement,  la  méme 
surface  du  quatnème  ordie  est  aussi  le  lieu  de  la  couibe  gauche  du  quatrième  ordre 
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commune  à  deux  surfaces  correspondantes  Sn  et  Je ,  ou  Se  et  Jc  ;  Sh  et  Se  ayant  par 
rapport  aux  points  v,  w  et  aux  plans  B,  C  la  mème  signification  que  Si  par  rapport 
au  point  0  et  au  pian  A*). 

145.  Considéroiis  de  iiouveau  les  trois  droites  «i,  63,  c,a  situées  dans  un  mème  pian 
tritangent.  Soient  j/,  ^  deux  plans  passant  par  a^ ,  h^  respectivement  et  conpant  la 
surfaee  F3  suivant  deux  coniques  tangeutes  à  «i,  &s  aux  points  a,  p.  Les  quadriques  du 
faisceau  {^^)  rencontrent  le  pian  aib^  suivant  des  eoniques  ayant  un  doublé  contact 
aux  points  a,  P;  et  réciproquement,  tonte  conique  touchée  en  et,  p  par  les  droites  cti,  h^ 
sera  la  trace  d' une  surfaee  du  faisceau.  Or,  parmi  ces  coniques  il  y  a  la  conlque  in- 
finiment  aplatie  (a  ^f  formée  par  la  eorde  de  contact  egtimée  deux  fois  ;  dans  le  faisceau 
{^SS)  il  y  a  donc  un  cone  tangent  au  pian  «i&s  suivant  la  droite  ap.  Cette  droite 
rencontre  c^  en  un  poiut  7;  en  ce  point,  e^  sera  tangente  à  ce  cone  et,  par  suite, 
ausai  à  une  conique  située  aimultanément  en  F3,  dans  le  cone  et  dans  un  pian  C  {par 
Cis).  Donc,  les  six  points  où  les  droites  Oi,  6j,  c^  touchent  la  cmtrbe  paraèolique  de  F3  (109) 
sont  distribués,  trois  à  trms,  sttr  quatre  droites  qui  soni  les  génératrices  de  contact  du 
pian  «lèaCij  avec  quatre  coties  quadriques  lesquels  contiennent,  trois  à  trois,  les  six  coni- 
ques (j^),  (^),  ((?)  tangentes  aux  droites  «i,  b^,  da,  aux  points  susdits.  Les  deux  points 
analogues  à  a  sont  les  éléments  doubles  d'une  involution,  dans  laquelle  les  points 
a,bi,  «iCis  sont  conjugués  (109);  donc  les  droites  «i,  h,  Cjj  sont  ies  diagonales  du  qua- 
drilatere forme  par  les  quatre  droites  a^f. 

II  y  a  un  second  cone  qui  passe  par  les  coniques  (jf),  {^),  outre  celui  qui  touche 
le  pian  a^h^  suivant  a^v.  Les  plans  tangents  communs  aux  deux  coniques  enveloppent 
ces  deux  cones;  le  sommet  du  nouveau  cone  ['*]  sera  donc  le  point  commun  aux  trois 
plana  suivants:  le  pian  aib^,  ie  pian  des  droites  tangentes  qu'on  peut  mener  du  point 
«j&a  aux  deus  coniques  (outre  «i,  b^,  et  le  pian  des  droites  polaires  de  ce  méme  point 
par  rapport  aux  deux  coniques. 

Eeprésentons  les  quatre  cones  tangents  au  pian  aiha  et  les  six  coniques  suivant 
lesquelles  ils  coupent  la  surfaee  F3,  par  la  notation  suivante: 

■5r={j:^^e),  ^'={j^3'e),  ^"={.-^'^6%  3C"^{^\^e). 

Les  cones  ^ ,  ^  se  coupent  suivant  la  conique  (j/)  et,  par  suite,  suivant  une 
autre  conique  (non  située  en  Fa);  ils  auront  donc  deux  plans  tangents  communs,  dont 
l'un  est  «i&jCis;  l'autre  soit  %.  Ce  pian  it  est  tangent  aux  ciuq  coniques  (j/),  {3),  {G), 
{~fd'),  ìG"),  situées  en  JC  t^',-  donc,  il  sera  tangent  aussi  aux  cones  ^'  et  ^"  [^^]. 
Ces  quatre  cones  ^,  ^,'  ^''  ^%"'  ont,  par  conséquent,  deux  plans  tangents  communs. 


*)  Chacua  des  45  plans  tritangents  donne  lieu  à  une  surfaee  analogue  du  4.'  ordre. 
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«i&sCis  et  le;  d'où  ii  résulte  que  leurs  sommeis  soni  alignés  sur  une  spaiIr  et  mììme  droite 
(rintersection  des  plans  a-ih^cn  et  x). 

146.  Passons  à  considérer  les  conìques  (A),  (B),  (C)  qui  se  décomposent  en  lignes 
droites. 

Farmi  les  plans  A  il  y  en  a  quatre  (outre  «lèsCij)  qui  coupent  F3  suivant  des  cou- 
ples  de  droites  ;  et  de  méme  pour  les  pians  B  et  C.  Si  nous  considérons  le  pian  A 
qui  contient  les  droites  Ò3  c,3  et  le  pian  B  qui  contient  a^  c^t,  les  coiiiques  (ftsCia),  («sCgs) 
doivent  se  couper  en  deux  points  (135)  sur  la  droite  AB;  donc  h^  rencontre  %,  et 
Ci3  rencontre  o-j.  Les  plaos  63C3B,  «sCia  couperont  F^  suivant  deux  droites  nouvelles,  a^  et 
hi.  Or,  des  neuf  droites  («iSaf^is)  («s^sCa)  («3&1C13)  qui  résultent  de  l'intersection  de 
F3  par  trois  plans,  il  y  en  a  trois  «i  63^,3  dans  le  pian  A,  et  trois  autres  «362^33  dans  ie 
pian  B;  donc,  les  trois  droites  restantes  «s^iCu  seront  dans  un  mème  pian  C. 

Il  résulte  d'ici  queJes  24  droites,  situées  dans  les  12  plans  tritangents  qui  passent 
par  «1,  62,  Cu  (outre  ai^sC,,),  sont  aussi  distribuées  en  16  couples  d'autres  plans  tritan- 
gents: chacune  de  ces  couples  étant  déterminée  par  deux  plans  (tritangents)  A  et  B 
choisis  arbitrairement.  Au  moyen  de  ces  deux  plans,  est  détenniné  aussi  un  pian  corre- 
spondant  C. 

Si  nous  coneevons  trois  plans  A,  B,  C  coupant  F3  suivant  six  droites  (outre  ai,  62.  %) 
qui  ne  soient  pas  placées  dans  une  couple  de  plans,  ces  six  droites  appavtiendront 
(136)  à  un  hyperbolo'ide  (ABC)  du  aystèine  considéré  ci-dessus.  Chacun  des  quatre  plans 
A  peut  ètre  combine  avec  chacun  des  quatre  plans  B  et  avec  chacun  des  quatre  plans 
G;  mais  il  faut  excepter  les  16  combinaisous  qui  donnent  six  droites  placées  sur  deux 
plans;  le  systeme  des  quadrigues  (ABC)  contient  donc  4.4.4 — 16  =  48  hyperboldides  H, 
chacun  desquels  rencontre  la  surface  mibique  F3  suivant  six  droites. 

Des  six  droites  communes  à  Fj  et  à  un  hyperbolo'ide  H,  trois  appartiennent  à  un 
mème  systènie  de  génératrices  de  eelui-cì,  et  les  trois  restantes  à  l'autre  système  *); 
on  peut  donc,  de  six  manières  différentes,  distribuer  ces  droites  en  trois  couples  telles 
que  lea  droites  de  chaque  couple  soient  dans  un  plan..Chaque  manière  donne  trois  plans 
coiitenant  les  six  droites  et  coupant  F3  suivant  trois  droites  nouvelles,  qui  seront  dans 
un  méme  pian,  car  les  six  preinières  droites  appartiennent  à  une  surface  du  second 
ordre,  Tout  hyperhùìdide  H  fait  donc  partie  de  six  systèmes  de  quadrigues,  analogms 
à  celui  des  surfaces  (ABC)  foumi  par  le  pian  «lèsCis.  Le  nombre  de  ces  systèmes  est 
45,  chaque  système  correspondant  à  un  pian  tritangent;  donc  le  nomi/re  total  des  hyper- 

hol(ndes  qui  rmtcontrent  F3  suivant  six  droites  est  — ^ — ^360. 

*)  Une  surface  cubique  ne  peut  jamais  contertir  quatre  droites  à'no  hyperboloSde,  d'un  méme 
système  de  generation;  ear  toate  generatrice  de  l'autre  système  aurait  quatre  pointa  commans 
avec  la  surface  cubiqne,  et  dès  lors  aerait  aituée  eatièrement  sur  celle-ci. 
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147.  Un  hyperbolo'ide  H  est  déterminé  par  trois  droites  (de  Fs^  qui  ne  se  rencon- 
trent  pas.  Or,  trois  droites  (de  Fa)  qui  ne  se  rencontrent  pas  soni  coupées  par  trois 
autres  droites  qui  de  mème  ne  s'entrecoupent  pas  (116);  ces  six  droites  formeront  donc 
l'iatersection  de  H  et  F3.  C'est-à-dire  qne  tout  hyperioyide  c-oupant  F^  suivant  irois 
droites  qui  ne  se  rencontrent  pas,  coupé  la  méme  surface  suivant  trois  auires  droites. 

Ily  a  donc  2 ,  360  groupes  de  trois  droites  (de  F3)  qui  n'ont  aucun  point  d'inierseetion; 
ces  groupes  sont  conjugués  deux  à  deux  ['"];  les  droites  d'un  groupe  rencontrerti  les  droites 
d'un  groupe  conjugué;  et  les  six  droites  de  deux  groupes  conjugués  appartienneni  à  un  seuì 
et  méme  hyperholoide. 

Chapitre  Dixième. 
Propriétés  diverses. 

148.  Soient  T,  T'  deux  plans  tritangents  (de  la  surface  cubique  F^)  qui  se  rencon- 
trent suivant  une  droite  non  placée  sur  F3;  et  soient  «ifisCu,  aib^c^^  les  droites  de  la 
surface  comprises  dans  ces  piane.  Dès  que  la  droite  TT'  coupé  F3  en  trois  poìnts 
seuIeiEient,  ces  points  seront  communs  aux  couples  de  droites  a,  b^,  ft^  %,  «20,3.  Les 
plans  «163,  ftaCja,  «aCis  rencontreront  F3  suivant  trois  nouvelles  droites  c^,  a^,  61  respec- 
tÌYement,  qui  seront  dans  un  mème  pian,  car  de  ces  neuf  droites  résultantes  de  ì'inter- 
section  de  F3  avec  trois  plans,  ii  y  en  a  six  placées  sur  deux  autres  plans  T,  T'. 

Ainsi  les  trìangles  OitiCu,  Os^aCia  en  déterminent  quatre  autres,  et  les  còtés  de  ces  six 
triangles  sont  les  intersections  mutuelles  de  deux  groupes  de  trois  plans,  c'est-à-dire,  des 
faces  de  deux  trièdres,  que  nous  dirons  conjugués. 

Beux  plans  tritangents  quelconques,  dont  la  droite  d'intersection  ne  soit  pas  située 
sur  F3,  peuvent  servir  de  faces  à  un  trièdre;  la  troisième  fa^e  en  résulte  déterminée. 
Ces  trois  plans  contiennent  neuf  droites  qui  se  coupent  en  neuf  points  communs  à 
Fg  et  aux  arétes  du  trièdre.  Ces  mèmes  neuf  droites  sont  distribuées  dans  trois  autres 
plans,  qui  forment  le  trièdre  conjugué. 

On  a  déjà  vu  (146)  qu'en  conaidérant  les  trois  droites  «j  Ih  Cia  situées  dans  un  pian 
T,  les  autres  24  droites  de  Fg  sont  distribuées  en  16  couples  de  plans.  Cliaque  couple 
forme  avec  T  un  trièdre,  c'est-à-dire  que  cliaque  pian  T  entre  en  16  trièdres.  Et,  vu 
que  chaque  trièdre  contlent  trois  plans  tritangents,  le  nomhre  total  des  trièdres  sera 

— 5—^240.  Ces  trièdres  sont  conjugués  deux  à  deux;  il  y  a  donc  120  couples  de 

trièdres  conjugués. 

149.  Les  neuf  droites 


«1 

il 

»» 

«2 

*. 

C31 

,«3 

6. 

Clì 
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sont  pkcées,  ainsi  qu'on  vient  de  le  démontrer,  sur  six  plans  tritangents  qui  foniient 
deux  trièdres  coiijugués.  Par  chacune  de  ces  droites  on  peut  faire  passer  trois  autres 
plans  tritangents;  il  y  a  donc  27  plans,  chacun  desquels  contient  une  des  ueuf  droites 
et  dès  lors  denx  autres  droites;  c'est-à-dire  que  les  autres  18  droites  sont  distribuées, 

deux  à  deux,  dans  ces  27  plans,  de  sorte  que  ces  placs  passeront  ^|^  =3  fois  par 

cliacune  des  18  droites.  Il  reste  encore  45  —  6  —  27=12  plans,  qui  contlendront 
exdusivement  ces  18  droites,  chacune  deux  fois. 

Or,  chacune  des  trois  droites  «i,  ò,,  %,  situées  dans  un  mème  pian,  doit  rencontrer 
(au  deliors  des  droites  de  la  matrice  ci-dessus)  six  droites  non  eoupées  par  les  deux 
autres;  donc,  les  18  droites  sont  rencontrées  par  l'une  ou  par  l'autre  des  droites 
a,,  &2,  Cii.  Et  d'ailleut^,  trois  droites,  ainsi  que  «i,  i,-,  c^s,  qui  ne  se  coupent  pas,  sont 
rencontrées  par  les  trois  mèmes  droites;  et  pareillement  Oj,  a^,  a-^,  ete.  Donc,  on  peut 
distribuer  les  18  droites  en  deux  matrices  nouvelles 


h^    «4    C^ 

C„   C34  c^ 

h   «5    Ce4 

Cii   fa   Ck 

h   «a    C45 

Cie  CsB  Cse 

telìement  que  les  droites  d'une  ìigne  verticale  de  la  première  matrice  rencontrent  les 
droites  de  la  tigne  verticale  co rresp ondante  de  la  seconde  matrice,  et  les  droites  d'une 
ligne  horizontaìe  de  la  première  matrice  rencontrent  les  droites  de  la  ligne  verticale 
correspondante  de  la  troisième  matrice.  Alors  il  est  aisé  de  constater:  1."  que  ies'droites 
d'une  ligne  horizontaìe  de  la  deuxième  matrice  rencontrent  les  droites  de  la  ligne 
horizontaìe  correspondante  de  la  troisième  matrice;  2."  que  les  neuf  droites  de  chacune 
des  deux  demières  matrices  sont  les  interseetions  des  faces  de  deux  trièdres  conjugués. 
Donc,  chaque  couple  de  trièdres  conjugués  déiermine  deux  auti-es  cmples,  de  manière 
qua  les  trois  couples  contiennent  (deus  fois)  totées  les  27  droites.  Naturellement,  le  nom- 

bre  de  cea  groupee  de  trois  couples  de  trièdres  conjugués  est  — 5-=40- 

150,  Les  240  trièdres  cut  3  .240  =  720  arètes  k,  et  240  sommets  t.  Chaque  arète 
Jc  rencontre  la  surface  F3  en  trois  points  S,  interseetions  de  couples  de  droites  de 
la  surface.  On  peut  donc  dire  que  les  135  points  5,  sommets  des  45  triangles  formés 
par  les  27  droites  sur  les  plans  tritoMgenis,  sont  distrihués,  trois  à  trois,  sur  720  droites 
h  qui  se  coupent,  trois  à  trois,  en  240  points  t.  Les  mèmes  135  points  sont  allignés, 
dix  à  dix,  sur  les  27  droites  de  F3. 

Considérons  le  point  S  commun  aux  droites  «1,  63 .  Par  chacune  de  ces  droites 
passent,  outre  le  pian  «i&o,  quatre  autres  plans  tritangents  et  dès  lors  16  droites  K 
Toìd  point  S  est  donc  situé  sur  16  droites  k. 
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Le  pian  «163^13  coupé  ies  quatre  plans  tritangents  qui  passent  par  b^  (excepté  a,6s), 
suivant  quatre  droites  k,  qui  reneontreront  63  et  Cis  en  huit  points  5',  S";  dans  chacune 
de  ces  quatre  droites  k  concevons  pris  le  point  \,  conjugué  harmonique  de  S  relative- 
ment  à  8'S",  Les  quatre  points  X  appartiendrout  à  la  droite  polaire  du  point  S  par 
rapport  à  la  eonique  composée  des  droites  63  «,3;  et  ils  appartìendront  aussì  à  la  quadri- 
que  polaire  de  S  (par  rapport  à  Fg).  Les  16  points  X,  correspondants  aux  16  droites 
k  issues  de  §,  soni  donc  distribués,  quatte  à  quatre,  sur  quatre  droites  situées  dans  quatre 
pìans  passant  par  Oj ,  et  dès  lors  aussi  sur  quatre  autres  droites  situées  dans  quatre  plans 
passant  par  b,;  et  toutes  ces  huit  droites  soni  des  génératrices  d'un  seul  et  méme  hyperbo- 
loìde,  qui  est  la  quadrique  polaire  du  point  9.  Cette  quadrique  passe  éviderament  par 
les  droites  a,  et  &s. 

151.  Soit  t  le  sommet  d'un  trièdre  forme  par  troìs  plans  tritangents  (150).  La 
quadrique  polaire  de  (  (par  rapport  à  F3)  coopera  ces  plans  suivant  les  coniques  polaires 
de  t,  relatives  aux  triangles  fonnés  par  ies  droites  (de  F3)  contenues  dans  ces  mémes 
plans,  c'est-à-dire,  suivant  des  coniques  cireonscrites  à  ces  triangles,  respectivement. 
Or,  ces  triangles  résultent  de  l'intersection  des  trois  plans  considérés  avec  les  faees  du 
trièdre  conjugué  (148);  donc  les  arètes  de  ce  trièdre  reneontreront,  chacune  en  trois 
points,  la  quadrique  polaire  de  i:  en  d'autres  ternies,  to  quadrique  polaire  de  test  un 
cone  circonsùrit  au  trièdre  conjugué.  Ainsi,  les  sommets  de  deux  trièdres  conjugués  soni 
deux  points  correspondants  de  la  Hessienne  (72). 

152.  On  a  démontré  ailleure  que  tonte  droite  située  sur  F3,  comme  a,,  est  une 
tangente  doublé  de  la  Hessienne  (60),  et  que  les  points  de  contact,  a,  a',  sont  les  points 
doubles  de  l'involution  marquée  sur  «1  par  les  coniques,  suivant  lesquelles  F3  est  coupée 
par  les  plans  bitangents  passant  par  a^  Dès  que  la  droite  a,  est  placée  sur  F3,  la 
quadrique  polaire  de  tout  point  de  cette  droite  passe  par  !a  mème  droite;  donc  les 
sonamets  des  cones  polaires  de  a,  a'  sont  situés  sur  «1.  Or,  ces  sommets  sont  aussi 
des  points  de  la  Hessienne:  donc  a'  est  le  sommet  du  cone  polaire  de  a,  et  inverse- 
ment;  c'est-à-dire  que  les  points  a,  a'  sont  deux  points  correspondants  de  la  Hessienne. 

153.  Un  pian  E,  donne  arbitrairement,  coupé  la  surface  fondamentale  Fa  suivant 
une  courbe  C3  du  troisième  ordre.  Le  pian  M  qui  est  tangent  à  F3  en  un  point  m 
de  C3,  et  le  pian  polaire  de  m  par  rapport  à  la  Hessienne  se  rencontrent  suivant  une 
droite,  qui  perce  F3  aux  points  xy 3  d'ìnSexion  de  la  section  de  cette  surface  par  le 
pian  M  (89).  Quel  est  le  iieu  des  droites  mx,  my,  ms!,  si  m  se  déplace  sur  C3?  Pre- 
mièrement,  la  courbe  Ca  est  triple  pour  ce  Iieu,  car  tout  point  m  de  ce  Iieu  est  eommun 
à  trois  génératrices  mx,  my,  mz.  Secondement,  clierchons  combien  de  génératrices 
tombent  dans  le  pian  E.  Les  plans  polaires  des  points  m,  par  rapport  à  la  Hessienne, 
rencontrent  E  suivant  des  droites,  l'enveioppe  desquelles  est  de  la  9.'  classe  (14);  les 
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tangentes  de  eette  enveloppe  eorrespondent,  une  à  une,  aux:  tangentes  de  C3  (car  les 
unes  et  les  autres  eorrespondent  aux  points  de  cette  courbe);  et  Tordre  du  lieu  du 
point  commun  à  deux  tangentes  correspondantes,  d'après  un  Chéorème  eonuu  *),  est 
égal  à  la  somme  des  classes  des  deux  enveiòppes,  savoìr  9-|-6  =  15.  Pour  ce  iieu,  les 
12  points  eomrauns  à  C3  et  à  ia  Hesaienne  sont  doubles,  car  en  chacun  de  ces  points 
se  rencontrent  deux  tangentes  (successives)  de  C3  et  les  tangentes  correspondantes  de 
l'enveloppe  de  la  9,*  classe.  Le  lieu  du  15."  ordre  coupera  dooc  Ca  en  3 .15 — 2 .  12=21 
autres  points,  chacun  desquels  est  évidemment  un  point  anaJogue  aux  points  xy  ^.  Il 
s'ensuit  que  le  pian  E  contient  21  droites  analogues  aux  mx,  my,  mz;  et  dès  lors  le 
lieu  de  ces  droites  sera  mie  surface  de  l'ordre  3,3+21  =  30. 

Ce  lieu  rencontre  une  droite  quelconque  G  en  30  points;  d'où  il  résulte  que,  si 
le  paini  m  parcourt  la  surfaee  Fj,  à  condition  qu'une  des  droites  mx,  my,  me  coupé  la 
droite  donnée  G,  le  lieu  de  m  est  une  courbe  gauche  du  30.*  ordre. 

Oette  cowbe  gauche,  quelle  que  soit  G,  passe  par  les  135  points  8  où  se  coupent,  deux 
à  deux,  les  27  droites  de  la  surface  fondamentale.  En  effet,  si  nous  considérons  le  pian 
tritangent  qui  contient  les  droites  a,,  b^,  c^,  le  pian  polaire  du  point  a^b-i  par  rapport 
à  la  Hessienne  passe  par  Cu  **),  et  toute  droite  menée  par  ce  point  à  couper  c,2  est 
une  droite  analogue  à  m.«.  Or,  le  pian  a^h^Ca  rencontre  une  droite  quelconque  G,  donc 
!a  courbe  gauche  du  30.*  ordre,  relative  à  cette  droite,  passe  par  le  point  «i&s,  Con- 
séquemment  la  courbe  gauche,  dont  il  s'agit,  coupé  en  dix  points  ehacune  des  27 
droites  de  F3. 

Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  représente  la  surface  cubique  sur  un  pian,  de  la  manière 
qui  a  été  exposée  aiUeurs  (119),  la  courbe  piane  qui  représentera  la  courbe  gauche 
d'ordre  30,  relative  à  G,  sera  de  ce  mème  ordre  30,  et  passera  dix  fois  par  chacun 
des  points  fondamentaux,  en  y  touchant  les  iignes  correspondantes  aux  droites  h  et 
e  de  F3.  Donc  (121,  133)  [^']  la  coiirhe  gauche  est  Vintersection  complète  de  F3  par 
une  smface  du  10.*  ordre. 

Il  y  a  donc  un  nomòre  infini  de  surfaces  du  10."  ordre,  qui  passent  par  les  135 
points  S.  Le  système  compiei  de  ces  points  est  donne  par  l'iniersection  de  l'une  quelconque 
de  ces  surfaces  avec  les  27  droites  de  F3, 

154.  Nous  allena  maintenant  exposer  une  propriété  de  la  section  de  la  Hessienne 
par  un  pian  quelconque  E. 


*)  [Teoria  geom.  delle  curve  piane,  83]. 
**)  Cela  résulte  du  théorème  general  (89),  et  aussi  de  ì'observatioa  suivante.  Les  quatre 
interseetions  de  la  Hessienne  avec  la  droite  a,  sont  róunies  en  deux  points  e,  a'  de  contact,  et 
par  couséqueut  le  centre  harmonique  de  ces  quatre  interseetions,  par  rapport  au  pole  a,b„ 
coincide  avec  le  point  a^Cy^  conjugué  harmonique  de  a^b^  par  rapport  aux  points  a,  a'.  De  mème 
pour  la  droite  6,,  donc  etc. 
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Ce  pian  coupé  la  surface  fondamentale  F3  suivant  une  cubique  C3;  soit  0  un  des 
poles  de  E,  par  rapport  à  Fa,  non  situés  sur  E.  Dès  que  le  cene  oCj  coupé  F3  suivant 
la  eourbe  piane  Cg,  il  rencontrera  cette  raéme  surface  suivant  une  eourbe  gauche  du 
sixième  ordre,  placée  sur  une  surface  quadrlque  'ì'a  (11  note).  La  Surface  F3  appartenant 
au  faisceau  déterminé  par  le  cene  0C3  et  par  le  lieu  compose  E'l>s,  la  quadrlque  polaire 
d'un  point  quelconque  »,  relative  à  F3,  passera  par  l'interseetion  du  eone  polaire  oCj, 
relatif  au  cone  0C3,  avec  la  quadrlque  polaire  relative  à  EO3.  Si  i  est  pris  dans  le 
pian  E,  la  quadrlque  polaire  de  i,  relativement  à  E<i>s,  sera  le  systènie  de  deux  plans, 
dont  l'un  est  E,  et  l'autre  'l'i  est  le  pian  polaire  de  i  par  rapport  à  <i\.  Dono  la  qua- 
drlque polaire  de  i,  par  rapport  à  F3,  passera  par  les  deux  coniques  d'intersection 
du  cone  oCj  avec  les  plans  E  et  "t>i.  La  première  de  ces  coniques  est  évidemment 
Ca,  première  polaire  de  i  par  rapport  à  C3;  et  l'autre  conique  sera  une  couple  de 
droites,  parco  que  le  pian  *!  passe  par  0  *).  Or,  si  le  pian  «l'i  étaìt  tangent  au  cone 
oCj,  la  quadrlque  polaire  de  i  relativement  à  F3  serait  un  eone,  et  dès  lors  i  appar- 
tiendrait  à  la  Hessienne.  Donc,  la  eourbe  d'intersection  de  la  Hessienne  avec  le  pian  E 
est  le  lieu  d'un  point  dont  le  pian  polaire  relatif  à  la  quadrique  <l>3  est  tangent  à  la 
conique  polaire  relative  à  la  cubique  C3. 

On  démontre  de  la  manière  suivante  que  ce  lieu  est  du  quatrième  ordre.  Les  coni- 
ques polaires  des  points  d'une  droite  G  (en  E)  par  rapport  à  C3,  et  les  droites  polaires 
des  mèmes  points  par  rapport  à  la  conique  (E  *?)  forment  deux  faisceaux  projectifs, 
qui  engendrent  une  cubique  passant  par  le  pole  de  G,  relatif  à  la  conique  {E^^).  Par 
ce  pole  on  peut  mener  quatre  tangentes  à  la  cubique,  donc  il  y  a  quatre  droites  du 
deusième  faisceau  qui  sont  tangentes  aus  coniques  correspondantes  de  l'autre  faisceau  ; 
c'est  pourquoi  G  contiendra  quatre  points  du  lieu 


Chapithe  Onzième. 

Claasiflcatìon  des  surfaces  da  troisìème  ordre,  eu  égard  à  la 

réalité  des  vingt-sept  droites. 

155.  On  a  démontre  que  par  les  27  droites  d'une  surface  (generale)  F3  du  troisième 
ordre  on  peut  faire  passer  120  couples  de  trièdres  conjugués  (148),  et  que  récipro- 

*)  Le  pian  polaire  de  0  par  rapport  au  cone  oCj  étant  indéterminé,  o  a  le  méme  pian  polaire 
E  par  rapport  à  F^  et  au  lieu  compose  Eitj.  Le  pian  E  est  donc  le  polaire  de  o  par  rapport  à 
O3,  et  dès  lors  le  pian  polaire  d'an  point  quelconque  de  E,  par  rapport  à  cette  mème  quadrlque, 
passera  par  0. 
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quement,  si  deux  trièdves  conjugués  et  un  point  de  la  surface  sont  donnés,  la  surface 
peut  étre  construite  (110).  D'où  il  résulte  qii'abstraction  faite  de  la  réalité  des  éléments 
donnés  ou  cherchés,  il  est  possible  d'obtenir  une  surface  cubique  quelconque,  à  Taide 
de  deux  trièdres,  par  le  procède  exposé  ailleurs  (110).  Nous  nous  proposons  maiiitenaiit 
d'avoir  égard  à  la  réalité  ou  uon-réalité  des  27  droites  d'une  surface  cubique  réelle. 
Gherchant  à  former  les  deux  trièdres  propres  a  engendrer  cette  surface,  nous  serona 
naturellement  conduits  à  la  classification  des  surfaces  cubiques  (générales)  réelles 
(d'après  la  méthode  de  M.  SchlSpli  *)  ). 

Pour  construire  deux  trièdres  conjugués  qui  forment  un  ensemble  réel,  il  suffit  de 
trouver  (148)  deus  plans  tritangents  T,  T',  réels  **)  ou  imaginaires  conjugués,  qui  se 
coupent  suivaiit  une  droite  (oécessairement  réelle)  non  située  sur  la  surface.  Les  trois 
droites  de  la  surface  contenues  en  T  et  les  trois  droitea  contenues  en  T'  se  coupent, 
deux  à  deux,  aux  trois  points  oiì  la  droite  TT'  perce  la  surface,  et  déterminent  de 
cette  manière  trois  plans  "^ %' lo",  qui  seroot  tous  réels,  ou  bien  l'un  réel  et  les  deux 
autres  imaginaires  conjugués,  ainsi  que  les  trois  points  susdits.  Chacun  de  ces  plana  '^ 
coupé  la  surface  suivant  une  autre  droite,  et  ces  trois  droites  nouvelles  sont  placées 
dans  un  seul  et  raéme  pian  réel  T".  Alors,  les  ternes  de  plans  TT'T",  '^^%"  forme- 
ront  les  trièdres  demandés. 

Or  je  dis  que,  la  surface  étant  supposée  réelle,  il  est  toujoura  possible  de  trouver 
deux  plans  tritangents  T,  T'  qui  satisfassent  à  la  condition  presente.  Cela  est  évident 
quand  les  27  droites  sont  toutes  réelles;  supposons  donc  qu'il  y  alt  des  droites  imagi- 
naires, qui  seront  nécessairement  conjuguées  deux  à  deux. 

Premièrement,  soient  a,,  ftj  deux  droites  imaginaires  conjuguées  situées  dans  un 
mème  pian  **"),  qui  sera  réel,  auquel  eas  passeront  par  «j  quatre  autres  plans,  ima- 
ginaires, et  par  63  leurs  conjugués.  Deux  plans  conjugués  (l'un  par  a^  et  l'autre  par  63) 
satisfont  évidemment  à  la  question;  car  la  droite  commune  à  ces  plans  ne  peut  pas 
ètre  située  sur  la  surface;  autrement  il  y  aurait  trois  droites  croisées  en  un  mème 
point,  qui  serait  doublé  pour  la  surface. 

Secondement,  soient  òj,  Ò3  deux  droites  imaginaires  conjuguées,  non  situées  dans 
un  méme  pian;  et  «i,  a^,  %,  «a,  Caa  les  cinq  droites  qui  rencontrent  ce!lea-là, ■  et  qui 
formeront  un  ensemble  réel;  c'est  pourquoi  il  y  aura  parmi  celles-ci  un  nombre  impair 


*)  \0n  the  distribution  of  surfaces  ofthe  ihird  arder  into  spe.cies  eti;.  (Philosophical  Transac- 
tions  1863)  (. 

**)  IConteiianl  chacun  trois  droitea  réelles  ;  ou  chacun  une  droite  réelle  et  deus  droites  ima- 
g'inaires  conjuguées.  Dans  ce  aecond  caa  les  deux  droites  réelles  des  deux  plans  se  rencontrentt- 
***)  Entendez  toujours  pian  tritangent. 
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de  droites  réelles.  Si  ces  cinq  droites  sont  toutes  réelles,  il  passera  au  moins  un  pian 
réel  par  chacune  d'elles:  or,  parmi  ces  cinq  plans  réels,  il  èst  possible  d'en  choisir 
deus  qui  remplissent  la  eondition  requise.  Soit,  eu  eSei,  a^b^Cu  le  pian  réel  par  ai'> 
si  le  pian  CjsCisCs,  ou  le  pian  c^sCuCis  était  réel,  on  aurait  déjà  les  deux  plans  cherchés. 
Si  au  cofltraire  le  seni  pian  CaseuCte,  par  Cua,  était  réel,  la  droite  c,^  étant  placée  sur  deux 
plans  réels  serait  réelle;  donc  C55  est  une  droite  réelle,  et  dès  lors  le  pian  a^ieCse  sera 
réel.  Ainsi  les  plans  «i&jCu.  ctibsCse  forraeront  la  eouple  demandée. 

Si,  parmi  les  cinq  droites  qui  rencontrent  èj,  b^  il  y  en  a  deux  imaginaires  con,ju- 
guées  a,,  Cga,  les  plans  «163,  èsCss  seront  imaginaires  conjugués  et  se  couperont  suivant 
une  droite  non  située  sur  la  surface. 

Concluons  donc  que  tonte  surface  (réelle,  generale)  du  troisième  ordre  peut  ètre 
engendrée  à  l'aide  de  deux  trièdres,  qui  présentent  un  des  trois  cas  suivants:  I,"  les 
trièdres  sont  formés  par  six  plans  réels;  2."  un  trièdre  est  complètement  réel,  tandis 
que  l'autre  est  forme  par  un  pian  réel  et  deus  plans  imaginaires  conjugués;  S."  cliaque 
trièdre  a  un  pian  réel  et  deux  plans  imaginaires  conjugués. 

156.  Premier  cas.  Les  deux  trièdres  étant  formés  par  six  plans  réels,  ceux-ci  se 
couperont  suivant  neuf  droites  réelles 

«1  as  «3 
6,  ò,  h 
'^n      C3,       Cm . 

L'iiyperboloide  réel  déterminé  par  les  trois  droites  61,  bs,  b^  coupera  la  surface  cubique 
suivant  trois  autres  droites  (147)  «4,  %,  «a,  qui  seront  toutes  réelles,  ou  l'une  réelle 
et  les  deux  autres  imaginaires  conjuguéeSivDistinguons  ces  deux  cas. 
a.  Les  droites  Ui,  a^,,  «e  sont  réelles.  Alors,  les  plans 


ijdj        61%        6i«6 

6j«4  6s%  igtìa 

bstti         b^Os        b-àaz 


donneront  neuf  autres  droites  réelles 


et  les  plans 


C|3  Ci,  CinCs5 
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couperont  la  surfatie  siiivant  sìx  autres  droites  réelles 

<^&6         Ote        (^45 

Dans  ce  cas,  on  a  donc  27  droites  réelles. 

b.  Soit  «5  une  droite  réelle,  et  a,,  a^  imaginaires  eonjuguées.  Lea  plans  réels 

èltts  tsfllj  èstìs 

donnent  tvois  aiitres  droites  réelles 

*^l^         *^a5         <^35 

et  les  plao3  réels 

donnent  deux  autres  droites  réeìles 

C,B        65- 

Les  couples  de  plans  imagiraires  conjugués 

donnent  les  couples  de  droites  imaginaires  eonjuguées 

C,4  C,e 

et  les  couples  de  plans  imaginaires  conjugués 

(li  Cu  (ti  C[a 

"sa  C\4  Ci3  de 

donnent  deux  autres  couples  de  droites  imaginaires  eonjuguées 

On  a  donc  ['^]  15  droites  réelles  et  15  plans  réels:  3  plans  réds  par  cÀaque  droite 
réelle,  et  3  droites  réelles  dans  chaque  pian  réel.  Deux  droites  imaginaires  eonjuguées 
ne  se  coupent  pas. 

157.  Beuxième  cas.  Un  trièdre  est  tout  à  fait  réel;  l'autre  a  une  face  réelle.  les 
deux  autres  étant  imaginaires  eonjuguées.  Les  plans  du  premier  trièdre  seront  ren- 
contrés  par  la  face  réelle  de  l'autre  suivant  trois  droites  réelles 
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et  par  les  faces  imaginaires  de  ce  méme  trièdre  suivant  trois  couples  de  droites  imagi- 
naires  conjuguées 

ii      ai 

Les  hyperboioìdes,  imaginaires  conjugués,  déterminés  par  les  droites  (6|,  6s,  ì>,,), 
(òi,Ci3,«i)  couperont  la  surface  cubique  suivant  deux  ternes  de  droites  imaginaires 
(«1,  as,  «e),  {cu,  Ci5,  Cie),  conjuguées  deux  à  deux,  qui  déterminent  trois  plans  «jCu,  05^,5, 
anCif,.  DistinguoKS  deux  cas,  suivant  que  ces  trois  plans  sont  tous  réels,  ou  qu'un  seul 
soit  réel  et  les  deux  autres  imaginaires  conjugués. 

a.  Les  trois  plans  sont  réels,  et  par  suite  cbacun  d'eux  contient  deux  droites 
conjuguées 


i  couples  de  plans  imaginaires  conjugi 


&!«6  «13  C[6 

èa^s        «1  % 

b^aa  «i  Cie 

fournissent  les  six  couples  de  droites  imaginaires  conjuguées 

Ose     àe, 
situées  dans  six  plans  réels,  dont  les  trois  premiers  passent  par  c,s,  et  les  trois  autres 
par  «3. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  nous  avons  3  droites  réelles,  et  13  plans  réels,  doni  l'un  coniti 
les  3  droites  réelles,  et  les  autres  passent,  4  à  4,  par  les  3  mémes  droites.  Deux  droites 
imaginaires  conjuguées  sont  toujotws  dans  un  méme  pian  (réel) . 

b.  Les  six  droites  inaaginaires  «4,  a-„  ...  soient  conjuguées  de  la  manière  suivante 
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de      C,5, 

d'où  il  résulte  que  le  pian  «,0,4  est  réel,  mais  «5^15,  «aCia  sont  deux  plans  imaginaires 
conjugués.  Alors,  les  couples  de  plans  imaginaires  conjugués 

h,  B5        Cn  C] 
donneront  les  six  couples  de  droites  imaginaires  conjuguées 


Cm     h, 
dont  les  premières  denx  seulement  sont  formées  par  des  droites  qui  se  coupent,  en 
déterminant  les  plans  réels  c^c^,  c^h,,  qui  passent  par  Cis,  «3  reispectivement. 

Ce  cas  nous  offre  donc  3  droites  réelles  et  7  plans  réels,  dont  l'un  contieni  les  3  droites 
réelles  et  les  autres  passent,  2  à  2,  par  les  tnémes  droites.  Farmi  les  droites  imaginaires, 
il  y  a  6  couples  de  droites  conjuguées  qui  se  coupent,  et  6  couples  de  droites  conjuguées 
qui  ne  se  coupent  pas. 

158.  IVoisième  cas.  Chacun  des  deux  trièdres  a  une  face  réelle  et  deux  faces  imagi- 
naires conjuguées.  La  face  réelle  du  premier  trièdre  coupé  les  faces  de  l'autre  auivant 
une  droite  réelle 


et  deux  droites  imaginaires  conjuguées 


Le  pian  réel  du  second  trièdre   rencontre  les  faces   imagina 
deux  droites  imaginaires  conjuguées 


i  du  premier  suivant 


Et  les  plans  imaginaires  des  deux  trièdres  s'entrecoupent  suivant  deux  couplef 
droites  imaginaires  conjuguées 
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a,       C^a, 

où  les  droites  d'une  mème  couple  ne  se  reocontrent  pas, 

L'hyperbolo'ide  réel  (iéterminé  par  les  droites  b,,  (h,b^  coopera  la  surface  cubique 
suivant  trois  droites  iiouvelles  a^,  a^,  «a.  à  propos  desquelles  il  faut  distinguer  deux 
cas  possibles. 

a.  Si  les  droites 

tti       «5        «6 

sont  toutes  réelles,  ies  plans  réels 

&]  a,         b,  «5         èi  «6 
donneront  trois  autres  droites  réeiies 

Cu        Ci5        Cl6  . 

Les  plans  imaginaires  conjagués 

bi  a,         bi  (Ì4 

h  ae  ba  a^ 

fournissent  les  trois  couples  de  droites  imaginaires  eonjuguées 

et  les  plans  imaginaires  conjugués 

0,\  Cu  Csa  c,i 

«1  C,e  C-a  Ce 

donneront  trois  autres  couples  de  droites  imaginaires  eonjuguées 
64     c,6 


On  obtient  ainsi  [^^j  7  droites  réelles  et  5  p^aws  réefa.  Ces  5  pians  passent  par  une 
ménte  droite;  il  y  en  a  3  doni  chacim  contieni  2  autres  droites  réelles,  tandis  que  chacun 
dfis  2  autres  plans  contieni  2  droites  imaginaires  eonjuguées.  Les  droites  imaginaires 
eonjuguées  des  8  autres  couples  ne  se  coupent  pas. 

b.  Si 
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est  une  droìte  réelle,  et 

<h       «6 

deus  droites  imaginaires  coiijuguées,  le  pian  réel  ^,«4  doiinera  une  troisième  droite  réelle 

Cu 

et  les  plans  imaginaires  conjugués 


s,  «, 

61  «B 

i.«s 

6s«6 

hia^ 

i,«, 

l,a, 

b,a, 

donneront  les  quatre  couples  de  droites  imaginaires  conjuguées 


Les  plans  imaginaires  conjugués 

«1  Cl5  Csa  CiS 

donnent  enfln  les  trois  couples  de  droites  imaginaires  conjuguées 

h      C,3 

On  retombe  ainsi  sur  un  cas  déjà  considéré  (deuxième  cas,  b) . 

159.  Nous  pouvons  conciare  que  la  surface  generale  du  troisième  ordre  ne  présente 
que  cinq  espèces  dijférentes,  eu  égard  à  la  réalité  des  27  droites,  savoir: 
1.*"  espèce  —  27  droites  et  45  plans  réels 
2.'       „       —   15  „  15      „ 

Q.'       „       —     7         „  5      „         „ 

i."       „      —     i         .  7      „         „ 

5.*       „       —     3  ^  13      ,         „ 

On  peut  demander,  pour  chaque  espèce,  le  nombre  des  double-six  qui  sont  formés 
par  deux  six  réels  ou  imaginaires  conjugués.  En  s'aidant  du  tableau  donno  aiUeuni 
(117),  on  trouve  sana  peine  ce  qui  suit. 
Fremière  espèce.  —  Tout  est  réel, 
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Deuxième  espèce.  —  Il  y  a  15  double-six;  réels,  dont  cha^ue  six  est  réel  et  forme 
par  4  droites  réelles  et  2  droites  imaginaires  conjuguées.  Il  y  a  un  autre  double-sìx 
réel,  dont  les  six  sont  imagioaires  conjugués. 

Troisième  espèce.  —  II  y  a  6  double-six  réels,  dont  chaque  six  est  réel  et  forme  par 
2  droites  réelles  et  2  couples  de  droites  imaginaires  conjugaées.  Il  y  a  2  autres  double- 
six  réels,  chacun  desquels  a  deux  six  imaginaires  conjugués. 

Qvatrièìne  espèce.  —  Il  y  a  un  seni  donble-six  réel  et  forme  par  deux  six  réels  ; 
chacun  de  ces  six  est  l'ensemble  de  3  couples  de  droites  imaginaires  conjuguées.  Il 
y  a  en  outre  3  double-six  réels,  forraés  par  des  six  imaginaires  conjugués. 

Cinquièfne  espèce.  —  Il  n'y  a  pas  de  six  réela;  mais  seulement  12  double-six  réels, 
chacun  étant  une  couple  de  six  imaginaires  conjugués. 

160.  On  a  vu  (118)  qu'une  surface  cubique  peut,  en  general,  étre  engendrée  à  l'aide 
de  trois  réseaux  projectifs  de  plans.  Dans  ce  mode  de  generation,  on  déduit  les  27 
droites  des  six  points  1,  3,  3,  +,  5,  6,  où  un  pian  E  est  rencontré  par  une  certaine 
courbe  gauche  du  sixième  ordre.  En  effet,  les  27  droites  correspondent  (114)  aux  six 
points 

1,    2,    3,    4,    5,    6, 
aux  six  conicjues 

23456,    1S456,    13466,    12356,    13346,    13345, 
et  aux  quinze  droites 

23,    31,    12,  56,    64,    45, 

14,    15,    16,    24,    25,    26,    34,    35,    36. 

L'ensemble  des  trois  réseaux  étant  suppose  réel,  de  mème  que  le  pian  E,  le  système 
des  six  points  123456  aera  réel  aussì;  et  par  conséquent,  on  pourra  distinguer  les 
cas  suivants: 

1."  Si  les  six  points  sont  tous  réels,  les  27  droites  sont  toutes  réelles  (prmnière 
espèce). 

2."  Si  quatre  points  sont  réeis,  et  que  les  deux  autres  soìent  imaginaires  conjugués, 
on  aura  4-|-4  +  6-l-l  =  15  droites  réelles;  les  autres  sont  imaginaires  et  telles  que 
deux  conjuguées  ne  se  rencontrent  fpas  deiizième  espèce). 

ò."  Si  deux  points  sont  réels,  et  que  les  autres  soient  imaginaires  conjugués  par 
couples,  on  aura  2  +  2+1+2  =  7  droites  réelles;  2  couples  de  droites  imaginaires 
conjuguées  qui  se  coupent,  et  8  couples  de  droites  imaginaires  conjuguées  qui  ne  se 
coupent  pas  (troisihne  espèce). 

4."  Si  les  six  points  sont  tous  imaginaires  et  conjugués  par  couples,  on  aura 
1  +  1  +  1=3  droites  réelles;  6  couples  de  droites  imaginaires  conjuguées  qui  se  cou- 
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pent,  et  6  cotiples  de  droites  imaginaires  conjuguées  qui  ne  se  coupent  pas  (quatnème 
espèce). 

n  n'est  pas  possiUe  d'oUenir  la  cinquième  espèce  par  ce  mode  de  generation:  ce  qui 
résulte  aussi  du  remarque  que,  dans  la  cinquième  espèce,  il  n'y  a  a«cun  six  réel,  tandis 
que  la  generation  à  l'aide  de  trois  réseaux  projectifs  (dont  l'ensemble  Boit  réel)  nous 
méne  à  un  double-six,  les  deux  six  duquel  (formés  par  les  droites  qui  correspondent 
aux  six  points  et  aus  six  conìques)  sont  nécessairement  réels  *). 

Nous  nous  proposons  maintenant  de  prouver  que,  si  la  generation  par  des  réseaux 
projectifs  ne  peut  donner  que  les  quatre  premières  espèces,  il  y  a  un  autre  mode  de 
generation  qui  est  propre  à  donner  toutes  les  cinq  espèces.  Pour  cela,  il  faut  que  nous 
discutions  d'abord  les  cas  possibles  fournis  par  l'intersectlon  de  deux  surfaces  quadri- 
ques,  qui  ne  se  touchent  en  aucun  point. 

161.  Deux  surfaces  de  second'ordre,  qui  n'aìent  aucun  point  de  contact,  se  coupent 
suivant  une  courbe  gauche  de  quatrième  ordre,  par  laquelle  passent  quatre  cones  qua- 
driques;  les  sommets  de  ces  cones  sont  aussi  les  sommets  du  tetraèdro  eonjugué  commun 
à  toutes  les  surfaces  quadriques  passant  par  la  courbe  gauche.  Ces  surfaces  foruient 
un  faisceau  :  c'est-à-dire  que  par  un  point  quelconque  x  de  l'espace  et  par  la  courbe 
gauche  passe  une  seule  surface  quadrique.  Les  deux  génératrices  rectilignes  de  eette 
surface,  qui  passent  par  x,  sont  les  deux  droites  qu'on  peut  mener  du  point  x  à  couper 
deux  fois  la  courbe  gauche. 

Tout  cone  passant  par  la  courbe  gauche  et  ayant  son  sommet  en  un  point  de  la 
courbe  est  du  troisième  ordre;  et  par  conséquent,  la  perspective  de  la  courbe  gauche 
sur  un  pian,  l'oeil  étant  place  sur  elle,  est  une  courbe  (generale)  du  troisième  ordre. 

C'est  des  propriétés  de  cette  perspective  piane  qu'on  déduit  un  grand  nombre 
de  propriétés  de  la  courbe  gauche  de  quatrième  ordre  (et  de  premier  genre(125)). 
Par  ex.,  par  un  point  quelconque  de  la  cubique  piane  on  peut  lui  mener  quatre  droites 
tangeutes,  et  le  rapport  anharmonique  de  ces  quatre  droites  est  Constant  (rapport 
anharmonique  de  la  cubique).  Dono,  par  toute  droite  appuyée  à  la  courbe  gauche  en 
deux  points  co',  on  peut  lui  mener  quatre  plans  tangents.  Si  o  est  l'oeil  et  que  l'on 

*)  Si  l'on  regarde  une  suiface  cubique  Fg  cornine  polaire  roixte  de  deux  plana  E,  E' ,  par 
rapport  à  une  surface  fondamentale  da  méme  ordre  (76),  on  arrive  à  un  doublo-six,  dont  les 
droites  correspondent  aux  intersections  des  plans  donnés  avec  deux  courbes  gauches  du  G/  ordre 
respectivement.  Si  les  plans  donnés  sont  imaginaires  conjugués,  il  en  est  de  mème  des  deux 
six,  et  par  conséquent,  il  peut  d'abord  paraltre  possible  d'obtenir,  par  ce  moyen,  la  cinquième 
espèce  aussi.  Mais  l'illusioii  s'évanouit  en  considérant  que  les  droites  homologues  des  deux  six, 
qui  sont  imaginaires  conjuguées,  ne  se  coupent  pas  :  tandis  que,  dans  la  cinquième  espèce, 
deux  droites  imaginaires  conjuguées  sont  toujours  dans  un  mème  pian. 
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déplace  o',  le  rapport  anharmooique  de  ees  quatre  plans  reste  invarìable;  et  dès  lors 
il  ne  changera  pas  si  é  est  fixe  et  o  variable;  et  conséquemment,  le  méme  rapport 
ne  variera  pas  non  pina  de  quelque  manière  qu'on  déplace  la  corde  oo' .  Il  resulto  de 
là  que,  si  l'oeil  parcourt  la  courbe  gauche,  le  rapport  anharmonique  de  la  cubique 
perspective  se  conserve  Constant.  On  peut  dooner  à  ce  nombre  Constant  la  dénomination 
de  rappoti  anharmonique  de  la  cowbe  gauche. 

162.  On  peut  regarder  une  courbe  gauche  C4  de  quatrième  ordre  (premier  genre) 
comnie  l'intersection  incomplète  d'une  surface  S  du  second  ordre  et  d'un  cone  K  du 
troisième  ordre,  dont  !e  sommet  soit  un  point  0  de  Oj.  Les  deux  génératrices  de  S 
qui  passent  par  0  coupent  de  nouveau  la  eourbe  gauche  ;  et  dès  lors  elles  appartiennent 
aussi  au  cone  K;  e'est-à-dire  qu'ellea  formeront,  avec  Cj,  l'intersection  complète  des 
lieux  S  et  K.  Le  pian  de  cea  génératrices  est  tangent  à  S  au  point  0  ;  il  contìent  donc 
la  droite  T  tangente  en  ce  point  à  Cj:  droite  qui  est  aussi  une  generatrice  du  cone 
K.  Le  pian  osculateur  à  C4  en  0  coupera  la  courbe  en  un  autre  point  0;  donc,  ce 
méme  pian  touchera  le  cone  K  suivant  T  et  le  coupera  suivant  la  droite  00'. 

L'oeil  étant  place  en  0,  la  perspective  de  C^  est  une  cubique  (base  du  cone  K). 
Soit  w  la  trace  de  T  sur  le  pian  du  tableau;  les  droitea  tangentes  de  la  cubique,  issues 
de  (0,  seront  les  tracea  des  quatre  plana  tangents  de  C^,  qu'on  peut  mener  par  T.  Or, 
ces  plans  touchent  la  courbe  gauche  en  deux  points  (dont  l'un  est  0)  ;  donc  ils  passeront 
respectivement  par  les  sommets  des  quatre  cones  quadriques,  sur  lesquels  C^  est  placée: 
car  ces  cones  forment  l'enveloppe  complète  dea  plana  bitangents  de  C,.  Conaéquem- 
ment  le  rapport  anharmonique  des  quatre  plans  qui  touchent  C4  en  un  point  quelcongue 
et  passent  respectivement  par  les  sommets  des  quatre  cones  quadriques  est  égal  au  rapport 
anharmonique  de  la  coitrbe  gauche  méme;  et  dès  lors,  il  est  un  nombre  Constant. 

163.  Réciproquement,  une  cubique  piane  donnée  peut  ètre  regardée  comme  per- 
spective d'une  eourbe  gauche  du  quatrième  ordre  (premier  genre)  passant  par  l'oeil 
0.  Soit  w  un  point  quelconque  de  la  cubique  piane;  et  qu'une  droite  menée  par  tu  coupé 
cette  courbe  en  deux  autres  points  o>,,  Ws,  Alors,  le  cone  qui  a  le  point  0  pour  sommet 
et  la  cubique  piane  pour  base,  rencontrera  une  surface  quadrique  menée  arbitrairement 
par  les  droites  ow,,  omj,  suivant  une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre,  touchée  en 
0  par  la  droite  ow. 

164.  Si  les  deux  surfaces  quadriquea  (161)  sont  réelles,  leur  interseetion  peut  étre 
réeUe  ou  imaginaire  ;  et  dans  la  première  hypothèae,  ou  elle  conaiste  en  un  irait  (Zug, 
StUck)  unique  ;  ou  bien  elle  eat  l'ensemble  de  deux  traits  associés  qui  n'ont  aucun  point 
commun,  pas  méme  à  distance  infime.  Nous  aurons  à  examiner  ces  trois  cas  séparément. 

165.  Si  l'intersection  Ci  de  deux  surfaces  quadriquea  est  une  courbe  monogrammique 
(à  un  Seul  trait),  sa  perspective  (l'oeil  étant  toujours  place  sur  la  courbe  gauche)  sera 
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aussi  d'un  seul  trait,  c'est-à-dire  qu'elle  n'aura  qu'une  branche  serpentine  avec  trois 
inflexions  *).  Or,  on  sait  **)  qu'une  telle  cubique  piane  a  un  rapfjort  anharmonique 
ima^inaire:  en  d'autres  termes,  d'un  point  quelconque  de  la  cubique  on  ne  peut  lui 
mener  que  deux  tangentes  réelles.  Dono  (162),  panni  les  quatre  plant,  tangents  à  C, 
en  un  point  quelconque  et  passant  respectivement  par  les  somniets  de&  quatie  cones 
quadriques  (qui  font  partie  du  faisceau  dont  Cj  est  ia  base)  il  n'y  en  a  que  deux  réels  ; 
c'est-à-dire  que  des  C[uatre  cones  deux  seulement  soni  réels. 

De  ce  que  la  cubique  perspective  n'adniet  que  deux  tangentes  réelles  issues  d'un 
quelconque  de  ses  points,  il  résulte  en  outre  que  par  tonte  droite  appuyée  à  Cj  en 
deux  points  réels,  distìncts  ou  coincidents,  on  peut  mener  à  cette  courhe  deux  plana  tan- 
gents réels,  et  deux  seulement.  D'après  la  lei  de  continuile,  cette  propriété  subsistera 
aussi  pour  une  droite  appuyée  à  C4  en  deux  points  imaginalres  conjugués. 

Le  tétraèdre  conjugué  a  deux  somniets  réels,  et  dès  lors  deux  faces  réelles:  chaque 
face  réelle  contient  un  sommet  réel.  Donc,  chaque  face  réelle  coupé  d  en  deux  points 
réels;  c'est-à-dire  qu'elle  coupé  le  cone  quadrique,  dont  le  sommet  est  situé  sur  cette  face, 
suivant  deux  droites,  dont  une  rencontre  en  deux  points  réels  la  section  de  l'autre  cone. 

Les  cones  réels  de  second  ordre,  qui  passent  par  d,  constituent  la  limite  de 
séparation  entre  les  surfaces  gauches  et  les  surfaces  non  réglées  du  faisceau,  dont  Cj 
est  la  base.  Dans  le  cas  actuel,  il  est  aisé  de  voir  que  la  quadrique  (du  faisceau)  passant 
par  un  point  quelconque  de  Vespace  intérieur  ou  extérieur  à  tous  les  deux  c<mes  réels, 
est  gauche;  au  lieu  que  la  quadrique  passant  par  un  point  quelconque  de  Vespace  intérieur 
à  l'un  des  cones  et  extérieur  à  l'autre  n'est  pas  réglée  [*"]. 

166.  L'intersection  C*  soit  maintenant  une  courbe  digrammigue  (à  deux  traits), 
auquel  cas  la  cubique  perspective  sera  composée  d'une  ovale  '***)  et  d'une  branche  ser- 
pentine avec  trois  inflexions.  Soit  (o  la  trace,  sur  le  tableau,  de  la  droite  qui  touche 
Cj  au  point  o  de  Teeil  (163);  les  tangentes  menées  par  <a  à  la  cubique  seront  les 
traces  des  quatre  plans  qui  touchent  C,  en  0  et  passent  respectivement  par  les  somniets 
du  tétraèdre  conjugué  (162).  Or,  les  quatre  tangentes  de  la  cubique,  issues  de  »,  sont 
toutes  imaginaires  ou  toutes  réelles,  selon  que  ce  point  appartieni  à  l'ovale  ou  à  la 
branche  serpentine;  donc,  les  somniets  du  tétraèdre  conjugué  (savoir  les  sommets  des 

*)  E^  consldérant  la  tontiQuUé  de  la  courbe  eomme  non  interrompue  par  les  passages  à 
l'inflni.  tUne  forme  typique  de  eette  sorto  de  cublques  planes  est  la  parabola,  pura  de  Nbwtob 
(Enumeratio  linearum  Urtii  ordinisi  j  . 

**)  IGiornale  di  matematielie,  t.  2.°  (Napoli  1864)  p.  78  f  [Queste  Opere,  n.  49  (t.  3.")). 
***)  En   appliquant  cette  dénomination  méme  aux  formes  hyperboliques  et  paraboliques 
[d'après  M.  Bellavitis.]  lUne  forme  typique  de  cette  espèce  est  la  parabola  campaniformis 
cum  ovali  de  Newton]. 
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quatre  .cones  qtiadriques  qui  pasaent  par  Cj)  seront  tous  imaginaires  ou  tous  réels,  selon 
que  la  perspective  du  trait,  sur  lequel  est  place  l'oeil,  est  une  ovale  ou  une  branche  serpentine. 
H  résulte  de  là  que,  si  la  courbe  Cj  est  donnée,  la  perspective  du  trait  sur  lequel 
on  place  l'oeil,  quel  que  soit  le  trait  clioisì,  sera  toujours  une  ovale,  ou  toujours  une 
branche  serpentine.  Nous  avoiis  donc  deus  cas  à  distinguer,  suivant  que  le  tetraèdro 
conjugué  est  tout  ree!  ou  tout  imaginaire. 

167,  Si  !e  tetraèdro  est  tout  imaginaire,  c'est-à-dire  si  (o  est  un  point  de  l'ovale, 
un  pian  quelconque  mene  par  l'oeil  coupera  Cj  en  trois  autrespoints  (dont  deux  peuvent 
étre  imaginaires),  les  perspeetives  desquels  ou  appartieni] ront  toutes  à  la  branche  ser- 
pentine, ou  l'une  à  cette  branche  et  les  deux  autres  à  l'ovale.  Donc,  si  un  pian  reneontre 
G(  m  quatre  points  réels,  trois  de  ces  points  appartiendront  à  un  méme  trait;  et  le  qua- 
trimne  à  l'autre  trait;  et  si  un  pian  reneontre  C,  en  deztx  points  réels  seulement,  ces  deux 
points  seront  toujours  l'un  sur  un  trait  et  l'autre  sur  l'autre  trait.  D'où  il  suit  qu'un 
pian  tangent  en  un  point  coupé  la  courbe  en  deux  autres  points  aitués  sur  des  traits 
différents;  qu'un  pian  osculateur  à  un  trait  coupé  l'autre  trait;  et  qu'il  n'y  a  aucun  pian 
réel  qui  touehe  la  courbe  en  deux  points,  ou  qui  la  reneontre  en  quatre  points  tous 
imaginaires  ou  tous  coìncidents. 

En  outre,  il  résulte  de  ce  qui  a  été  remarqué  pour  la  cubique  perspective,  que 
par  toufe  droite  appuyée  à  la  courhe  en  deux  points  (réels  ou  imaginaires  conjugués) 
d'un  méme  trait  il  ne  passe  aucun  pian  réel  tangent  ailleurs  à  la  courbe;  et  que  par 
une  droite  appuyée.  aux  deux  traits  on  petti  toujowrs  faire  passer  quatre  plans  tangents 
réels. 

Qnand  un  tétraèdre  est  conjugué  à  une  surface  quadrique,  toute  generatrice  de  celle- 
ci  rencontrant  une  arète  du  tétraèdre,  reneontre  aussi  l'aréte  opposée;  et  par  suite  la 
surface  contient  les  quatre  droites  sunant  leiquelles  s'entrecoupent  les  quatre  plans 
tangents  menés  par  deus  arètes  opposées  Si  le  tétiaèdre  est  forme  (comme  l'on  suppose 
actuelieraent)  par  deux  couples  de  plans  imii^maires  conjugués,  il  a  néanraoins  deux 
arétes  opposées  réelles,  dont  chacune  est  1  mteisection  de  deux  plans  tangents  de  la 
surface.  Or,  ces  plans  sont  réels,  cai  ils  donent  former  un  système  harmonique  avec 
deux  faces  du  tétraèdre,  lesquelles  sont  des  plans  imaginaires  conjugués.  Donc  les  quatre 
droites  d'intersection  des  deux  couples  de  plans  tangents  sont  réelles,  et  conséquem- 
ment  la  surface  est  gauche. 

Ainsi,  dans  le  cas  actuel,  toutes  les  quadriques  passant  par  Ci  sont  gauckes;  c'est- 
à-dire  que  par  tout  point  de  l'espace  on  peut  faire  passer  deux  droites  réelles  qui 
rencontrent  deux  fois  la  courbe  {l'une  au  moins  en  des  points  réels). 

168.  Supposons  maintenant  que  notre  courbe  gauche  C,  (digrammique)  corresponde 
à  un  tétraèdre  conjugué  tout  réel,  c'est-à-dire  qu'elle  soit  située  sur  quatre  cones  qua- 


y  Google 


MÉMOIRE   BE   GEOMETRIE  PURE   SUR   LES   SURFACKS  DU   TROISIÈME   ORBRB. 


driques  réels.  Un  pian  mene  arbitrairenient  par  l'oeiì  coopera  C4  en  trois  autres  points 
{deux  peuvent  ètre  imagìnaires),  dont  les  perspectives  tomberont  ou  toutes  trois  sur 
la  branche  serpentine,  ou  bien  l'une  sur  cette  brinche  et  les  deus  aoties  sur  l'ovale. 
Donc,  si  un  pian  rencontre  G,  en  quatre  poinis  réels  ceur  ci  peutent  appartentr  tous  à 
un  méme  trait  ou  bien  deux  à  l'un  trait  et  deux  a  l  auire  et  st  un  pian  rencontre  la 
courbe  en  deux  points  réels  seulement,  ceux-ci  appartiennent  toupnrs  a  un  méme  trait, 
D'où  il  résulte  qu'un  pian  osculateur  à  un  trait  coupé  ce  meme  tiait 

De  l'analyse  des  quatre  tangentes  de  la  cubique  perspective  i&sues  d  un  quelconque" 
de  ses  points,  on  déduit  en  outre  que  par  t<nde  dtoite  appuyet,  a  la  cuurbe  en  deux 
points  (réels  ou  imagìnaires  conjugués)  d'un  méme  tratt  on  peiit  faire  p  isspr  quatre  plans 
tangents,  dont  deux  toiwhent  un  trait  et  deux  Vautre  tandis  que  par  toute  droite  appuyée 
aux  deux  traits  il  ne  passe  aumn  pian  tangent  réel 

Chaque  face  du  tetraèdro  conjugué  coupé  la  couibe  C4  en  quati e  points,  somniets 
d'un  quadrangle  complet,  dont  les  còtés  opposés  se  rencontient  en  trois  points  réels 
(sonimets  du  tétraèdre);  donc  ces  quatre  intersections  sont  toutes  reeìles  ou  toutes 
imagìnaires.  Mais  d'autre  part,  si  un  trièdre  est  conjugué  a  un  cone  quadrique,  il  y 
a  une  face  du  trièdre  qui  ne  rencontre  pas  le  cone.  Donc  deux  faces  du  tétraèdre  coupent 
C9  en  quatre  points  réels  et  les  deux  autres  en  quatre  pomts  imaginatfe'i. 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  quadrique  du  faisceau  dont  Uj  est  li  base,  menée  par 
un  point  quelconque  de  Vespace  intérieur  ou  extérieur  a  tou»  les  quatte  cones,  ou  bien 
de  Vespace  intérieur  à  deux  cones  et  extérieur  aux  deux  auties  eòi  vne  surface  gauche; 
tandis  que  la  quadrique  passant  par  im  point  intérieur  (exteneur)  a  un  cone  et  extérieur 
(intérieur)  aux  trois  autres,  est  une  surface  non  réylée.  En  outre,  par  un  point  quel- 
conque de  l'espace  intérieur  ou  extérieur  à  tous  les  quatre  cones,  on  peut  mener  deus 
droites,  dont  chacune  est  appuyée  en  deux  points  (réels  ou  imagìnaires  conjugués)  à 
un  mème  trait  de  C4  ;  au  lieu  que  par  tout  point  extérieur  à  deux  cones  et  intérieur  aux 
deux  autres  on  peut  mener  deux  droites,  chacune  desquelies  coupé  l'un  et  l'autre  trait, 

169.  Enfin,  supposons  que  la  courbe  Cj  soit  imaginaire:  auquel  cas  tout  pian  réel 
coupé  0,  en  quatre  points  imagìnaires,  sommets  d'un  quadrangle  complet  qui  aura  deux 
c6tés  réels;  tandis  que  les  autres  couples  de  còtés  opposés  n'ont  de  réel  que  le  point 
de  concours.  Il  y  a  donc,  dans  l'espace,  un  nombre  Infinl  de  points  par  lesquels  on 
peut  mener  deux  droites  réelles  à  rencontrer  en  deux  points  {nécessalrement  imagìnaires 
conjugués)  la  courbe;  et  il  y  a  un  nombre  infinl  aussi  de  points  par  lesquels  ces  deux 
droites  sont  imagìnaires  conjuguées;  e' est  pourquol  II  y  aura  une  surface  réelle,  lleu 
des  points  pour  lesquels  ces  deux  mèmes  droites  sont  coincidentes.  Or,  ce  lieu  est  en 
general  forme  par  les  quatre  cones  quadriques  passant  par  C4;  donc,  dans  le  cas  actuel, 
il  y  aura  au  moins  deux  [*^]  cones  réels. 
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Le  tétraèdre  conjugué  est  toul  réel.  En  effet,  sì  a  est  le  sommet  d'un  cone  réel,  le 
pian  polaire  de  a  (par  rapport  aux  quadriques  du  faisceau  dont  G^  est  la  base)  coupera 
Cj  suivant  un  quadrangle  imaginaire,  dont  les  eouples  de  cStés  opposés  ont  trois  points 
de  concours  réels,  i,  e,  d.  Or,  abcd  est  préeiscment  le  tétraèdre  conjugué. 

Puis,  si  l'on  réfléchit  que  chaque  face  du  tétraèdre  coupé  l'un  des  trois  cones,  dont 
elle  contient  les  sommets,  suivant  deux  droites  réelles,  et  cbacun  des  deux  autres  sui- 
vant deux  droites  imagiuaires  (coojuguées),  et  que  des  trois  faces  concourant  au  sommet 
d'un  cone  réel  deux  seules  peuvent  couper  ce  cone  suivant  des  droites  réelles  ;  on  recon- 
naltra  que  deus:  cones,  seulement,  soni  réels;  les  deux  autres,  tout  en  ayant  leurs  sommets 
réels,  sont  imaginaires. 

Les  deux  cones  réels  sont  totaleraent  extérieurs  l'un  à  l'autre.  Les  surfaces  (du  fai- 
sceau dont  Ci  est  la  base)  qui  passent  par  les  points  de  l'espace  extérieur  à  l'un  et  à  Vanire 
cone  sont  gauches;  a/u  lieu  que  par  les  points  intérieurS  à  l'un  des  cones,  il  ne  passe  que 
des  quadriques  {du  faisceau)  non  réglées. 

170.  Ainsi,  il  y  a  trois  espèces  dijférentes  de  la  courbe  gauche  (generale)  de  quatrième 
ordre  et  de  premier  j^mre,  c'est-à-dire; 

1.'^  cas  —  Courbe  réelle  monogrammique  :  le  tétraèdre  conjugué  a  deux  sommets 
réels;  il  y  a  deux  cones  quadriques  réels  qui  passent  par  la  courbe. 

3/  cas  —  Courbe  réelle  digrammique:  le  tétraèdre  n'a  aucun  sommet  réel;  il  n'y 
a  aucun  cone  réel. 

3.^  cas  —  Courbe  réelle  digrammique  :  le  tétraèdre  a  quatre  sommets  réels,  qui 
donnent  quatre  cones  réels  aussi. 

En  outre,  ì'intersection  de  deux  quadriques  réelles  (qui  ne  se  touchent  en  aucun 
point)  présente  un  autre  cas  possible: 

4.'  cas  —  Courbe  imaginaire:  le  tétraèdre  a  quatre  sommets  réels;  mais  il  n'y  a 
que  deux  coaes  réels. 

171.  Qu'on  revienne  maintenant  à  la  surface  cubique  generale  F.3,  et  qu'on  remarque 
que  dans  toutes  les  cìnq  espèces  qu'elle  peut  presentar  (159)  il  y  a  toujours  trois  droites 
réelles  situées  dans  un  mème  pian:  soient  ces  droites  a,  i,  e.  La  première  polaire  du 
point  0,  commun  à  &  et  e,  est  une  quadrique  gauche  qui  ne  passe  pas  seulement  par 
les  droites  i,  e;  elle  coupé  F3  aussi  suivant  une  courbe  gauche  C^  de  quatrième  ordre 
(premier  genre),  lieu  des  points  où  F3  est  tonehée  par'  des  droites  issues  de  0.  Cette 
courbe  gauche  rencontre  ehacuae  des  droites  b,  e  en  deux  points,  qui  sont  évidemment 
les  mémes  oii  eette  droite  touche  deux  coniques  de  la  surface. 

La  courbe  C4  est  la  base  d'un  faisceau  de  quadriques  coupant  F3  suivant  des 
coniques,  dont  les  pians  passent  par  la  droite  a  (143):  ainsi  ces  quadriques  et  les  plans 
par  a  forment  deux  faisceaux  projectifs  propres  à  eugendrer  la  surface  Fg.  Remarquons 
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de  plus  (143)  que  les  plans  par  a  sont  les  polaìres  lìu  point  o  par  rapport  aus  qua- 
driques  eorrespondantes;  d'où  il  résuite  qiie  la  surface  cubique  est  complètemeiit 
détenninée  par  la  courbe  gauche  C4  et  par  le  point  0. 

Les  autres  24  droites  sont,  deux  à  deus,  situées  dans  les  12  plans  tritangeiits  qui 
passent  par  a,b,  e;  parmi  lesquels,  les  4  plans  par  a  sont  déterminés  par  les  somniets 
des  4  cones  quadriques  qui  passent  par  C4;  et  les  autres  sont  les  plans  qu'on  peut 
mener  par  6  et  e  à  toucher  ailleura  C4  (112). 

A  présent,  il  faut  démontrer  qu'en  cboisissant  la  courbe  Cj  et  le  point  0  d'une 
manière  convenable,  on  peut  déduire  toutes  les  cinq  espèces  des  surfaces  cubiques, 
de  ce  mode  de  generation. 

172.  Que  la  courbe  C4  soit  réelìe,  digrammique  et  placée  sur  qwitre  cones  quadriques 
réels,  et  que  le  pomi  0  soit  extéHeuir  à  tùus  les  quatre  cortes:  auquel  cas  (168)  non-seule- 
ment  passent  par  0  deus  cordes  réelles  b,  e  de  C^,  mais,  en  outre,  les  plans  polaìres 
de  0  se  coupent  suivant  une  droite  a,  qui  rencontrera  cliaque  cone  en  des  points  réels. 
D'où  il  résuite  que  par  a  passent  quatre  plans  tritangents  (de  F3)  réels  {les  plans 
polaires  de  0  par  rapport  aux  quatre  cones},  chacun  desquels  contiendra  (outre  a)  deux 
droites  réelles.  On  peut  ajouter  (168)  que  chacune  des  droites  b,  e  coupera  en  deux 
points  (réels  ou  non)  un  mème  trait  de  Cj;  et  que  par  chacune  de  ces  droites  on  peut 
conséqueniment  mener  quatre  plans  tangents  à  la  courbe  gauche,  et  dès  lors  tritangents 
à  F3,  Cela  est  propre  et  exclusif  à  la  première  espèce  des  surfaces  cubiques  (156); 
donc  chacun  de  ces  huit  plans  tritangents  par  b  ou  par  e  contiendra  deux  autres 
droites  réelles.  Ainsi  la  surface  engendrée  aura  27  droites  réelles. 

Réciproqueraent,  on  peut  démontrer  que  le  choix  adopté  pour  C4  et  pour  le  point  0 
est  nécessaire  afin  que  la  surface  engendrée  soit  de  la  première  espèce. 

173,  Si  la  courbe  C4  esi  de  nouveau  réelle,  digrammique  et  placée  sur  quatre  cones 
quadriques  réels,  mais  que  le  point  0  soit  intérieur  à  tous  les  quatre  cones,  nous  aurons 
encore  (168)  quatre  plans  tritangents  réels  par  chacune  des  droites  a,  b,  e.  Mais,  comme 
dans  ce  cas  la  droite  a  (intersection  des  plans  polaires  de  0)  est  entièreraent  extérieure 
à  tous  ies  cones,  il  en  suit  que  chacun  des  quatre  plans  par  cette  droite,  ne  rencontrant 
pas  le  cone  correspondant  suivant  des  droites  réelles  coupera  F3  suivant  deux  droites 
imaginaires  conjuguées.  Ce  resultai  est  propre  et  exclusif  à  la  cinquième  espèce  (157); 
donc  chacun  des  buit  plans  par  b  ou  par  e  contiendra  aussi  une  couple  de  droites 
imaginaires  conjuguées.  Ainsi  la  surface  engendrée  aura  trois  droites  réelles  et  douze 
couples  de  droites  imaginaires  conjuguées  qui  se  coupent. 

Réciproquement,  on  peut  démontrer  que  pour  engendrer  une  surface  cubique  de 
la  cinquième  espèce,  il  faut  choisir  la  courbe  C4  et  le  point  0,  de  la  manière  que  nous 
venons  de  faire. 
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174.  Que  la  cotirie  (/anche  O^  soU  encore  réelle,  digrammiqtie  et  placée  sur  quatre, 
cortes  réels,  et  que  le  point  o  soit  pris  dans  l'espace  intérieur  à  deux  cortes  et  extérieur 
aux  deux  autres:  auquel  cas  la  droite  a  rencoiitrera  (en  des  points  réels)  les  deus 
derniers  cones  seulement,  et  chacune  des  droìtes  b,  e  sera  appuyée  à  tous  les  deux 
traits  de  G,.  D'où  il  résulte  (168)  que  par  a  passevont  quatre  plans  (tritangents)  réels, 
doiit  deux  seulement  couperont  F3  suivant  d'autres  droites  réelles;  et  que  par  6  et  e 
il  ne  passera  aucun  plao  (tritangeut)  réel.  Cela  est  propre  et  exclusif  à  la  troisième 
espèce;  la  surface  engendrée  aura  donc  sept  droites  réelles,  deux  couples  de  droites 
imaginaires  conjuguées  qui  se  ampent,  et  huit  couples  de  droites  imaginaires  conjuguées 
qui  ne  se  coupent  pas. 

Il  y  a  deux  autres  manières  d'obteiiìr  la  surface  cubique  de  la  troisième  espèce: 
1."  ai  C4  est  réelle,  digrammique,  sans  aucun  cene  quadrique  réel,  le  point  0  étant 
du  reste  tout  à  fait  arbitraire;  2."  si  C,  est  imaginaire,  et  que  le  point  0  soit  extérieur 
à  tous  les  deux  cones  réels, 

175.  Soit  Gf  une  courbe  réelle,  monogranimique,  et  que  le  point  0  soit  extérieur 
à  tous  les  deux  cones  quadriques  réels  qui  passent  par  la  courbe:  auquel  eas  (165) 
ii  y  aura  deux  plans  réels  par  a,  ehacun  contenant  deux  autres  droites  réelles;  et  de 
mérae  il  y  aura  deux  plans  réels  par  cbacune  des  droites  b  et  e.  Cela  est  propre  et 
exclusif  à  la  deuxième  espèce;  d'où  il  resulto  que  cliacun  des  quatre  plans  réels  f 
par  b  ou  par  e  coupera  F3  suivaot  deux  autres  droites  réelles.  Ainsi  la  surface  i 
aura  quinse  droites  réelles  et  six  couples  de  droites  imaginaires  conjuguées  qui  ne  se 
coupent  pas. 

Réciproquement,  on  peut  démontrer  que  le  choìx  adopté  pour  C4  et  pour  le  point 
0  est  nécessaire  afln  d'obtenir  une  surface  cubique  de  la  deuxième  espèce. 

176.  En  dernier  Heu,  supposons  que  la  coitrbe  0^  soit  réelle  monograramiqne,  et 
que  le  point  0  soit  intérieur  à  tous  les  deux  cones  réels.  Dans  ce  cas  (165),  par  chacune 
des  droites  a,  b,  e,  il  ne  passe  que  deux  plans  réels;  et  ehacun  des  deux  plans  par  a 
contiendra  deux  droites  imaginaires  conjuguées.  Nous  tombons  ainsi  sur  la  quatrième 
espèce;  et  par  conséqnent  ehacun  des  plans  réels  par  b  ou  e  donnera  aussi  deux  droites 
imaginaires  corguguées.  La  sttrface  engendrée  aura  donc  trois  droites  réelles,  six  couples 
de  droites  imaginaires  conjuguées  qui  se  coupent,  et  six  couples  de  droites  imaginaires 
conjuguées  qui  ne  se  coupent  pas. 

Et  réciproquement,  afin  d'obtenir  une  surface  cubique  de  la  quatrième  espèce,  il 
faut  choisir  la  courbe  C4  et  le  point  0  de  la  manière  que  nous  venons  d'indiquer. 

177.  Dans  tout  ce  qui  précède,  il  est  entendu  qu'on  veut  prendre  pour  base  des 
opérations  un  pian  tritangent  avec  trois  droites  réelles:  et  nous  avons  démontré  qa'il 
est  possible  d'engendrer  toutes  les  cinq  cspéces  de  la  surface  cubique  generale. 
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Mais  si  l'on  voulait  partir  d'un  pian  tritangent  réel  contenant  une  seule  droite 
réelle  a  et  deux  droites  imaginaires  conjuguées  h  et  e,  il  ne  serait  plus  possible  d'obte- 
nir  la  première  et  la  deuxième  espèce,  ear  ees  espèces  h'admettent  aucnne  eonple  de 
droites  imaginaires  qui  se  eoupent.  Au  eontraire,  on  peut  construire  les  trois  autres 
espèces,  comme  il  suit: 

la  troisième  espèee,  si  C4  est  réelle  et  digrammique,  avec  quatre  cones  réeis,  et 
que  le  point  0  soit  extérieur  à  trois  cones  et  intérieur  à  l'autre; 

la  quatrième  espèce,  sì  C,  est  réeile,  monogrammique,  et  que  le  point  0  soit  inté- 
rieur à  l'un  des  deux  cones  et  extérieur  à  l'autre; 

enlìn,  la  cinquième  espèce,  sì  C4  est  réelle  et  digraramique,  avec  quatre  cones  réels, 
et  que  le  point  0  soit  intérieur  à  trois  cones  et  extérieur  au  quatrième;  ou  bien  sì 
Cj  est  imagiuaire  et  que  le  point  0  soit  intérieur  à  l'un  des  deux  cones  réels  (et  exté- 
rieur à  l'autre). 
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ChìPITKE    DlSlÈME. 

Fcoptiétés  dàvexaoB. 

148.  Trièdres  conjngués Pag.  i 

149.  Temos  de  trièdres  eonjugues  qui  contiennent  toutes  !ea  27  dioites  « 

150.  I  es  sommets  de  deus  trièdres  conjugués  oont  deux  p  mts  eorrespondints 

de  la  Hessienae  »      i 

151.  Propriétés  des  pomts  o  ou  se  eoupent    deus  à  deux    les  27  droites  />       i; 

152.  LcB  deui  pomts  ou  la  Hessienne  est  touchee  par  une  droite  de  r^  sont  A<"i 

poiuts  correspondants  sur  ia  Hessienni,  i 

153.  Surlaces  du  dixième  crdre  passant  par  !es  1J5  pomts  s 

154.  Piopnete  de  la  section  de  la  Hessienne  pai  un  phn  quelconque  »       9 

Chapitee  Onzième. 

Classification  des  snrfaces  da  troìsième  cvùre,  ea  égard  à  la  réalité 

des  27  droites. 


155.  On  peut   toujours   engenlrer  u   e   suitice  cubi  |ue   r(-i-lle  par  deux  tiifdres, 

chacun  desquels  suit  uu  ensemble  reel 

156.  Deux  trièdres  foL-més  pir  six  plaiis  réels 

157.  Un  tnedit  rèe!    1  autra  contenant  deux  plaiis  i magio iires  coniugui-s 

158.  Chaque  triedre  contenant  deux  plans  imagmaires  conjugues 

159.  Les  cm  i  espeees  de  la  surface  cubique  generale 

160.  La  generation  par  trois  réseaux  projectifs  ne  donne  que  les  quitre  premières 

161.  Courbe  C^    mtersection  de  deux  quadnques 

162.  Le  rapport  anharmonique  de  Cj  est  celui  des  quitre  plans  qui  toachent  la 

courbe  en  un  meme  pomt  quelconque  et  qui  passent  reapei,tiv6ment  par 
les  sfmmets  des  quatre  cones  quadnques  sur  lesquela  la  courbe  est  plaeée. 

163.  La  cubique  piane    perspectiye  de  C^ 

164.  Les  triis  las  de  1  mterseetion  de  deux  qaadriques  jui  ne  se  touchent  pas . 

165.  Courbe  mtnogrammique 

1 166.  Courbp  dij,rammique    deux  cas  a  distinguer   ( 
J.67.    Cpttrbe  digrammique,  tetraèdro  imaginaire      .,...,. 
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168.  Courbp  digrammi  {\if    tétraèdre  réel . 

169.  Iiitersection.  imagiu'iire      .... 

170.  Les  tron  espèces  de  C,       . 

171.  Generation  de  F    par  doux  faisecanx 

172.  La  premièie  espèce  .... 

173.  La  cinquième  espèce 

174.  La  troisième  e'fpèce  .... 

175.  La  deuxi^me  espèoe  .... 

176.  La  quatrième  espeee  .... 

1  177.  Le  pian  tntangent  contieni  deux  droites  r 


agmaires  (Mnjugiiees.  | 
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SULLA  TRASFORMAZIONE  DELLE  CURVE  IPERELLITTICHE. 

BmdicoiUi  del  B.  IHihUo  Lombardo^  serie  lì,  volume  II  [ÌSm],  pp.  566-FiTl. 


Dicesi  iperellUtica  una  curva  le  cui  coordinate  siano  esprimibili  razionalmente  per 
mezzo  di  un  parametro  X  e  della  radice  quadrata  di  una  funzione  intera  Q  (X)  del 
grado  2p+2.  Una  curva  siffatta  può  essere  trasformata  con  processo  simile  a  quello 
adoperato,  pel  caso  di  p=\  e  p=2,  dai  signori  Clebsoh  e  Gordan  nell'eccellente 
loro  opera  Theorie  der  Abélschen  Fundionen  (p.  69  e  77). 

Le  espressioni  delle  coordinate  siano 

(I)  x,=w,+q,^Jq,   {^=1,2,3}, 

dove  le  te,  q  siano  funzioni  intere  di  X,  rispettivamente  de'  gradi  m  e  m—p—l. 
Suppongasi 

Q=A^(X— «,)(X— a,)...  (X-«,,+,), 


dove  si  fa  per  brevità 

Poi  pongasi 

(2) 

donde  segue 


^  (tti— o;)^.  {as—a^^^.  («a  — «i) 
(«4— aa)(«5— a!}...Kj+2— «a)  " 


-^?=(«i  —  d'i)  (X — a^ 
_(a, — ai){aa — ttg) 


(i-— I,  2 2i>— I). 
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Risulta  COSÌ 

opperò,  se  si  pone  inoltre 

(3)  y^yivApi—^ìVi)  [y^—Ky^  '■  ■  ■  {yi—K-iy%)=\^Q, , 

l'eliminazione  di  X  fra  le  ultime  due  equazioni  darà 

,^v  l  y^ytiVi—Ky^iy^—Ky^i  ••■  (ni—K-tythì- 

ì  —iyi—y^){yi—K-xyt)  •••  iyi—K-'y^)=''^- 

Quest'equazione  rappresenta  una  curva  d'ordine  p-\-2,  dotata  di  un  punto  p-plo  in 
?/i=?/3=0,  senza  altri  punti  multipli  *),  epperò  del  genere  p:  curva,  la  quale  ha  inoltre 
la  proprietà  speciale  che  ciascuna  delle  p  rette 

?/i=o,  %=o,  yi~k\y^=^o,  ì/,—fc| 2/5=0, ...,  y,—kl_syi=o, 

tangenti  ai  rami  incrociati  nel  punto  multiplo,  ha  ivi  colla  curva  />  +  2  intersezioni 
coincidenti,  e  (per  conseguenza)  che  dal  punto  multiplo  partono  solamente  p+2  tangenti 

yx—yì=o,  ;/i— ^-i^s=o, y,— /4?/s=o,...,  y,— %-i  !/s=f>, 

i  punti  di  contatto  delle  quali  sono  tutti  nella  retta  y^=0.  In  altre  parole,  i  punti  della 
curva  (4)  sono  conjugati  a  due  a  due,  in  modo  che  due  punti  coniugati  sono  sempre 
separati  armonicamente  mediante  il  punto  multiplo  e  la  retta  fissa  y^^^ù-.'e  le  tangenti 
in  due  punti  conjugati  si  segano  su  questa  medesima  retta  fissa  e  sono  separate 
armonicamente  per  mezzo  di  essa  e  del  punto  multiplo.  Ne  segue  che  la  curva  ha  Sp 
flessi  (distinti  dal  punto  multiplo,  nel  quale  ciascuno  de'  p  rami  ha  un'inflessione), 
conjugati  a  due  a  due;  che  le  8p{p — -1)  tangenti  doppie  sono  pur  esse  coniugate  a 
due  a  due,  ecc.;  e  che,  se  si  trasforma  la  curva  per  omologia  o  prospettiva,  mandando 
la  retta  ^3^0  all'infinito,  il  punto  multiplo  diventa  un  centro  di  simmetria  per  la 
curva  **).  Anche  senza  fare  questa  trasformazione,  possiamo  dire  che  il  punto  multiplo 
è  per  la  curva  un  centro  di  omologia  armonica. 

Dalie  (2)  si  ha 
(5)  ^^^«2(%— ai)yi— ai(«3— ai)?/a 

(«3— «O^i— («3— «s)^!      ' 


*)  I!  elio  sì   ricava  subito  dalla  coiiaid  e  razione  delle  intersezioni  della  curva  colle  prime 
polari. 

**)  Cfr.  Steiner,   Ueber  miche  algebraUcha   Ourven,  loelcTie  Mittelpuncte  haben,  ecc.  (G.  di 
Creile,  t.  47). 
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COSÌ  che,  sostituendo  nelle  (1)  i  valori  di  X  e  VQ  dati  dalle  (5),  (3),  si  otterranno  le  x 
espresse  razionalmente  per  mezzo  delle  ^.  Le  espressioni  risultanti  siano 
(6)  x,~[Wi]-\-[q,]y^y,(^,—k\y,)...{jf,—kl^^y^)y„ 

dove  le  [w],  [q]  sono  funzioni  intere,  omogenee  nelle  y,,  y^,  rispettivamente  de'  gradi 
m  ed  m — p—  1. 

Per  ta!  modo  la  curva  (1)  è  trasformata,  punto  per  punto,  nella  curva  (4}  [*^],  La 
curva  (!)  è  dunciue  del  genere  p:  l'ordine  della  medesima  si  determina  come  segue. 
Le  intersezioni  dì  essa  con  una  retta  arbitraria 

sono  date  dall'equazione  di  grado  2m  in  X: 

dove  Q  è  dato  dalla  (3).  Ora,  è  lecito  bensì  supporre  che  non  vi  sia  alcun  fattore 
comune  a  tutte  le  w;  e  a  tutte  le  q,  simultaneamente;  ma  potranno  esservi  mi  fattori 
comuni  a  Q  ed  alle  w,  ed  inoltre  jk;  altri  fattori  comuni  alle  tre  funzioni  w  —  g^Q. 
Tali  fattori  darebbero  soluzioni  indipendenti  dalle  |3;  perciò,  detto  «  l'ordine  delia 
curva  (1),  sarà 

Oiò  si  può  significare  anche  in  quest'altra  maniera.  I  secondi  membri  delle  (6),  ugua- 
gliati a  zero,  danno  tre  curve  d'ordine  m  individuanti  la  rete  geometrica  che  servirebbe 
a  trasformare  la  curva  (4)  nella  curva  (1).  Tali  curve  hanno  in  yi=y2=^0  un  punto 
(m — I)-pIo  con  p  tangenti  comuni;  questo  punto  equivale  dunque  ad  {m — \)p-\'P 
intersezioni  delia  curva  (3)  con  una  qualunque  della  rete.  Aggiungansi  altre  m,-j-»»3 
intersezioni  fisse,  corrispondenti  ai  fattori  summenzionati,  e  l'ordine  v  della  curva 
trasformata  *)  sarà 

v={p-\-2)m—mp~{mi-\--m2)  =  n. 
La  trasformazione  suesposta  della  curva  (1)  nella  curva  (4)  presenta  questa  circo- 
stanza notabile,  ch'essa  conduce  ad  un'equazione  della  forma 

yì-f{yuyz)—Hy^'y^)=*^' 

cioè  ad  una  curva  d'ordine  p-{-2,  dotata  di  un  punto  p-ylo,  il  quale  è  per  essa  un 
eentro  di  omologia  armonica.  Ora  non  sarà  forse  inopportuno  di  mostrare  direttamente 
come  ad  una  curva  così  particolare  si  possa  giungere  trasformando,  punto  per  punto, 
la  curva  più  generale  d'ordine  «  e  di  genere  p,  la  quale  abbia  un  punto  (»  ~  2)-plo, 

*)  Op.  dt.  p.  35. 


y  Google 


SULLA   TRASFOEMAZIONB   DELLE   CURVE  IPERELLITTICHE. 


epperò  inoltre  n — 2 — p  punti  doppj.  Sia  o  il  punto  (n — 2)-plo  e  e,,  Ca, ... ,  c,^^^  i 
punti  di  contatto  delle  2{p-{-l)  tangenti  che  escono  da  o.  Trasformiamo  *)  questa 
curva  mediante  una  rete  di  curve  d'ordine  «—1,  aventi  lo  stesso  punto  (w— 2)-plo 
0,  colle  stesse  tangenti  della  curva  data,  e  passanti  per  gli  »  — 2 — p  punti  doppj  e 
pei  punti  Ci,  C-i, ... ,  Cj,  (scelti  ad  arbitrio  fra  i  2p-\-2  sopra  nominati).  La  curva  trasfor- 
mata sarà  dell'ordine 

y=n{n-l)—(n—2y—in-2)—2{n—2-p)—p^p-\-'ì. 

La  rete  contiene  un  fascio  di  curve,  ciascuna  deile  quali  è  composta  delle  n — 2— p 
rette  che  da  o  vanno  ai  punti  doppj,  delle  p  rette  oci,  ocj, ... ,  oc,,  e  di  una  retta 
variabile  of:  per  ogni  curva  di  questo  fascio,  i  punti  Ci,  Cs, ... ,  c^  fanno  le  veci  di  p 
fra  le  p+2  intersezioni  che  in  generale  variano  da  una  ad  altra  curva  della  rete;  e 
non  rimangono  variabili  che  due  punti  i,,  y^,  situati  in  o-j.  Perciò,  a  questo  fascio 
corrisponderà  (nel  piano  della  curva  trasformata)  un  fascio  di  rette  incrociate  in  un 
punto  d,  multiplo  secondo  p  per  la  curva  trasformata,  il  quale  ha  per  corrispondenti 
i  punti  Ci,  Cs, ...  ,  Cp.  Quando  of  coincida  con  oc^  {r^^l,  2, ...  ,  p),  i  due  punti  variabili 
Vi,  'h  si  riuniscono  in  c^;  perciò  la  curva  trasformata  è  toccata  in  o'  dap  rette,  ciascuna 
delle  quali  ha  ivi  con  essa  p  +  2  intersezioni  coincidenti.  Fra  le  curve  del  fascio  vi 
sono  quelle  che  si  ottengono  facendo  prendere  ad  07  una  delle  posizioni  oc^+i,  oc^+3,..., 
ocsp+s;  ad  esse  corrisponderanno,  per  la  curva  trasformata,  le  rette  tangenti  che  escono 
da  0':  e  siccome  i  punti  Cp+i,  c^+a, ... ,  Ca^+j  sono  tutti  situati'  in  una  medesima  curva 
della  rete  (la  prima  polare  di  0  rispetto  alia  curva  data),  cosi  i  punti  ove  la  -curva 
trasformata  è  toccata  daììe  p-\-2  tangenti  che  escono  da  0'  saranno  tutti  in  una  stessa 
retta  (la  retta  corrispondente  alla  prima  polare  di  0).  Osserviamo  inoltre  che  agli 
w — 2 — p  punti  doppj  della  curva  data  corrispondono,  nella  trasformata,  altrettante 
coppie  di  punti  situati  su  rette  del  t'ascio  0'.  Ne  segue  che,  se  fra  quelli  vi  sono  v. 
regressi,  così  che  il  numero  delle  tangenti  oc^+i,  oCf+a, ...  diminuiscasi  di  x,  la  curva 
trasformata  avrà  ancora  lo  stesso  numero  p-j-2  di  tangenti  che  partono  da  o,  ma  i 
punti  di  contatto  di  v-  fra  esse  corrisponderanno  ai  >t  regressi  della  curva  proposta, 
mentre  i  punti  di  contatto  deiie  rimanenti  saranno  i  corrispondenti  dei  p-i-^—v.  punti 

"i-n.  <'i>+a 

Per  ultimo,  vogliamo  mettere  in  evidenza  il  signiticato  geometrico  delle  formole 
(2),  (3)  che  servono  a  passare  dalla  curva  (1)  alla  (4).  Siccome  la  (I)  si  può  trasformare 
in  una  curva  di  ordine  ^  +  2,  dotata  di  un  punto  i^-plo,  per  la  quale  esista  adunque 


*}  Questa  trasformazione  è  una  di  quelle  contemplate  nelle  mie  due  Note  stille  trasforma- 
zioni geometriche  delle  figure  piane  (Accad.  di  Bologna,  1863-G5)  [Queste  Opere,  n.  40,  62  (t.  2.")]. 
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un  fascio  di  rette  che  la  segano  in  due  soli  punti  variabili,  così  per  la  (1)  esisterà  un 
fascio  di  curve  (nella  rete  che  serve  alla  trasformazione),  ciascuna  delle  quali  !a  incon- 
trerà deipari  in  due  soli  punti  variabili.  SiaM+Xv^O  l'equazione  di  questo  fascio 
(il  cui  ordine  dicasi  s),  e  supponiamo  essere  a^  (r=l,  2, ... ,  2p-|-2)  i  valori  di  X 
corrispondenti  a  quelle  curve  dei  fascio  che,  riuniti  i  due  punti  variabili  in  uno  solo, 
riescono  tangenti  aila  curva  data.  Allora  la  trasformazione  si  opererà  mediante  le 
formole 

yt=(a3—ai)  (M4-ai«)S, 

ove  S^O  sia  una  curva  d'ordine  s',  passante  pei  punti  ove  la  curva  data  è  toccata 
dalle  curve 

u-\-aiV=0,  u+a^v  —  O u-\-aj,v  =  (i, 

e  $=0  sia  una  curva  d'ordine  s-\-s',  passante  pei  punti-base  del  fascio  u-\-Xv^Q 
ed  inoltre  per  le  restanti  ns' — p  intersezioni  di  S  colla  curva  data.  La  curva  trasfor- 
mata sarà  dunque  dell'ordine 

^=nis^^)-{ns-2)-{ns'-p}=p-\-2, 

avrà  in|/i=3/,=0  un  punto  p-'p\o,  ed  ivi  pH-2  intersezioni  coincidenti  con  ciascuna 
delle  p  rette  che  corrispondono  alle  curve  u-\-a,v^^O,  u-{-ai,v=0, ... ,  u-\-af,v=0: 
ammetterà  inoltre  p+2  tangenti  (le  rette  corrispondenti  alle  curve 

M-|-ap+i«=0,  M4-aj+,ì;=0 M  +  aEp+iV^O) 

che  escono  dal  punto  p-plo,  ed  i  cui  punti  di  contatto  saranno  in  una  retta.  Questa 
retta  sia  yj^O;  possiamo  dunque  supporre  che  la  curva  ^=^0  passi,  non  solo  pei 
punti-base  del  fascio  u-^-Xv^^O  e  per  le  ns'~p  intersezioni  sopranominate  di  E=0  colla 
curva  data,  ma  anche  pei  punti  ove  questa  è  toccata  dalle  ?ì  +  2  curve  «  +  ap+iw=^0, 
M+aj+sD=0, ...,  u-\-a.zp+2v=0.  L'esistenza  di  questa  curva  ^=0,  individuata  dal 
fascio  M+Xr^=0  e  dalla  curva  S  =  0,  costituisce  una  notabile  proprietà  delle  curve 
ipereUittiche. 
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INTORNO  AL  NUMERO    DEI   MODULI   DELLE   EQUAZIONI 

0  DELLE  CURVE  ALGEBRICHE  DI  UN  DATO  GENERE. 
Osservazioni  dei  professori  F.  Casoeati  e  L.  Cremona. 


Bendieoìili  del  il 


RiEMANN,  nel  §  12  della  sua  Theorìe  dar  Abelschen  FuncHonen  diede  3^» — 3  come 
numero  dei  moduli  delle  equazioni  o  curve  algebriche,  appartenenti  a  un  dato  genere 
p  *).  Invece  il  sig.  Catlet,  guidato  da  altre  considerazioni,  è  arrivato  al  numero 
ip  —  6  **):  la  qual  cosa  è  stata  cagione  che  quest'argomento  non  venisse  toccato  dai 
professori  Clbbsch  e  Gordan  nella  loro  recente  ed  importante  opera  Theorìe  der  Abél- 
seken  Functionen  ***).  In  questi  giorni  poi  è  stata  stampata  nei  Mathematisehe  An- 
nalm  (t  1  "  p  401)  diretti  dal  medesimo  sig  Glbb-iCH  e  d\]  piof  Nbuhann  una 
breve  nota  dove  il  sig  Beili  dimobtri  con  tiastoimazioni  analitiche  che  pei  j)^4 
il  numero  dei  moduli  e  ippunto  il  medesimo  che  e  tornito  dalla  toiuioh  nenunniana. 

Gli  autoii  delli  presente  comunicazione  m  ocuasione  delle  lezioni  da  esssi  date  nel 
corrente  inno  agh  allievi  iel  loi&o  noimile  nel  R  Istituto  tecnico  superioie  di  Mi- 
lano, ebbeto  a  fare  suU  itoOmento  alcune  iiflessnni  um  pdite  delle  quili  credono 
oppoitun)  di  qui  iiprodune 


*  A  scanso  d  ejmvoci  in  geometin  diciiwo  genere  m  che  e  detto  kì isse  da  Eibmann 
e  che  d  altron  le  il  sig  Clbbsch  eliiaraa  pure  GesdUeehf  diciamo  ciò  appartenenti  ad  uno 
stesso  geueie  tutte  le  equaiiiom  fra  due  lanabili  s  o  tur^e  d,lgebnche  ineducibih  che  si 
possono  trasfoimare  le  une  nelle  altre  mediante  sostituzioni  razionali  eqoa^iou!  o  curve  che 
danno  le  funz  om  di  s  diramite  come  s  Un  geneie  è  definito  dal  numero  j  e  dai  calori  dei 
moduli  Cloe  di  quelle  costanti  che  non  ii  possono  espelleie  mediante  traslurmazioni  birazionali 
ifindeutige  Tran  foi  muhoneii) 

**)  P)  iKeedtngs  of  'Ae  lAindon  Mathematu.  d  ^oa.ity    III  (Ib  ottobre  Ibbo) 

***)  Vedi  pag    VII  della  prefazione 
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Osservazioni  del  prof.  Casoeati.  —  L'enumerazione  delle  costanti  che  restano  es- 
senzialmente arbitrarie  conduce  ai  numero  3p  —  3,  comunque  la  si  faccia,  sopra  una 
equazione  qualunque  o  sopra  una  di  quelle  di  minimo  grado,  secondo  Riemann  (§  13 
della  sua  Theorie)  o  secondo  Clebsch  e  Gordan  (op.  cit.  p.  65).  Facciamola  per  que- 
st'ultimo caso.  Ivi,  mediante  ia  sostituzione 

(1)  yi-.yt-.y^^'^i-'^^  :  *3, 

dove  le  ^  =  0  rappresentano  tre  curve   indipendenti,  d'ordine  n — 3,  passanti  pei 

d-\-r^=-—^~ — — - — p  punti  doppj  e  di  regresso  e  per  jj  — 3  punti  semplici  di 

una  data  curva  f=0  d'ordine  n  e  genere  p,  si  trasforma  questa  in  una  curva  normale 

d'ordine  ?i+l,  dotata  di^-'^^-^r — Spunti  doppj.  L'equazione  di  questa  curva  normale, 

nella  sua  massima  generalità,  contiene 

(p+i)(j)+4)     y(y-3) 

2  2  ^^ 

costanti  arbitrarie.  Vediamo  ora  quanti  siano  i  coefBcienti  disponibili  nelle  formolo  di 
trasformazione.  Una  *,  dovendo  essere  del  grado  « — 3  ed  annullarsi  pei  d-{-r -^unii 
singolari  della  f=0,  contiene  p  coefficienti  disponibili.  Se  fossero  dati  i  p  —  3  punti 
semplici  pei  quali  hanno  a  passare  le  tre  ^,  ciascuna  di  queste  conterrebbe  ancora 
soltanto  3  coefficienti  disponibili,  e  le  formolo  (1)  ne  conterrebbero  8.  Aggiungendo 
dunque  il  numero  p  —  3  delle  costanti  disponibili  rappresentate  dai  p  —  3  punti  sud- 
detti, si  ha  in  totale  p-\-h  come  numero  dei  coefficienti  disponibili  nella  trasformazione. 
Potendosi  con  questi  annullare  altrettanti  coefficienti  della  curva  normale,  le  costanti 
arbitrarie  che  questa  conserverà  saranno  in  numero  4/)-|-2  — {p-|-5)^3p  —  3. 

Per  togliere  ogni  dubbio  su  questa  conclusione,  bisogna  però  anche  dimostrare  che 
esistono  veramente  nella  curva  normale  p-|- 5  funzioni  fra  loro  indipendenti  dei  p  +  5 
coefficienti  disponibili  nella  trasformazione.  È  per  analogo  motivo  che  Eiemann  alla 
prima  aggiunge  la  seconda  delle  due  dimostrazioni  che  si  leggono  nel  §  12  della  sua 
celebre  Memoria.  Lasciando  stare  questa  seconda  dimostrazione,  contro  la  quale  può 
muoversi  obbiezione  d'altra  natura,  cioè  dì  poggiarsi  sul  principio  di  Dirichlet,  sem- 
brerebbe però  meno  difficile  di  poter  colmare  l'accennata  lacuna,  anziché  quella  che  è 
lasciata  dalla  conclusione  del  sig.  Cailei, 


»  del  prof.  Cremona. —  Le  precedenti  considerazioni  suggeriscono  d'inda- 
gare se  la  curva  normale  d'ordine  jj-j-l,  la  quale  contiene  4p-|-2  costanti  arbitrarie, 
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possa  essere  trasformata  geometricammte  (giovandosi  di  quei  p  —  3  punti  arbitrarj)  in 
altra  analoga  che  involga  soltanto  Sp—S  costanti;  come  per  es.  accadrebbe  se  si 
I  scegliere  i  p— 3  punti  arbitrarj  in  modo  che  la  curva  trasformata  (d'ordine 


4p+2 — (p — 3)=3ji  +  5  eostanti  arbitrarie,  che  tosto  si  ridurrebbero  a  3p — 3  me- 
diante una  trasformazione  omografica  *). 
Assunta  una  curva  normale  d'ordine 

con  p  —  3  punti  semplici  arbitrarj,  costituiscono  la  base  di  una  rete  di  curve  d'ordine 
p  — 2,  la  quale,  resa  proiettiva  al  sistema  delle  rette  di  un  altro  piano,  serve  a  tras- 
formare la  curva  data  in  un'altra  curva  normale,  situata  nel  nuovo  piano.  I  signori 
Clebsch  e  GoBDAN  hanno  dimostrato  (il  che  del  resto  si  vede  subito  colì'intuizione 

geometrica)  che  a  ciascuno  dei  ^-^- — -  punti  doppj  della  nuova  curva  corrisponde  una 


determinate  dai  p — 3  punti  arbitrarj,  tali  che  pei  punti  di  ciascuna  coppia  passano 
infinite  curve  della  rete.  Dimque,  se  i  p— 3  punti  arbitrarj  si  suppongono  scelti  in 

modo  che  fra  ìe  ^-^- — -  coppie  corrispondenti  ve  ne  siano  p — 3  costituite  ciascuna 
da  due  punti  infinitamente  vicini,  la  curva  trasformata  avrà,  fra  i  suoi  -^- — '  punti 

singolari,  p — 3  punti  di  regresso.  Trattiamo  ora  i  casi  più  semplici,  cioè  ^  =  4,  5,  6  **). 
1."  Caso,  p=4.  La  curva  normale  è  di  5."  ordine  ed  ha  2  punti  doppj  a,  b.  Pren- 
dendo in  essa  un  punto  qualunque  e,  le  ^-~ — ■  =  2  coppie  corrispondenti  sono  costi- 
tuite dalle  intersezioni  della  curva  colle  rette  ac,  bc.  Dunque,  se  da  «  o  da  ft  si  conduca 
una  retta  che  tocchi  altrove  la  curva  in  un  punto  m  e  la  seghi  in  un  altro  punto  n, 
la  rete  delle  coniche  circoscrìtte  al  triangolo  abn  trasformerà  la  curva  proposta  in 
un'altra  dello  stesso  ordine,  dotata  di  un  punto  doppio  e  di  un  regresso. 

*)  Per  esempio:  facendo  coincidere  4  dei  punti  doppj  o  stazionar]  coi  4  vertici  x^—X3==0, 
a^=a;j=0,a;i=ces=0,  x^^x^^x^  del  quadrangolo  fondamentale,  che  definisce  i!  sistema 
delle  coordinate  trilineari. 

**)  Pel  caso  eccezionale  p=l  il  numero  dei  moduli  è  1.  Per  p=2,  si  hanno  3  moduli, 
d'accordo  col  numero  riemanniano.  Per  p^3  le  due  formole  di  Eibmabk  e  Caylhy  coincidono 
somministrando  6  moduli.  Basta  una  trasformazione  omografica  per  ridurre  la  curva  generale 
di  4."  ordine  a  contenere  6  sole  costanti;  per  esempio,  x,x^x.f(x,-\-oc^-i-Xg)-\~(a,,xl-\-a^xl'{- 
+a^a>l+2a,,x,x,+2a,,x,x^+2a,^x,x,)^=0. 
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2."  Caso,  p^6.  La  curva  normale  è  di  6."  ordine  ed  ha  5  punti  doppj  abcde. 
Prendendo  arbitrariamente  un  punto  m  nella  curva,  la  rete  delle  cubiche  passanti  per 

ai  e  de  e  toccanti  in  m  la  medesima  curva  data  determina  ■■>--——'  ^b  coppie  di  punti: 

sia  m'  una  delle  posizioni  che  deve  prendere  m  affinchè  una  delle  5  coppie  si  riduca 
ad  un  punto  m"  ed  al  suo  infinitamente  vicino;  sia  poi  fg  una  delle  restanti  4  coppie. 
Allora  è  manifesto  che  la  rete  delle  cubiche  passanti  per  abcde  fg  trasformerà  la 
curva  proposta  in  un'altra  dello  stesso  ordine,  dotata  di  3  punti  doppj  e  di  2  cuspidi 
(questi  ultimi  corrispondenti  ad  m',  m"). 

3."  Caso,  p=G.  In  questo  caso  ci  gioveremo  di  considerazioni  affatto  diverse  da 
quelle  che  precedono.  La  curva  normale  è  del  7."  ordine,  con  9  punti  doppj.  Pren- 
dansi  questi  come  punti  fondamentali  per  la  rappresentazione,  sul  piano,  di  una  super- 
ficie di  4."  ordine  dotata  di  una  retta  doppia  *)  ;  la  nostra  curva  sarà  allora  l'imagine 
di  una  curva  gobba  dell'  8."  ordine,  che  insieme  con  una  del  4."  forma  l' intersezione 
della  superficie  anzidetta  con  un'altra  del  3."  ordine.  La  curva  gobba  non  ha  punti 
multipli  ;  epperò,  essendo  essa  del  genere  6,  i!  numero  de'  suoi  punti  doppj  apparenti 

è  —^- — 6=15.  Ne  segue**)  ch'essa  ammette  5  rette,  ciascuna  delle  quali  incontra 

la  curva  in  4  punti.  Fissiamo  una  di  queste  rette,  e  siano  ahcd  ì  suoi  punti  d'in- 
contro colla  curva. 

Ora,  la  citata  rappresentazione  della  superficie  di  4."  ordine  mostra  che  si  può  far 
corrispondere  projettivamente  gli  elementi  di  due  sistemi  lineari,  triplamenti  infiniti: 
l'uno  costituito  dalle  curve  di  4.°  ordine  che  nel  piano  rappresentativo  passano  pei  9 
punti  fondamentali  ed  hanno  due  rami  incrociati  in  uno  dì  questi;  l'altro  costituito 
dai  piani  dello  spazio,  considerati  come  seganti  la  curva  gobba.  Per  tal  modo  è  attuata 
la  trasformaj;ione  delia  curva  piana  nella  curva  gobba:  e  siccome  questa  ha  4  punti 
ah  ed  pei  quali  passano  infiniti  piani,  cosi  quella  avrà  4  punti  a'b'c'^,  pei  quali 
passerà  un  fascio  di  curve  di  4."  ordine  appartenenti  al  primo  sistema  lineare  sopra- 
detto. Dunque,  se  trasformeremo  la  curva  data  in  un'altra  pur  piana  e  dello  stesso 
ordine,  impiegando  la  rete  delle  curve  di  4."  ordine  che  appartengono  al  sistema  li- 
neare e  passano  anche  pel  punto  a',  la  curva  trasformata  avrà  (oltre  a  6  punti  doppj) 
un  punto  triplo,  corrispondente  ai  punti  b'  e'  d'  della  proposta. 

*)  Clebsch,  Intorno  alla  rappresenta^cme  di  superficie  algebriche  sopra  un  piano  (Eend. 
Ist,  Lomb.  12  nov.  1868,  p.  798). 

**)  Caylby,  Oìi  skew  surfaces,  othenvise  scroUs  (Phil.  Trans.  1863,  p.  4&&).  Dalla  teoria 
delle  superficie  di  3."  ordine  si  vede  che  queste  5  rette  ammettono  due  trasversali  rettilinee 
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Consideriamo  ora  come  data  la  curva  che  abbiamo  ottenuta:  curva  di  7."  ordine 
dotata  di  un  punto  triplo  e  6  punti  doppj.  Prendiamo  il  punto  triplo  e  5  de'  punti 
doppj  come  punti  fondamentali  per  la  rappresentazione,  sul  piano,  di  una  superficie 
generale  del  3."  ordine  *);  la  nostra  curva  sarà  allora  l'imagine  di  una  curva  gobba 
dell'  8,"  ordine,  che  insieme  con  una  retta  costituisce  l'intersezione  della  superficie  con 
un'altra  dello  stesso  ordine.  Le  due  superficie  di  3."  ordine  si  toccano  nel  punto  corri- 
spondente al  6.»  punto  doppio  della  curva  piana:  dunque  la  curva  gobba  ha  un  punto 
doppio.  Ponendo  l'occhio  in  questo  punto,  la  sua  prospettiva  sarà  una  curva  piana  di 
6."  ordine  con  4  punti  doppj  ;  dunque  possiamo  concludere  : 

Le  curve  per  le  quali  è  p  =  6  possono  essere  trasformafe  in  una  curva  di  6."  ordine, 
dotata  di  4  punti  doppj  **). 

Ponendo  in  questi  4  punti  i  vertici  del  quadrangolo  fondamentale  per  le  coordinate, 

6  9 
l'equazione  della  curva  conterrà  solamente  -^ 3.4^15  coefficienti  arbitraij;  d'ac- 
cordo colla  formola  di  Riemann, 


*)  Méntoire  de  geometrie   pure  sur  fes  surfaces  du  3.=  ordre  (G.    Creile-Borchardt,  t.  68) 
[Questo  Opere,  n.  79],  chap.  8. 

**)  E  naturale  il  sospettare  che  consimili  abbassamenti  abbiano  luogo  anche  per  p>6. 
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GiomaU  di  Malematieke,  volume  VII  (1869),  pp.  f 


Pregiatissimo  Collega, 

Nell'ultimo  fascicolo  del  Giornale  di  Matematiche  da  voi  diretto  [volume  VI,  p.  361] 
è  contenuta  una  traduzione  *)  di  un  discorso  tenuto  dal  sig.  Wilson  alla  Società 
Matematica  di  Londra  e  pubblicato  neìV Edwedional  Times  del  1."  settembre  1868  col 
titolo  Euclid  OS  a  teoct-book  of  elemmtarp  geometry.  La  conclusione  di  quel  discorso  è 
la  condanna  più  completa  degli  Elementi  di  geometria  di  Euclide,  i  quali,  con  un'auda- 
cia che  non  può  non  aver  destato  sorpresa  negli  stessi  membri  della  dotta  Società, 
sono  dichiarati  antiquaied,  artifijnat,  unscienti/ìc  and  ill-adapted  for  a  text-hooh.  Il  vostro 
traduttore,  a  cui  le  eccentricità  geometriche  del  sig.  Wilsos  sembrano  andare  a  genio, 
prende  le  mosse  dalie  medesime  per  aggiungere,  in  una  nota  a  pie  della  pag.  362, 
alcune  parole  di  biasimo  all'indirizzo  del  Consiglio  Superiore  di  pubblica  Istruzione: 
parole  le  quali  noi,  approfittando  dell'anonimo  da  lui  serbato,  non  esitiamo  a  dichiarare 
altamente  sconvenienti.  In  linea  di  fatto,  il  Consiglio  Superiore  non  ebbe  alcuna  parte 
nell'avere  nuovamente  introdotti  gli  Elementi  di  Euclide  nelle  nostre  scuole  secondane 
classiche;  fu  questa  una  conseguenza  dei  programmi  dell'ottobre  1867,  formulati  da 
una  speciale  commissione  della  quale  era  membro  uno  solo  dei  sottoscritti,  e  appunto 
quegli  che  non  siede  nel  Consiglio;  mentre  l'altro  de'  sottoscritti  ed  il  Prof.  Betti, 
rappresentanti  delle  matematiche  nel  Consiglio  medesimo,  vi  rimasero  estranei.  Ma 

*)  Traduzione  assai  infelice,  anche  a  cagione  dei  gravi  sbagli  che  in  più  luoghi  sfigurano 
il  senso  dell'originale.  Per  es. 

I  bave  said  there  are  three  stages  in  the  Io  penso  esservi  nel  lavorio  dì  ciascuna  scien- 
worlfs  on  any  science.  za  tre  differenti  stadii  pei-  comporre  un'opera. 

. .  .  the  ingenuitv  would  usurp  the  place  of  ...  V  ingenuità  uaurpereblie  il  posto  della 
scientiflc  precìsion  . .  .  precisione  scientifica  ,  . , 


y  Google 


LETTERA   AL    DIRETTORE    DEL    GIORNALE    DI    MATEMATICHE. 


questa  rettificazione  del  fatto  no»  modifica  in  alcun  modo  la  posizione  dei  due  Con- 
siglieri rispetto  al  traduttore  del  discorso  Wilsoniano,  in  quanto  elie  essi  fecero  assai 
pili  che  dare  un  voto  favorevole  a  quegli  Elementi,  apponendo  il  loro  nome  ad  una 
nuova  edizione  dei  medesimi. 

Noi  non  conosciamo  VElementary  Geometry  del  slg.  Wilson  (la  quale  naturalmente 
egli  crede  preferibile  all'EcCLiDE)  che  per  quanto  fu  scritto  intorno  ad  essa  neWAthe- 
naeum  del  18  luglio  1868  ed  in  qualche  altro  periodico  inglese.  In  questi  articoli 
critici,  scrittore  de'  quali  crediamo  essere  un'illustre  professore,  autorevolissimo  in  tale 
materia,  sono  messe  a  nudo  le  magagne  logiche  che  viziano  il  trattato  del  Wilson: 
e  noi  rileviamo  ciò  per  concluderne  che  siamo  in  diritto  di  dubitare  della  bontà  degli 
argomenti  che  il  Wilson  adduce  contro  il  metodo  euclideo.  Del  resto  questi  argomenti 
non  hanno  nulla  di  formidabile  né  di  essenzialmente  nuovo:  sono  i  medesimi  che  anche 
ne'  secoli  addietro  furono  riprodotti  più  volte  da  coloro  i  quali  andavano  in  cerca  della 
via  regia  per  apprendere  gli  elementi,  e  sempre  vittoriosamente  oppugnati  dai  pili 
insigni  matematici  che,  conoscendo  intimamente  i  pregi  dell'antica  geometria,  ne  vole- 
vano mantenuta  integra  la  purezza.  Perciò  anche  a  noi  non  è  possibile  di  dire  cose 
nuove  in  difesa  d'EocLiDE;  e  stimeremmo  anzi  supei'fiua  ogni  polemica,  se  non  vedes- 
simo, qua  in  Italia,  farsi  tentativi  per  iscreditare  il  provvedimento,  a  parer  nostro 
eccellente,  col  quale  il  governo  volle  introdotto  il  metodo  euclideo  ne'  ginnasi  e  licei 
del  Regno. 

Si  afferma  in  primo  luogo  che  Euclide,  rigettando  le  costrusioni  ipotetiche,  si  è 
imposta  una  restrizione  che  non  solo  non  è  necessaria  né  utile,  ma  più  ancora  è  assurda 
e  dannosa:  e  che  tolta  questa  restrizione,  si  renderebbe  possibile  la  classificazione 
delle  proposizioni  geometriche:  and  classification . . .  is  the  veri/  essence  of  science.  A  ciò 
basta  opporre  le  parole  di  Montdcla  (Hìstovre  des  Mathématiques,  Paris  1758,  tom.  I, 
pari.  1,  liv.  4),  e  quelle  del  Prof.  Baltzer  (Die  Gleichheit  und  Aehnliehkeit  der  Figuren, 
Dresden  1852,  p,  5-7),  il  quale  a  questo  proposito  ricorda  anche  ciò  che  aveva  scritto 
(System.  Entvì.  pref.  p.  V)  ii  sommo  Steiner  *).  D'accordo  con  questi  illustri  pensatori, 
noi  crediamo  che  l'eccellenza  logica  di  Euclide  stia  appunto  in  quell'ordinamento  che 
si  vuol  criticare;  e  che  la  pretesa  di  classificare  l  teoremi  della  geometria  come  gli 
insetti  0  le  conchiglie  in  un  museo  è,  a  dir  poco,  non  degna  della  gravità  della  scienza. 

Poi  si  asserisce  che  in  Euclide  la  teoria  delle  parallele  è  fauUy,  e  che  Vassìoma 
euclideo  sulle  parallele  si  può  dedurre  come  conseguenza  dalla  nozione  di  direzione 
e  dalla  definizione  delle  parallele  come  rette  che  ìmnno  la  stessa  direzione.  Ecco,  il  sig. 


*)  Ciò  che  importa  è  den  Organismm  aufzudedcen,  durch  welcìteii  dia  ver schiedenartig sten 
Jirsehemungen  in  der  BaumweU  mU  ei-nander  veH>unden  sind. 
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Wilson  colla  magica  parola  direnane  ha  sciolto  la  grande  difficoltà,  che  tonnentò  per 
più  secoli  i  cervelli  dei  commentatori  d'EucLiDE,  ed  intomo  alla  quale  si  affaticò  per 
tanti  anni  anche  Legendre.  La  quistione  è  ora  veramente  risoluta,  ma  in  tutt'altro 
senso,  per  opera  di  Gauss,  di  Lobatscbewski  e  di  Boltai:  i  professori  Baltzbb  e 
HoUel  hanno  chiamato  la  pubblica  attenzione  so  quella  soluzione  ch'era  passata  inav- 
vertita; ed  anche  il  sig.  R.  R„  traduttore  del  discorso  wilsoniano,  dovrebbe  avere  letta 
l'ingegnosa  memoria  dei  prof.  Beltrami,  stampata  nel  penultimo  fascicolo  dello  stesso 
Giornale  di  Napoli,  nella  quale  si  tolgono  tutte  ie  oscurità  dell'argomento  e  si  pone 
in  piena  luce  l'essenza  della  geometria  euclidea  e  della  geometria  non-euclidea.  Per 
tal  modo  è  reso  chiaro  che  la  teoria  delle  parallele,  nella  geometria  reale,  non  può 
essere  fondata  senza  un  assioma  sperimentale  (quello  d^EucLiDE  o  altro  equipollente), 
e  si  è  tratti  ad  ammirare  la  potenza  logica  dei  geometra  antico  che  vide  così  netta- 
mente ciò  che  era  necessario  e  sufficiente  ad  assumersi  dall'esperienza  e  ciò  che  si 
poteva  dedurre  col  ragionamento  astratto.  È  questa  un'importante  quistione  di  logica 
che  importa  non  sia  mascherata  da  una  falsa  teoria  delle  parallele,  come  quella  che 
il  Wilson  propone  di  sostituire  al  metodo  euclideo. 

Il  sig.  Wilson  afferma  che  Euclide  è  unsuggestive.  Ciò  si  capisce  nelle  scuole  inglesi 
(almeno  in  quelle  cui  allude  il  critico),  dove  si  studiano  i  libri  degli  Elementi,  parola 
per  parola,  materialmente  a  memoria:  dove  c'è  qualche  professore  capace  di  far  stu- 
diare un  tal  libro  prima  di  quello  che  dovrebbe  precedere.  Ma  da  noi  non  si  fa  così, 
grazie  a  Dio:  nessuno  de'  nostri  professori  si  sognerebbe  mai  d'imporre  a  se  e  agli 
scolari  una  fatica  cosi  enorme  e  cosi  assurda.  Nelle  nostre  scuole  secondarie,  un  testo 
non  è  mai  altro  che  una  guida  pel  maestro  e  pel  discenti:  ii  governo  vuole,  e  noi  ne 
lo  lodiamo,  che  s'insegni  geometria  secondo  Euclide,  non  già  che  si  reciti  I'Euclide 
come  una  sacra  bibbia  *). 

Anche  altri  degli  appunti  mossi  dal  Wilson  contro  I'Euclide  come  libro  di  testo 
cadono  nel  vuoto  se  si  bada  alla  diversa  condizione  delle  scuole  inglesi  paragonate  colle 
nostre.  Noi  abbiamo  le  scuole  e  gli  istituti  tecnici  dove  non  è  prescritto  I'Euclide, 
come  non  v'è  obbligatorio  il  latino,  ne  il  greco:  tali  scuole  in  Inghilterra  non  esistono. 
Le  scuole  inglesi  sono  tutte  classiche  e  tutti  devono  passare  per  esse:  invece  i  nostri 
ginnasi  e  licei  sono  destinati  a  dare  una  coltura  elevata,  eccezionale.  In  essi  non  si 


*)  L'esperienza  ha  già  protiuiieiato  a  favore  della  nostra  tesi.  Benché  sia  questo  soltanto  il 
2.'  anno  da  che  è  adottato  ì'Eoclidk  come  testo,  pare  nelle  scuole  dove  11  professore  si  è  ap- 
plicato con  amore  e  zelo  a  insegnarlo,  si  sono  già  veduti  buoni  frutti:  e  potremmo,  fra  gli 
altri,  citare  un  liceo  dove,  prima  che  spirasse  un  anno  d' istruzione,  già  gli  scolari  si  erano 
fatti  abili  a  sciogliere  da  sé  moltissimi  degli  esercizi  proposti  rtelV Euclide  del  Colhbso. 
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mira  a  insegnare  il  disegno  geometrico,  né  importa  che  i  giovani  vi  apprendano  la 
tale  0  tal'altra  proposizione,  né  che  studiino  molte  cose  in  poco  tempo.  Importa  invece 
che  apprendano  a  ragionare,  a  dimostrare,  a  dedurre:  non  giovano  dunque  i  mezzi 
celeri,  ne  i  libri  ove  la  geometria  è  mescolata  coll'aritmetica  o  coU'algebra:  I'Euclioe 
è  veramente  il  testo  che  meglio  serve  a  questi  fini. 

Presso  noi,  l'introduzione  dell'EucLiLE  nelle  scuole  ha  reso  un  altro  grandissimo 
servigio:  quello  di  sbandire  innumerevoli  libercoli,  compilati  per  pura  speculazione,  che 
infestavano  appunto  quelle  scuole  dove  è  maggiore  pei  libri  di  testo  il  bisogno  del 
rigore  scientifico  e  della  bontà  del  metodo.  Sgraziatamente  in  Italia  i  libri  cattivi  sono 
quelli  che  si  vendono  a  miglior  mercato,  epperò  hanno  fortuna. 

Però  la  nostra  ortodossia  geometrica  non  è  così  esclusiva  ed  intollerante  come  pare 
essere  quella  contro  cui  si  levano  i  novatori  inglesi.  Noi  concediamo  senza  fatica  che 
gli  Elementi  hanno  dei  difetti,  che  in  varii  punti  è  desiderabile  che  siano  emendati 
e  semplificati:  impresa  però  oltremodo  ardua  a  compiersi.  D'accordo  col  nostro  caris- 
simo amico,  il  prof.  HiBST,  secondo  quello  che  ci  diceva  l'ultima  volta  che  fu  a  Milano, 
accetteremmo  un  Euclid  revmd  purché  non  sia  un  Euclid  disfigured:  purché  si  faccia 
della  geometria  vera,  non  già  dell'aritmetica.  Crediamo  anche  che  a  raggiungere  il 
fine  di  una  buona  educazione  logico-geometrica  potrebbero  bastare  i  primi  sei  libri: 
lasciando  che  la  geometria  solida  venga  insegnata  con  metodi  pili  moderni.  Ma  a  coloro 
cui  sta  a  cuore  il  bene  della  gioventù  volgiamo  calda  preghiera  che  si  lasci  fare  alle 
nostre  scuole  l'esperimento  dei  nuovi  programmi.  Già  troppo  ci  hanno  nociuto  le  fre- 
quenti e  subitanee  mutaaioni:  ciò  che  ci  manca  é  appunto  la  tenacità  inglese. 

Gradite,  egregio  collega,  i  sensi  della  nostra  stima  ed  amicizia. 
Milano,  24  febbraio  1869. 

F,  Brioschi. 
L.  Crkmona. 
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Memorie  deU'Aseademia  delle  Seieiise  dell' Istiiìito  di  Bologna,  serie  li,  tumo  X  (1S70),  pp.  3-3i). 


Scopo  di  (iiiesta  Memoria  è  di  presentare  sotto  forma  più  geometrica  le  materie 
trattate  in  alcuni  paragraii  dell'insigne  opera  Theorie  der  Aheìschen  Fundionm  dei  si- 
gnori Clbbsch  e  GoRDAis:  e  cioè  la  riduzione  degii  integrali  aventi  un  differenziale 
algebrico  alle  forme  tipiche  delle  così  dette  tre  specie,  ed  il  teorema  abeliano  sugli 
integrali  di  3,"  specie. 

Biilnzione  degli  integrali  abeliani  alle  tre  specie. 

1.  La  forma  più  generale  di  un  integrale  abeliano  (integrale  a  differenziale  alge- 
brico) è 

(1)  Y=JW{s,z)dz, 

dove  W  indica  una  funzione  razionale  delle  variabili  s,  s  legate  fra  loro  dall'equazione 
algebrica  irreducibile 

(2)  /■{s,^)  =  0, 

rappresentante  una  curva  piana  d'ordine  «  che  si  supporrà  dotata  delie  sole  singolarità 
ordinarie,  cioè  di  punti  doppi  e  di  punti  stazionari  *). 

Trasformo  l'integrale  (1)  rendendo  omogenea  l'equazione  (2)  mercè  la  sostituzione 
lineare 


^:c,  =  a,  +  6i^+(;,s, 

(3) 

[1.3T,  =  as  +  M+C!S. 

t(.3:3=«3+fi3^  +  e3S, 

donde  si  cava 

*)  8ela/'{s,  a)=Onoii  rappresenta  una  curva  reale,  col  nome  di  curva  intenderemo  il  si 
sWnia  di  tutte  le  soluzioni  di  quella  equazione. 
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S  .  2  ±  ((|  tj  Cs  =  5».  S  it  a,  JgiCg , 

Difl'erenziando  le  (3)  si  ha 

X2d\i.-{-\>.dx2^iidii!-\-C2ds, 
x^d^-'r^dXs^^^hdz-'rCsds, 


e  quindi 


ed  eliminando  n  fra  questa  equazione  e  la  terza  delle  (4), 

{Y.±b,CsX3f 

Sostituendo  in  V  per  s,  ^  i  'valori  dati  dalle  (4)  (fra  le  quali  sia  eliminata  la  jj.),  si  otterrà 

il.-{s,  ^)=0.(i;±6,c,3:3)-™, 

dove  m  è  il  grado  di  W,  e  ^  è  una  funzione  razionale  omogenea  delle  x^x^x.^  del  grado 
m.  Perciò  l'integrale  (2)  diviene 

Se  si  rappresenta  con 

(6)  f(x')-<3 

l'equazione,  resa  omogenea  nelle  x,  della  curva  (2),  e  con 

f(«-)=.o 

l'equazione  della  prima  polare  de!  punto  e  {cioè  del  punto  di  cordinate  c^c^c-^  rispetto 
alla  detta  curva,  si  può  anche  scrivere 

indicandosi  per  brevità  con  Q  la  funzione 

che  è  razionale  ed  omogenea  nelle  at,  del  grado  jw- — m  —  2-\-n — 1=m^3.  Si  ha  cosi 
il  teorema  *)  : 

*)  Cfr.  Aronhold  Ueber  cine  ncie  BehandhinffSweUe  d&r  Integrale  irrationaler  Differentiale 
ecc.  (G.  Crelle-Borchardt  t.  61  p.  99). 
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//  più  generale  integrale  aheliano,  le  irrazionalità  del  cui  differenziale  siano  d 
dalla  curva  (5)  d'ordine  n,  può  essere  posto  sotto  la  forma  (6),  ove  Q  sia  una  {unisone 
ragionale  omogenea  nelle  x,  del  grado  w— 3. 

S'intende  sempre  che  l'integrale  è  conciotto  da  un  punto  della  curva  (5)  ad  un  altro 
punto  deJla  medesima,  in  modo  che  durante  il  corso  dell'integrazione  !e  variabili  x 
soddisfacciano  incessantemente  all'equazione  (5). 

2.  Le  costanti  e,  che  si  possono  riguardare  come  coordinate  di  un  punto  fisso,  non 
hanno  alcuna  influenza  su!  valore  dell'integrale  (6).  Infatti,  supposto  sempre  che  !e 
X  soddisfacciano  alla  (5),  si  hanno  le  identità 

df  df  df 

dx,  dXi  dxg 

|-^  dx,  ^p^dXi+^  dx,=^0, 

dx,  '   dXi  dx^ 


XjdXs  —  XgdXj Xjdx, — XjdXa Xjdxi — Xjdxi 

V  37      ~      Jf      ' 

dxx  dxt  dXa 

epperò  la  frazione 

"i^  +  CiX^dXì 
fi"!'-') 
è  indipendente  dalle  e. 

Dunque  i!  valore  dell'integrale  (6)  non  cambia*)  col  mutarsi  deìla  posizione  del 
punto  e.  Ne  segue  che  si  potrà  disporre  di  questo  punto  in  modo  che  l'integrale  Jtósuma 
diverse  forme. 

3,  Se  si  trasforma  collinearmente  (omograficamente)  il  piano  delle  x,  cioè  se  si  fa 
la  sostituzione 

x,.^=L.  3t'i  4- A,,,  x\  +  A...  3^3 

(r=l,3,  3) 

[a  funzione  Q  si  muterà  in  una  funzione  Q'  dello  stesso  grado  nelle  x'\  così  pure  la 
f  in  una  funzione  analoga  f ,  e  la  f  (ca;"'"')  in  f  (c'a;'""');  e  il  determinante  Yi±CiXidXi 
risulterà  eguale  al  prodotto 


*)  Si  fa  astrazione,  ben  inteso,  da  una  costante  additiva,  che  può  essere  prodotta  da  una 
mutazione  del  cammino  d' integrazione.  Vengasi  Casorati,  Relazioni  fondamentali  tra  i  moduli 
di  periodicità  degli  integrali  abeliani  di  prima  specie.  (Annali  di  Matematica,  serie  3,  t.  3, 
pag.  7  e  eegO 
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Dunque,  posto 


V'—.  /"Q'-'^i'^'i^s'^a 


Quando  giovi  d'avere  l'integrale  (6)  espresso  colle  coordinate  cartesiane,  basterà 
porre  a^i=l,  x^^e,  x^^^s,  essendo 

f(»,«)=o 

l'equazione  della  curva  foudamentale.  Se  inoltre  si  fa  Ci  =  C3=0,  l'integrale  (6)  diviene 


!    i 


(7)  J    Sf 

Ss 

4.  Neil' integrìiie  (6)  sia 

ove  M,  N  esprimono  funzioni  intere  omogenee  nelle  x,  risp.  dei  gradi  m,  m  +  n — 3. 

Le  curve  /'=0,  M=0  si  segano  in  mn  punti,  i  quali,  uniti  al  punto  fisso  e,  danno 

un  luogo  geometrico  composto  di  mn  rette.  L'equazione  S(a;""')^0  di  questo  luogo  si 

ottiene  eliminando  le  x  fra  ìe  equazioni  delle  due  curve  e  quella  di  una  retta  arbitraria 

e  sostituendo  poscia  nell'equazione  risultante,  in  luogo  delie  a,,  «s,  o-j,  i  binomi 

CiXa  —  Cg^Te,  C3X,  — C,«3,  0x^2  —  C^X^. 

I  luoghi  geometrici  X^=0,  f=0,  avendo  già  in  comune  mn  punti  situati  nella  curva 
M=0  d'ordine  m,  si  segheranno  *}  in  altri  mn(n~~l)  punti,  situati  in  una  curva  B^O 
d'ordine  m{n — 1).  Questi  punti,  perchè  comuni  a  due  curve  f=0,  B=0,  i  cui  ordini 
rispettivi  sono  n  ed  m{n — 1)>«  (supposto  m>-l),  saranno  pur  situati  in  infinite  altre 
curve  d'ordine  m{n — 1).  Infatti,  se  K:=0  è  una  curva  arbitraria  d'ordine  mn—m — », 
qualsivoglia  curva  del  fascio 

B-j-XKf=0 
passerà  pei  punti  de'  quali  si  tratta.  La  curva  K  =  0,  essendo  arbitraria,  può  soddisfare 


*)  Introd.  ad  una  teoria  geom.  delle  curve  piane  [Queste  Opere,  n.  29  (t."  1,")],  44. 
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&d-{mn—m — n){mn~-m—n'j~d)  condizioni;  e  siccome,  dopo  aver  determinata  K, 

possiamo  ancora  scegliere  una  curva  del  fascio  in  modo  da  soddisfare  ad  una  nuova 
condizione,  così  la  curva  B=0  potrà  soddisfare  ad 

l(mn-~m-n){mn-m^n^3)^-l  =  l{m^l}{n-l)[[m-l)(n-r)  +  l) 

condizioni;  p.  e.  si  può  esigere  che  essa  abbia  {m — !)(»— I)  rami  incrociati  nel  punto 
e.  Supporremo  che  B  sia  appunto  determinata  in  questo  modo. 

Similmente,  i  luoghi  X=0,  M^^^O,  avendo  mn  punti  comuni  situati  in  una  curva 
f^=0  d'ordine  «,  si  segheranno  in  altri  mn{m—l)  punti,  comuni  ad  infinite  curve 
d'ordine  n{m — 1),  una  delle  quali,  A=0,  avrà  {m — l)(n  —  1)  rami  incrociati  in  e. 

Se  ora  si  considerano  1  due  luoghi  d'ordine  mn 

X=0,    BM=0, 

poiché  delle  intersezioni  di  X  =  0  con  E=0  ve  ne  sono  mn  {m —  1)  (n — 1)  coincidenti 
in  e,  mentre  le  altre  sono  in  f^=0;  e  delle  intersezioni  di  X=0  con  M  =  0  ve  ne 
sono  mn  in  f=-0  eie  altre  mn{m — 1}  in  A=0;  così  tutte  le  intersezioni  dei  due 
luoghi  predetti  sono  comuni  al  luogo  A/"=0,  che  è  pure  d'ordine  mn.  l  tre  luoghi 
appartengono  dunque  ad  uno  stesso  fascio,  cioè  si  può  porre 

X=A/'+BM. 

Ne  segue  che  pei  punti  della  curva  f=(ì  è  X  =  BM,  epperò  invece  della  (8)  si  può 
scrivere 

(9)  Q»*^. 

cioè  si  può  supporre  che  il  denominatore  di  Q  rappresenti  il  sistema  di  mn  rette  con- 
correnti nel  punto  e,  mentre  il  numeratore  è  costituito  da  due  curve,  l'nna  d'ordine 
m  +  M — 3,  l'altra  d'ordine  m{n — 1)  ed  avente  in  e  un  punto  (m~\){n — l)-pio. 

6.  Sia  ora  C  =  0  una  curva  arbitraria  d'ordine  mn — 3  con  {m — 1)  («— 1)  rami 
incrociati  in  e;  e  si  consideri  il  fascio 

NB  +  XCf=0 
di  curve  d'ordine  mn-^n  —  3.  Determinando  le  costanti  arbitrane  di  C  e  scegliendo 
una  curva  de!  fascio,  si  potrà  soddisfare  a 

l»«(.»»-3)-i(m-l)(«--l)((».-l)(»-l)  +  l)+l 
=  l(».«-2)(m»-l)-^(«.—l)  (»-!)( (m-l)(«-l)+l) 
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condizioni;  p.  e.  scelgasi  quella  curva  che  ha  in  e  un  punto  («««— 2)-plo  e  sia  essa 

NB-f  C/"=0. 
Indico  con  D=0  l'equazione  delle  mn—2  tangenti  a  questa  curva  in  e;  e  con  P=0, 
cioè  f{cx''-'')=0,  la  prima  polare  del  punto  e  rispetto  alla  curva  fondamentale  (5).  Sìa  poi 

NB  +  C/'— DP=0 
la  curva  del  fascio 

per  la  quaie  e  è  .un   punto  multiplo  secondo  mn  —  1. 

Allora,  considerando  solamente  punti  della  curva  (5),  cioè  avuto  riguardo  alla  iden- 
tità f=0,  la  (9)  si  potrà  scrivere 

e  l'integrale  (6)  si  decomporrà  in  due  parti 

(10)  V,=-  [J.S  +  CXjda^ 

^'  '  ^^J  X.ficx--') 

La  prima  parte  è  l'integrale  di  una  funzione  razionale,  perchè  D  ed  X  rappresentano 
gruppi  di  rette  uscenti  da  uno  stesso  punto  e,  così  che  portando  questo  punto  all'infi- 
nito, cioè  facendo  :(!,^=l,iCs=.s,^3=s,c,^=C3=0,  si  ricadrà  neiìa  solita  notazione  delle 
funzioni  d'una  variabile  s.  Dunque  Vi  sarà  esprimibile  per  mezzo  di  logaritmi  e  di 
funzioni  ragionali  fratte,  senza  parte  razionale  intera,  perchè  D  è  di  grado  minore  di  X. 
6.  Posto 

NB+C/^— DP=L, 
si  consideri  il  fascio 

XH4->.L  =  0 
di  curve  d'ordine  mn-\-n — 3,  aventi  mn^l  rami  incrociati  in  e:  dove  H=0  rappre- 
senta una  curva  arbitraria  d'ordine  m-~3.  Determinando  H  e  scegliendo   una  curva 

del  fascio,  si  possono  soddisfare ~ (w — i}n-\~l^-  {n  — 1)(« — 2)  condizioni  arbitrarie; 
così  sarà  possibile  di   determinare   una  curva  R:^^0   del    fascio,  la  quale   passi   per 
-(n — ■1)(m  —  2}  punti  b,,h,---  fissati  a  piacimento.  Sia  adunque 
L=XH  +  E, 
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onde  l'integrale  (il)  si  spezza  di  nuovo  in  due  parti: 

(12)  --/'^ 

7.  Ora  supponiamo  in  primo  luogo  che  gli  mn  fattori  lineari  a"\  a'^', ... ,  a'™"  di 
X  {dove  si  pone  per  brevità  a^'''^=a[''>Xj_-\-aPx2  +  aPxi)  siano  tutti  differenti.  Allora 
all'equazione  K=0,  che  rappresenta  una  curva  d'ordine  mn'\-n  —  3  avente  mn — I 
rami  in  e  e  passante  pei  punti  ft,,  &s,  ...  si  potrà  dare  la  forma 

(u)  i:x.n,=.o 

(r=l,  2,...,m«) 

ove  11^  sia  il  prodotto  di  mn  fattori,  mn — 1  de'  quali  siano  i  fattori  lineari  di  X 
eccettuftto  ai""',  mentre  l'altro  fattore  G,-  sia  del  grado  k— 2  e  rappresenti  la  curva 

d'ordine  n — 2  che  passa  per  glÌ7;{«  — 1)(« — 2)  punti  i  e  per  gli  n  —  2  punti  d'inter- 
sezione della  curva  R=0  colla  retta  «''"'  =  0  (omesso  il  punto  multiplo  e).  L'equazione 
(14)  rappresenta  infatti  una  curva  d'ordine  mn-^-n — 3  che  passa  mn- — 1  volte  per  e 
ed  inoltre  contiene  i  punti  6  e  ie  mn{n  --  2)  intersezioni  sempiici  de'  luoghi  R=0  ed 
X=0:  la  quale  curva  può  ancora  soddisfare  ad  »j«— 1  nuove  condizioni,  a  cagione 
dei  coefficienti  indeterminati  À.  Ma  il  numero  mn — 1  è  appunto  uguale  a 

l{mn^n~Z)imn^n)~l{mn~l)mn~l{n-2){n~l)—mn(n-2) 


(n—  2)-j-mn{n — 2)  punti  semplici,  determinano  la  curva  R=^0;  dunque  la  curva  (14) 
può  essere  determinata  in  modo  ch'essa  coincida  colla  curva  R^=0.  Il  coefficiente  X,.  si 
determina  ponendo  nell'uguaglianza  K  =  SX,r[r,  in  luogho  delle  x  qualsivogliano,  le 
coordinate  del  punto  comune  alle  curve  f=0,  M^=0  ed  alla  retta  a*''==0. 

Per  tal  modo  ^^  risulta  uguale  alla  somma  di  mn  frazioni,  una  qualunque  delle  quali 

ha  la  forma       ,  ,    ,  ove  G  =  0  è  una  curva  d'ordine  n — 2  ed  a=0  è  una  retta  per 
a(x) 

e.  Dunque  l'integrale  (13)  è  la  somma  di  mn  integrali  della  forma 
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(16)  V,=/r^ 


G{x"  ^).'Si±e,Xidx3 


J  [a,x,-'rasX2-\-asX3).f(<Xif  '■) 

8,  Passo  al  caso  in  cui  X  abbia  un  fattore  a  multiplo  secondo  \i.,  ed  mn  —  j).  fattori 
semplici.  Allora  si  potrà  porre 

R=n+2x,.n„, 

{r=l,  2,...,mn—\x), 

dove  il  sia  il  prodotto  di  tutti  i  fattori  lineari  semplici  di  X  e  di  un  fattore  F  rappre- 
sentante una  curva  d'ordine  n-\-'^- — 3,  passante  {i.— 1  volte  per  e  ed  inoltre  per  tutti 
i  punti  b  ed  avente  un  contatto. d'ordine  ji. —  1  in  ciascuna  delle  n — 2  intersezioni  di 
R=0  colla  retta  a^=0:  la  qual  curva  può  per  conseguenza  soddisfare  ancora  a 

l(„  +  |,_.3)(„+p,)_-l(|,_l)p,_l(, 

^(j. —  1  condizioni.  Poi,  11^  sia  un  prodotto  contenente  ^  fattori  uguali  ad  a,  altri 
mn — (J. —  1  fattori  lineari,  cioè  tutti  i  fattori  semplici  di  X  eccettuato  a'""',  ed  inoltre 
un  fattore  Gy  rappresentante  una  curva  d'ordine  n — -2  passante  pei  punti  b  e  per  le 
n — 2  intersezioni  della  curva  R=0  colla  retta  «"''^0.  Disponendo  dei  coefficienti  >> 
e  di  quelli  rimasti  indeterminati  in  F,  si  potrà  far  coincidere  la  curva  n-|-SXrII,  =  0 

colla  R— 0,  epperò,  risultando  ;^  uguale  all'aggregato  di  ?/in  —  n  frazioni  della  forma 


»— 2,  «-{-[(. — 3,  ed  a<'''^0,  a^O  sono  rette,  l'integrale  (13)  si  decomporrà  in  w»» — \i 
integrali  della  forma  (15)  e  nell'integrale 

f  F  .'E.  +  cXjdxs 

J  (^.ari+aja^a  +  aa^Ca)''  ./■(ca;"-')  ' 

Ora  in  infinite  maniere  si  può  esprimere  F  come  somma  di  termini  de'  quali 
IV-esimo  sia  il  prodotto  della  potenza  o.''~'-  per  la  potenza  p^-""  di  un'altra  espressione 
lineare  ^ìX^^%x.ì-\-^ìXì  (dove  supporrò  che  p^O  sia  una  retta  passante  per  e)  e  per 
un  fattore  G  rappresentante  una  curva  d'ordine  n — 2;  dunque  l'integrale  precedente 
si  spezzerà  in  [».  integrali  che  si  ottengono  dal  seguente 

^  ''      J  i'y-i^i  +  ':f-2X:,-\-a3X^y  .{{ex"-'') 

facendovi  v=i,  2,  ... ,  w.. 
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Di  questi  integrali  il  primo  è  della  forma  (!5);  e  gli  altri  si  ricavano  dalla  stessa 
forma  (15)  mediante  derivazioni  rispetto  a  parametri  eostanti.  Infatti  l'integrale  (16), 
astra^ion  fatta  da  un  cofBciente  numerico,  si  ottiene  operando  v  —  1  volte  sull'integrale 
(15)  col  simbolo  d'operazione 


(17) 


r+fc 


3  «2 


■^'l: 


9.  Da  ciò  che  precede  si  può  ormai  concludere  che  tutti  gli  integrali  il  cui  diffe- 
renziale sia  algebrico  e  cofUmga  soltanto  irraisionalità  definite  agl'equazione  (5),  sono 
riducibili  ad  aggregati  di  integrali  delle  forme  (lO),  (12),  (15),  (16).  Quelli  della  forma 
(10)  si  esprimono  per  mezzo  di  frazioni  razionali  e  di  logaritmi.  Per  un  integrale  della 
forma  (12)  si  dimostra  *)  che  esso  diviene  logaritmicamente  infinito  in  ogni  punto  dop- 
pio e  algebricamente  infinito  (del  primo  ordine)  in  ogni  punto  di  regresso  della  curva 
/■=0  pel  quale  non  passi  la  curva  H=0,  mentre  resta  finito  in  qualsivoglia  altro 
punto;  donde  segue  che  se  6=0  è  una  curva  d'ordine  n — 3  passante  per  tutti  i 
doppi  e  stazionari  di  f=0,  l'integrale 

J  ficx'^'') 

ai  conserva  finito  dappertutto.  Supposto  che  f=0  abbia  d  punti  doppi  ed  ì 
e  indicato  con 


i  punti 


-{n~l)(n~2)-d- 


1  , 


il  genere  **)  della  curva  fondamentale,  la  curva  0  =  0  può  ancora  soddisfare  a^(w — 3}m 

— d — r  condizioni;  dunque  ogni  curva  d'ordine  »^3  passante  pei  punti  singolari 
della  /"^O  è  esprimibile  linearmente  per  mezzo  di  p  speciali  curve  0^=0,  fra  loro  indi- 
pendenti. Gli  integrali  che  si  conservano  finiti  dappertutto  dìconsi  di  prima  specie:  vi 
sono  adunque  p  integrali  indipendenti  di  i,"  specie,  definiti  da  una  curva  di  genere  p. 
10.  Analogamente  si  dimostra  ***)  che  un  integrale  della  forma  (15)  diviene  loga- 
ritmicamente infinito  in  ogni  punto  doppio  della  curva  f=0  ed  in  ogni  punto  comune  a 
questa  ed  alla  retta  a=0,  ed  algebricamente  infinito  in  ogni  punto  di  regresso  della 
curva  medesima,  pel  quale  non  passi  la  curva  G  =  0.  Perciò,  se  questa  curva,  che  è 
d'ordine  n— 2,  si  determini  in  modo  che  passi  per  tutti  i  punti  singolari  della  curva 


*)  Clhbsoh  e  GoRDAN,   Theorie  der  Abelschen  JPunctimten,  pag.  10  e  aeg. 

**)  Frelimmari  di  una  teoria  geometrica  delle  superficie  [Queste  Opere  n.  70  (t."  2.^)],  54. 

■**)  Ci,HB9CH  e  GoRDAN,  1.  e,  p.  17. 
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fondamentale  e  per  w  — 2  intersezioni  di  questa  colla  retta  a^O,  l'integrale  (15)  sarà 
logaritmicamente  infinito  in  quei  due  punti  comuni  alle  linee  f=0,a=o  pei  quali 
non  passa  la  G^O,  ma  si  conserverà  finito  in  qualsivoglia  altro  punto. 

Se  la  retta  «  =  0  passa  per  un  punto  doppio  di  /■=€,  e  si  determini  la  Gr=0  come 
or  ora  si  è  detto,  cioè  in  modo  che  passi  per  tutti  i  punti  singolari  di  /'=0  ed  inoltre 
per  le  rimanenti  intersezioni  delle  linee  /"=0,  a^=0,  siccome  la  curva  G=0  avrebbe 
in  questo  caso  l-\-{n — 2)  punti  comuni  colla  retta  «=0,  cosi  essa  si  decomporrà  in 
questa  retta  ed  in  una  curva  H.=0  d'ordine  n — 3,  passante  per  tutti  i  punti  singolari 
di  /"=^0,  eccettuato  quello  pel  quale  passa  la  retta  a=0.  Dunque  in  questo  caso  l'in- 
tegrale (15)  si  riduce  ad  avere  la  forma  (12)  e  diviene  logaritmicamente  infinito  in 
un  punto  doppio  di  f=0,  mentre  è  finito  in  qualunque  altro  punto. 

Tali  integrali  che  sono  finiti  dovunque  ad  eccezione  di  due  punti  ordinari  o  di  un 
punto  doppio,  dove  riescono  logaritmicamente  infiniti,  diconsi  integrali  di  3."  specie. 

11.  Se  la  retta  a^==0  passttóse,  non  già  per  un  punto  doppio,  ma  per  un  punto 
stazionario  della  curva  fondamentale,  e  del  resto  si  determinasse  la  curva  G=0  come 
sì  è  fatto  dianzi,  l'integrale  (15)  ricadrebbe  ancora  nella  forma  (12),  ma  sarebbe  alge- 
bricamente infinito  (del  primo  ordine)  in  quel  punto,  e  finito  in  qualunque  altro  punto. 

Così  pure,  se  la  retta  a=0  è  tangente  alla  curva  fondamentale  in  un  punto,  opperò 
segante  in  n — 2  punti,  facendo  passare  la  curva  G=0  per  questi  n- — 2  punti  e  per 
tutti  i  punti  singolari  della  ^=0,  l'integrale  (15)  sarà  algebricamente  infinito  (del 
primo  ordine)  nel  punto  di  contatto  della  ^^=0  colla  retta  a=0,  e  invece  finito  in 
qualunque  altro  punto, 

Siifatti  integrali,  che  sono  finiti  dovunque  ad  eccezione  di  un  punto  ordinario  o  di 
regresso  per  la  curva  fondamentale,  nel  quale  divengono  algebricamente  infiniti  (dei 
primo  ordine),  diconsi  integrali  di  5."  specie. 

12,  Se  H=0  è  una  curva  arbitrariamente  data  d'ordine  n — 3,  siccome  essa  contiene 

i '-^ '-=^p-{-d-\-r  costanti  omogenee,  cosi  si  potrà  porre 

H=SX,H,  {i  =  l,2,...,p-\-d^r) 

ove  le  Hi=0  siano  curve  speciali,  fra  loro  indipendenti,  dello  stesso  ordine  n — 3. 
Come  tali  possiamo  prendere  p  curve  passanti  per  tutt'  i  d-\-r  punti  singolari  e  d-{-r 
altre  curve  le  quali  passino  pei  medesimi  punti  singolari  eccettuando  risp.  il  primo, 
il  secondo, ... ,  l'ultimo.  Indicando  l'aggregato  dei  primi  p  termini  con  0,  sarà  ©=0 
una  curva  passante  per  tutt'  i  punti  singolari  e 


H=0  +  SX,Hi  (i=l,  2,...,d  +  j-). 
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I  coefficienti  X  si  determinano  ponendo  in  qiiest  uguaglianza,  successivamente,  le 
coordinate  dei  d^r  punti  singolari  (donde  segue  che  se  la  curva  H==0  passasse  per 
uno  dei  punti  suddetti,  il  corrispondente  >.  sarebbe  nullo),  quindi  ^  rimane  determinata 
come  uguale  alla  differenza  H — SX^Hj.  Sostituendo  poi  nella  (12)  l'espressione  di  H 
così  formata,  avremo  il  teorema  che  qualunque  mlegrale  della  foìma  (i3)  è  esprimibile 
Unearmenie  per  Ttiesso  di  integrali  di  1."'  e  di  integrali  dt  3"  e  3"  specie  che  diventano 
infi,niti  in  un  punto  singolare  della  eurva  fondamentale.  Io  altre  parole:  un  integrale 
della  forma  (12),  il  quale  divenga  infinito  in  S  punti  doppi  o  stazionari  della  curva 
fondamentale,  è  esprimibile  linearmente  per  mezzo  di  integrali  di  1.'  specie  e  di  5 
integrali  di  3.»  e  2."  specie,  ciascuno  de'  quali  sia  infinito  in  uno  solo  dei  medesimi 
S  punti. 

13.  L'analoga  proprietà  ha  luogo  per  gli  integrali  della  forma  (15).  Siano  infatti 
0=0  una  curva  d'ordine  n — 2  ed  a  =  U  una  retta  arbitrariamente  date.  Siccome  6 


-1  costanti  omogenee,  così  si  potrà  porre 


(IS)  G=SX,r,  +  aStJ.*Hft, 


ove  le  H=0  sono  curve  speciali,  fra  loro  indipendenti,  d'ordine  m^3  (p.  e.  potrebbero 
essere  ie  medesime  impiegate  nel  n."  precedente),  e  r^^^O  è  una  curva  speciale  d'or- 
dine w— 2,  passante  per  tutti  i  punti  singolari  di  /'=0  ed  inoltre  pei  punti  comuni  a 
questa  curva  ed  alla  retta  a=0,  eccettuati  l'i-esimo  e  Tw-esimo:  dove  suppongo  che 
sia  preso  come  w-esimo  punto  uno  di  quelli  pei  quali  non  passa  la  curva  data  &^0. 
Determino  i  coefficienti  X,  ponendo  nella  (18)  successivamente  le  coordinate  del  primi 
n—y  punti  in  cui  la  retta  a^=0  incontra  la  curva  G-^0.  Se  questa  passasse  per 
l'i-esimo  punto,  sarebbe  evidentemente  X^=0.  Determinati  così  i  coefficienti  X,  sarà 

G— SX;r,=0 

una  eurva  d'ordine  n — 2  passante  per  «—1  punti  comuni  alla  ^=0  ed  alla  retta 
a^O,  epperò  sarà  il  sistema  di  questa  retta  e  di  una  curva  H=0  d'ordine  «  —  3. 
Quindi,  posto 

si  determineranno  i  coefficienti  |i.  come  nel  n."  precedente. 

Sostituendo  poi  nella  (15)  l'espressione  trovata  per  6,  si  avrà  il  teorema  che  un 
integrale  qualsivoglia  della  forma  [15],  il  quale  divenga  infinito  in  ò  punti  singolari  della 
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Cìirva  fondamentale  ed  in  m  punti  ordinari,  eomtmi  alla  mrva  medesima  e  ad  una  retta 
a=0,  è  esprimibile  linearmente  per  messo  di  integrali  di  1  specie  dt  8  mtegtah  di  3 
e  2."  specie,  ciascuno  de'  quali  sia  infinito  in  uno  solo  di  quei  6  punti  òingotan,  e  di 
m — 1  integrali  di  3."  specie  *),  ciascuno  dei  quali  sia  mtmito  m  uno  di  quegli  m  punti 
ed  in  un  altro  dd  msdesimi,  fissato  ad  arbitrio. 

14.  L'integrale  (6,  8)  diverrà  logaritmicamente  munito  in  quei  punti  doppi  della 
curva  ^=0  ed  in  quei  punti  comuni  alle  curve  /'=0  M^=0  pei  quali  non  passa  \\ 
curva  N==0;  e  diverrà  aigebrieamente  infinito  (del  piimo  oidme)  in  quei  punti  stazio- 
nari della  ^=0  ed  in  quei  punti  di  semplice  contatto  fra  le  tuiie  /=0  M=0  pei 
quali  non  passa  la  medesima  N  =  0.  Questa  consìdei azione  suggeiisue  immediatamente 
il  mezzo  di  formare  integrali  i  quali  divengano  logiiitmicamente  o  algebiicamente 
infiniti  in  punti  dati  della  curva  fondamentale.  Vediamo  in  particolare,  come  si  com- 
pongono integrali  di  B.»  o  di  2.*  specie,  i  cui  punti  d'infinito  siano  dati. 

Formazione  degli  integrali  dì  3."  e  di  3.=-  specie. 

15,  Siano  k,  vj,  C,  9  quattro  punti  della  curva  fondamentale;  ed  N=0  una  curva 
d'ordine  n — 1,  passante  pei  punti  doppi  e  stazionari  di  /^=^0,  non  che  per  le  interse- 
zioni di  questa  curva  colle  rette  K,  '/jQ,  eccettuati  però  i  punti  ?,  tj.  Posto  x=i-\-'kt„ 
abbiasi  : 

N(è+XC)  =  N,  +  XN,+  ...+X"-'N., 
/■(^+XC)  =  Fo  +  XF,  +  ...-|-X"    F„. 

Ma  è  F(,=/'(;")^0,  F^=/'(C")=0;  dunque,  affinchè  la  retta  iZ  incontri  ie  due  curve 
N=0, /"=0  negli  stessi  n—l  punti  (escluso  ì),  dovrà  essere 

(19)  N  — AF„  Na^^Fs, ... ,  N^,=^F„_,   N„=0, 
epperò,  per  qualunque  valore  di  X, 

(20)  xN(i+xy=;i/-(4+x:). 

Analogamente,  posto  3:=7j-ì-p,6,  abbiasi: 


N(-(i-f-|j,e)=«,  +  [j,%+...-h-[J."  '«„, 
/■(-ri  +  t^O)=/,+  [./;+...-|-ti"     f„, 

i  siccome  /o=/'(Y')'=Oi  A(^")^0,  cosi  dovrà  essere 


*)  Fra  questi  interverrebbero  anche  integrali  di  'l.'"  specie  se  ia  retta  h=0  ì 
contatto  colla  curva  fondamentale. 
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(21)  n,  =  kf,,ni  =  lcf^,...,  n^,^kf^,,  n^=0, 

donde,  per  [J.  qualunque, 

(20)'  (iN(:r,  +  5.6)=fef(7]  +  i.6). 

Le  2n  equazioni  (19),  (21),  lineari  nei  coefficienti  di  N,  sono  equivalenti  a  sole 
2w^l.  Infatti,  siano  \,  \)^  i  valori  di  X,  ij.  pei  quali  le  S+XC,  "rj  +  ij,e  diventano  le 
coordinate  di  un  medesimo  punto,  cioè  del  punto  comune  alle  rette  iZ,  Tjfl;  allora 
l'equazione  (20),  che  è  una  combinazione  lineare  delle  (19),  e  l'equazione  (20)',  che  è 
una  combinazione  lineare  delle  (21),  postovi  X=Xt,,  ]i.^[j.o,  coincideranno  in  una  sola 
e  medesima  equazione  (supposto  che  per  h,  k  si  pongano  gli  opportuni  valori,  che  ora 
determineremo).  Nel  caso  che  i  punti  6,  t]  coincidessero,  la  prima  delle  equazioni  (19) 
coinciderebbe  colla  prima  delle  (21);  se  invece  coincidessero  i  punti  C,  6,  l'ultima  delle 

(21)  non  differirebbe  dall'ultima  delle  (19). 

Alle  2n  —  1  equazioni  indipendenti  (19),  (21)  si  aggiungano  le^^ — — ~ ^equa- 
zioni, pur  lineari  ne'  coefficienti  di  N,  le  quali  esprimono  che  la  curva  N=0  passa  per 

gli  1^ „j^ 1  — p  punti  singolari  di  f=0  e  per  altri  p  punti,  dati  arbitrariamente 

nel  piano.  Questo  sistema  di  -^— r — -  equazioni  lineari  determina  completamente  e  in 

modo  unico  la  funzione  intera  N,  [*^] 

16.  Siccome  la  curva  N=0  sega  f^O  in  2(m  — 1)  punti  situati  nel  luogo  di  2." 
ordine  formato  dalle  tìue  rette  6C,  116,  così  la  segherà  in  altri  {n~l){n  —  2)  punti 
({ri — l)(w— 2)— 2p  de'  quali  coincidono  a  due  a  due  ne'  punti  singolari  della  curva 
fondamentale)  situati  in  una  curva  £1  =  0  d'ordine  n— -2;  la  quale  insieme  colle  due 
rette  i^,  1)6  formerà  perciò  un  luogo  d'ordine  n,  appartenente  al  fascio  individuato 
dalla  curva  fondamentale  e  dal  sistema  della  N=0  e  della  retta  k'q-  Ne  segue  che 
la  curva  iì=^0  tocca  la  N==0  ne'  punti  singolari  di  f^O,  e  passa  inoltre  pei  punti 
ove  la  curva  fondamentale  è  incontrata  dalla  retta  ?■»],  eccettuati  i  punti  ì,  tj.  Avremo 
dunque  l'identità 

(22)  N(a:;"-').S±?iY],^.— x./-(a:")  =  v£ì(x"-VS±ÈiCs^.i:±-rite.a%, 


V  due  costanti  da  determinarsi.  Per  determinare  v.,  pongo,  nella  (22), 
«=£+XoC;  ne  verrà 

X„.N(|  +  X„C).2  +  |,vj,C3— x./-(a+X„C)=0, 

ossia  per  la  (20) 
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Ma  si  deve  ottenere  lo  stesso  risultato  anche  ponendo  (r=Tj  +  f'(i^;  allora 

l^.N(7].fjL,6).S  +  S,Yi,63-x/(7i  +  ti,6)=0, 
ossia  per  la  (20)' 

Invece  d'esprimere  v.  mediante  k  o  le,  rappresenterò  h  e  k  come  funzioni  di  -a,  che 
rimane  allora  naturalmente  indeterminata.  Assumendo 

ne  viene 

(23)  h^l.±i,-ti2%,  fc=S±Si7],C3. 

La  prima   delle  (19)  e  la  prima  delle  (21),   essendo  Ni  =  N(S"~'),  n^^=ì^(if~') 
F,=/"(C£''-'), /;=/(67ì"-'),  divengono  allora 

^  '  1  N(v,"-)=s±e,^.c,./-(6>ìn.  n 

Ora  determino  v  in  modo  che  la  iì  coincida  con  quella  dei  signori 
GoBRAN  *),  cioè  in  modo  che  risulti 

!!r-)=«S-'>l), 

^  '  i!(r-')-/-ST-')- 

Per  un  punto  x  della  curva  /'=0,  l'equazione  (22)  diviene 


(26) 

N(^"-')— V 

.ii(x") 

S  +  S.ii,*, 

Suppongo 

che  X 

infinitamente 

vicino 

a  4,  cioè  faccio 

3— EO,, 

ove  e  sia  una  quantità  tendente  a  zero  e  le  a  quantità  arbitrarie  legate  dalla  condizione 
f{i"-^à.)^0.  Per  tale  sostituzione,  avuto  riguardo  alia  prima  delle  (24)  ed  alla  prima 
delle  (25),  la  (26) 'diviene 

»)  Op.  eit.  p.  21. 
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Ma  dalle  /■(4"''è)=0, /'{6'"""'o;)=^0  sì  ha  evidentemente 

essendo  m  un  coefficiente  arbitrario;  dunque  v=l.  Alio  stesso  risultato  si  arriverebbe 
considerando  il  punto  r^  invece  dei  punto  S.  Per  tal  modo  la  (22)  diviene 

(27)  N(a;"-^).S  +  ai-<5,a;3—S  +  e,7],e3.S  +  $.  71,1:3. /-(a;") 

Quest'ultima  identità  fornisce  la  Q  quando  siasi  formata  ia  N,  e  viceversa  darebbe  la 
N  se  già  fosse  nota  la  SI. 

17.  La  stessa  identità  (27)  esprime  in  sostanza  clie  la  curva  f^=0  può  essere  gene- 
rata mediante  i  due  fasci  projettivi 

ovvero  anche  per  mezzo  dei  due  fasci  projettivi 

ove  t,  (  sono  parametri  indeterminati;  cioè  ogni  retta  pel  punto  t;  sega  f^=0  in  altri 
w— 1  punti  pei  quali  passa  una  curva  del  fascio  (N,  SÌ.^C)  ed  ogni  retta  per  i  sega 
parimenti  f=^Q  in  altri  «— 1  punti  situati  in  una  curva  del  fascio  (N,Q.Tje).  In  altre 
parole,  all'uguaglianza  (27)  si  può  sostituire  quest'altra 

(nx''-')—Hx-'~%a  +  UA-\-i;^±-xi,%,x^-U'Y.  +  i,-^,x,)) .  S  +  lii],^:^- 

(28)  — S±S,ijsC3.S±^.7j,e,.f(a^")--^ 

—  Q(:K"-^).(S  +  7i,  9,3^3— ^S±i,  71, 3;3)(S±6,C^a:3—;'S  +  ei7js:r,) 

il  che  equivale  a  cambiare  le  rette  èC.  ^9,  mantenendo  fissi  i  punti  è,  f\:  con  ciò  viene 
a  mutarsi  la  curva  N  =  0,  ma  la  ti  — 0  rimane  inalterata. 

18.  Siccome  la  curva  N  =  0  passa  per  tutti  i  punti  singolari  di  ^'=0  e  per  quelli 
ove  questa  curva  è  segata  dalle  rette  S+liC2«3=0,S±i]i 633:5=0,  eccettuati  k,  %  così 
l'integrale 
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è  finito  dappertutto,  eccettuati  i  punti  i,  i],  dove  diverrà  logaritmicamente  infinito  :  vale 
a  dire,  esso  è  un  integrale  di  3.'  specie.  Per  es.  se  x  converge  verso  è,  si  ha 


lim  St„ 


N(e"-')         flàji^é^ 


ossia,  posto  C  in  luogo  del  punto  arbitrario  e  ed  avuto  riguardo  alle  (24) 

IimSi,=— logS±S,C2»3. 
Analogamente,  se  a:  converge  verso  %  si  lia 

lim  S^,,=log2+7ii62a:3. 
Pei  punti  della  curva  fondamentale,  l'identità  (27)  diviene 

N(a;''-') .  S  +  ^,yj,iCs=fì{a:''-^} .  l  +  i.ì^A  .  S±7j,  %x^, 
epperò 

.  .  C         M(a;"-').S  +  C|a^i(ja^         __  f^{x"-^).'L±CiXidXi 

yz'àms}  j  2±£.c,^.S+Tj.9,3)3./-(ca:''-')      J  J.±i,ti,x,.f{Gx''-'y 

cioè  l'integrale  (29)  non  differisce  punto  dall'infc^rafe  normale  di  3."  specie  dei  signori 

ClEBSCH   e   GORDAN. 

19.  Se  invece  della  N,  superiormente  determinata  (n."  15),  si  prende  un'altra  N', 
determinata  in  modo  analogo,  ma  con  diverso  sistema  di  p  punti  arbitrari,  siccome  le 
(20),  (20)',  mostrano  che  per  ogni  punto  delle  rette  iZ,  vjB  la  N  assume  un  valore  indi- 
pendente dai  detti  p  punti  arbitrari,  così  ne  segue  che  la  curva  N — N'=^0  conterrà 
tutt'i  punti  delle  rette  nominate,  cioè  si  avrà 

N— N'=s±£,;siC3.s:±7i,e2^.e, 

ove  0=0  sia  una  curva  d'ordine  » — 3  passante  per  tutt'  i  punti  singolari  di  f=0. 
Dunque,  se  S'j,  è  ciò  che  diviene  l'integrale  (29)  (juando  si  assuma  N'  in  luogo  di  N,  la 
differenza  S=,  —  S'i,  sarà  un  integrale  di  1 ."  specie.  Ne  risulta  che,  variando  i  p  punti 
arbitrari,  l'integrale  (29)  cresce  o  diminuisce  di  una  quantità  che  è  sempre  uguale  ad 
un  integrale  di  1.*  specie. 

20.  L'identità  (28)  poi  mostra  che,  se  le  rette  ^C,  ^,6  girano  intorno  ai  punti  fissi 
S,  7j,  variando  simultaneamente  N,  l'integrale  (29)  non  si  altera  punto  di  valore.  In 
particolare,  si  potrà  far  coincidere  il  punto  6  con  C:  del  resto,  le  formole  relative  a 
questo  c^o  si  cavano  immediatamente  dalle  (23),  (21),  (27),  (29)  e  sono: 
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(23)'  A=A^S  +  a,T]2C3, 

(27)'  N,(3:"-').S±^iTj,:c,-(S±e,^,Cs)Y(^'')  =  £ì(^""').S  +  S,C.X3.S±7i,C.X3 

faqv  q    —  r         Ni(a;"-').S±e|3;,t^a;3 

^     ^  '""i  S±S,C.^3.S±7j,C,3;3.r(c:c'-^)' 

Qui  Ni=0  è  una  curva  d'ordine  n —  1,  passante  pei  punti  singolari  delia  f=  0  e  pei 
p  punti  arbitrariamente  dati  nel  piano,  tangente  alla  curva  fondamentale  nel  punto  C 
e  intersecante  !a  medesima  negli  altri  punti  ch'essa  ha  comuni  colle  rette  SC,  vjC,  ec- 
cettuati £,  T].  Questa  curva  N^^O  si  può  generare  mediante  i  due  fasci  progettivi 

ove  le  SÌk=Oi  iì^f=^0,  formate  col  metodo  dei  signori  Cleescb  e  Gordan,  siano  la 
curve  d'ordine  n — 2  passanti  pei  punti  singolari  della  curva  fondamentale  e  per  gli 
stessi  p  punti  arbitrari,  asssunti  per  la  Ni,  ed  inoltre:  la  prima  pei  punti  ove  f^O 
è  segata  dalla  retta  iZ,  eccettuati  |  e  C;  la  seconda  pei  punti  ove  /'=0  è  segata  dalla 
retta  y]Z,  eccettuati  vj  e  C.  Infatti,  la  curva  generata  dai  due  fasci  predetti  conterrà: 
1,"  i  punti  singolari  di  ^=0  ed  i  p  punti  dati  arbitrariamente,  perchè  comuni  alle  curve 
del  primo  fascio;  2."  il  punto  £,  perchè  comune  alle  lìnee  del  secondo  fascio;  3."  altre 
K— 2  intersezioni  di  ^=0  eolla  5C,  perchè  comuni  alle  linee  dei  due  fasci  corrispon- 
denti a  <=0;  4."  altre  n  —  2  intersezioni  della  curva  f=0  colla  retta  ■/jC,  perchè 
comuni  alle  linee  dei  due  fasci  che  corrispondono  a  if=ao.  Inoltre,  la  retta  tangente 
nel  punto  Z  alla  curva  generata  dai  due  fasci  sarà  il  raggio  del  secondo  fascio  corri- 
spondente a  quella  curva  del  primo  che  passa  per  C,  cioè  corrispondente  a 

SÌ,r(C-)' 
ossia,  in  virtù  di  equazioni  analoghe  alle  (25), 

rtf -■■,)■ 

L'equazione  della  retta  tangente  è  dunque 
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ossia,  perchè  f(C)=0, 

vale  a  dire 

elle  è  pur  l'equMione  della  tangente  alle  curve  f=^0,  Ni^^O  nel  punto  C. 
Dunque  avremo  identicamente: 

E  siccome,  posto  3;=^  e  tenuto  conto  della  prima  delle  (24)'  e  di  una  analoga  alle  (25), 
si  ha  o^],  così 

(30)  ìi,{x''-')=Qic{x^-') .  S±7j,C,a;3-Sì,^(x"-=) .  ^±^2X3-, 

ed  eliminando  Ni(a;"~')  fra  questa  uguaglianza  e  la  (27)',  dove  in  luogo  di  il  si  scriva  £ìf,: 
iì,f  (ic''-^) .  S  ±  ^1 7]s3^  .  S  ±  CiÉsara  +  fì^l  (a;*^^) .  S  ±  7],  Ss^c, .  S  +  e,  >ls^  + 
+  £ìf„ (x"-')  .I.±ZìÌzX, . S  +  7j,C.«-,=  (S±|.YfeCs)' .  /■(«")  - 
Di  qui,  per  la  f=0,  si  ha  (viste  le  (29),  (29  bis)): 

(31)  S,,  +  Sc5  +  S|,  =  0. 

Se  alla  Ni  0  alla  il  che  entra  in  ciascuno  di  questi  integrali  si  sostituisce  un'altra  Ni 
0  SI,  formata  analogamente,  ma  con  altri  p  punti  arbitrari,  l'integrale  varia  (n."  19) 
di  una  quantità  uguale  ad  un  integrale  di  1.»  specie;  dunque  anche  la  somma  dei  tre 
integrali  normali  di  3.»  specie  sarà  uguale  ad  un  integrale  di  1.^  specie.  Ma  la  detta 
somma  riesce  identicamente  nulla,  se  le  tre  ti  siano  determinate  così;  assumansi  ad 
arbitrio  le  Sl,^,  ilf^  corrispondenti  alla  due  coppie  di  punti  vjC,  Ci;  indi  si  prenda  quella 
ili,  che  dipende  in  virtii  della  (27)'  dalla  Ni=0  definita  dalle  (30),  cioè  tangente  alla 
curva  /■^O  nel  punto  C  e  passante  pei  punti  comuni  alle  il,i-=0,  Q;j==0. 

21.  Dichiarata  così  la  maniera  di  formare  un  integrale  (normale)  di  3.°  specie  del 
quale  siano  dati  i  punti  d'infinito,  passo  agli  integrali  di  2.^  specie.  Suppongasi  il  punto  tj 
infinitamente  vicino  a  i,  cioè  si  faccia  ■rj=S— ea,  ove  s  è  infinitesimo  e  le  a  soddisfanno 
alia  condizione  /'(È"~'a)  =  0,  onde  avrà  luogo  anche  la 

(32)  S  +  |,«,a%=m./'(S"-'x), 
m  coef&ciente  arbitrario.  Allora  le  (23)  danno 
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ossia,  per'  la  (32), 

/(=— sm/-(S"-'6),  ft=— em/'(e"~'C). 
Del  resto  le  (19),  (21)  continuano  a  sussistere,  epperò  la  N  del  n."  15  assume  la  forma 

(33)  N(3;«-')=— emP(a!'*-'), 

ove  P  è  finita;  e  precisamente  P  si  ricava  dalla  N  del  n."  citato  facendo  ivi 

Col  porre  T|=| — s«,  avuto  riguardo  alla  (32),  si  ottiene 

(34)  ^±i>ri^x,=  smf{i"-'x), 
[*"],  epperò 

S  +  4,iì,C3— £»»/^(r-'C), 

e  il  primo  membro  della  (27)  diverrà 

^'m'-p{x'^').f{^'^'x)—^'m''f{i'^''C).f(^''-'b).f(x-). 
Dunque  anche  ii  secondo  membro  avrà  il  fattore  e^m%  cioè  si  avrà 
(33)'  i2(r-=)=s^»»'E(a;"-'), 

essendo  S  finita.  Per  tal  modo  la  (27)  si  riduce  alla  seguente: 

(35)  Fix^-') .  /■(S-'^)-n^'-'C) .  /-(e-e),.  fix-^)^ 

=^ S(^"-=) .  S±£,Ci^3 .  ^±Ì,%x„ 

dove  F  =  0  è  una  curva  d'ordine  n  —  1,  passante  pei  punti  singolari  di  f^O,  per  p 
punti  dati  ad  arbitrio  nel  piano,  e  per  le  intersezioni  della  curva  fondamentale  colle 
rette  4C,  ^9,  eccettuato  il  solo  punto  £;  mentre  S^O  è  una  curva  d'ordine  n- — 2,  tan- 
gente a  P=0  nei  punti  singolari  di  /"=0,  e  passante  per  gli  n  —  2  punti  in  cui  /■=o 
è  segata  dalla  sua  tangente  f{è^'x). 

22,  Dall'identità  (35)  ricaviamo  le  due  forme 

,     ,  f  Fjx"-^)  .'L  +  c,Xsdx3         rE{x"-^)  .'L+c-^x^dxs 

^     '  J  I'±iiZ,x^.y^  +  i,%^^.f{cx''-')^  J     f{i'^'x).f{ex'^-')    ~^^ 

di  un  medesimo  integrale  che  è  evidentemente  di  2.*  specie  (n."  11).  L'unico  punto 
in  cui  esso  divenga  infinito  (algebricamente  del  primo  ordine)  è  i.  Posto 
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dove  tu,  tu'  sono  due  infinitesimi,  il  cui  rapporto  è  dato  dalla  condizione 
0-ft»^")=«5-)+.«rt£"C)+»7(£-6)= 

=»rt£-'C)+<.Y(£-8), 
donde 

«=Tf(S--6),      »'=-t/-(£-i:) 

essendo  t  un  nuovo  infinitesimo.  Differenziando  si  ha 


epperò,  fatto  anche  i;=6, 
La  medesima  sostituzione  ( 


'£  +  c,Xsdci:i=dm.  2  +  £,Cse 


ossia,  avuto  riguardo  al  modo  con  cui  P  è  desunta  da  N  (eq.  33),  ed  alla  prima  delle  (24): 

(37)  P(£-')=rt£--c).rt£"-'e). 

Dunque  l'integrale  E^  diviene 

1___  fd^_ L^ 

23.  L'integrale  E| ,  invece  d'essere  dedotto  dalle  formole  (23),  (24),  (27),  (29),  si 
può  desumere  dalle  (23)',  (24)',  (27)',  (29)'  col  farvi  la  medesima  sostituzione  fi^i — sa. 
Allora  si  ha  dalla  prima  delle  (24)',  viste  le  (33,  34): 

(37)'  p.(e™-')=(r(ì"-'0)% 

e  dalla  (27)',  viste  le  (33,  34,  33'): 

(35)'         p,(^-')./-(e-'^}-(/-(r-'c)f./(^'^)=s(^--).(s±i,c.:*-ef, 

come  segue  anche  dalle  (37),  (35),  facendovi  6  =  C.  Qui  Pi=0  è  una  curva  d'ordine 

n — 1,  passante  pei  punti  singolari  della  curva  fondamentale  (e  per  p  punti  dati  ad 

arbitrio)  e  tangente  alla  medesima  nei  punti  che  questa  ha  comuni  colia  retta  i  C ,  omesso 

il  punto  S.  Dall'identità  (35)'  si  ha  allora  quest'altra  forma  per  l'integrale  Ej  : 

T,          /■Pi(a:'^').£±CiMa;3 
jjjj  —  j  — . 


J  (s+s,c,«.) 


,)'./■(»-) 


y  Google 


SUGLI   INTEGRALI   A  DIFFERENZIALE  ALGEBRICO. 


che  per  x  prossimo  a  6  dà  addirittura  (fatto  c  =  C): 

iim  L, — j^^,-^^  j  ir±^,x,r  ' 

ossia,  in  virtii  della  (37)' 

S  ±  S,  CsiCa 

24.  Se  si  vuol  ricavare  Pi  dalla  N  del  n."  15,  facendo  coincidere  vj  con  ^,  S  con 
C,  bisogna  osservare  che  le  (19),  (21)  nascono  dall'uguagliare  i  coefficienti  delle  uguali 
potenze  di  X  e  ji.  nella  (20)  e  nella  (20)',  ossia,  fatto  6^C  (e  quindi  k—h,  a."  20) 
e  11-=?^,  nascono  dall'uguagliare  i  coefficienti  delle  uguali  potenze  di  >.  nelle  eguaglianze 

(20)"  ),P.(a  +  XC)=Af{^  +  XC), 

xv,{-n-\-xz)=hf(Ti+u), 

la  seconda  delle  quali,  posto  fi^=i — ea  ed  avuto  riguardo  alla  (20)"  somministra 
(22)'  \AV,(i  +  \q  =  hàf(i+i^q, 

ove  A  sia  il  simbolo  dell'operazione 

9,3,        3 
"'3^+"^  3^  +  "=  3^3' 

Sì  formerà  adunque  la  Pi  col  metodo  generale  del  n."  20,  sostituendo  alle  (20),  (20)', 
le  (20)",  (22)'  la  prima  delle  ,quali  esprime  (come  in  generale,  per  la  curva  N)  che  la 
curva  Pi=0  dee  passare  per  le  intersezioni  della  /'=0  colla  retta  5£,  eccettuato  il 
solo  punto  i;  mentre  la  (22)'  significa  che  le  prime  polari  di  un  punto  qualunque  a 
della  retta  flk"~^x)=0,  tangente  ad  /"^=0  in^,  relative  alle  curve  Pi^=0,  /'=0,  devono 
avere  le  stesse  n—2  intersezioni  colla  retta  £C,  eccettuato  ancora  il  punto  i. 

Questa  proprietà  poteva  essere  preveduta  anche  geometricamente.  Infatti  le  prime 
polari  dei  punti  a  formano  due  fasci  projettivi  d'ordini  w— 2,  n—1,  e  il  luogo  da 
questi  generato  sarà  una  curva  d'ordine  2«— 3,  passante  per  i,  perchè  questo  è  un 
punto-base  del  fascio  delle  polari  relative  ad  /'=0.  Siccome  poi  le  altre  k  —  1  inter- 
sezioni della  curva  fondamentale  colla  retta  ^C  sono  anche  punti  della  Pi  =  0,  cosi  la 
detta  retta  incontrerà  negli  stessi  «—2  punti  (eccettuato  i)  le  prime  polari  di  i  relative 
ad  f=^0  e  Pi=0:  e  questi  saranno  altrettanti  punti  del  luogo  d'ordine  2« — 3.  Ma 
il  medesimo  luogo  passa  anche  per  gli  n — 1  punti  pei  quali  la  retta  K  incontra  simul- 
taneamente le  due  curve  f=^(),  P|=0:  infatti,  se  a;  è  uno  di  tali  punti,  siccome  in  x 
le  due  curve  hanno  la  tangente  comune,  detto  y  il  punto  comune  a  questa  t 
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ed  alla  tangente  di  /'=0  in  è,  le  prime  polari  di  //  rispetto  alle  due  curve  pesano 
entrambe  per  x,  epperò  a:  è  un  punto  del  luogo  dì  cui  ai  tratta.  Ne  segue  che  questo 
luogo  ha  l+(w  —  ÌJ)  +  (« — ^  l)  =  (2»— 3)-|-l  punti  comuni  colla  retta  iZ,  epperò 
contiene  questa  retta  per  intero.  Dunque  ha  luogo  la  proprietà  enunciata. 

25.  L'integrale  Ef  è  suscettibile  anche  di  un'  altra  forma.  Infatti,  se  poniamo 
Tj^S  — ea  nella  (31),  e  paragoniamo  la  (36)  moltiplicata  per  —sm  eolla  (29),  con 
riguardo  alla  (33),  si  ha: 


cioè 


,.,^.(A+A+.^ 


(38)  — ,«^|  — w.^^l- 

Facendo  la  stessa  sostituzione  nella (30),  si  otterrà — m Pi  come  limite  di  Niis.  Infatti, 
per  1]=^  — ea,  vista  la  (33),  si  ha  dalla  (30): 


P,(3;''-')=tì|5(a;''-=)(S±|,C2a^3— e2±«,C,x,)- 

dì 


_('sì^,(^,-)_,s«3_Mf!3).s±e,c.x3: 


-  m  P,  {x-^')  -  S  + 1,  C.X, .  S  a  ^^^^^  -  Hd^^') .  S  +  «,  C,r^  . 

Ma  iì|5  (re""*)  è  una  frazione  razionale  nelle  | ,  il  cui  numeratore  ha  una  dimensione 
di  piiì  del  denominatore;  perciò 

e  conseguentemente 


1%  {X  - 

"Tir 


C,S  +  S,«,a:=  — a:,S  +  J,a,t  +. 


ài  ài 


ovvero  per  la  (82) 

(39)  ~P.(.-)=ftS--'.).u'5«|a_^(£.^.Q.S^3Jklp 
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Con  questa  forraola  si  ricava  la  Pi  dalla  tì^^  ;  quindi  la  (35)'  darà  la  S  formata  colia 
Pi  ossia  colla  fìg; . 

26,  Il  teorema  del  n."  20,  il  quale  si  riferisce  a  tre  punti  S,  ^.  C  della  curva 
fondamentale,  si  estende  subito  a  un  numero  qualunque  di  punti  Si,  Ss,  ...,  S„. 
Indicando  col  simbolo  (S,-  ?s)  un  integrale  normale  di  3.^  specie  (n,"  18)  che  sia  infinito 
ne'  punti  i,. ,  i,  ,  avremo,  in  virtù  dei  teorema  citato,  ciascuna  delle  somme 

{£■  £.)  +  (&£.)  +  (&  E.) 
(£■  £.  )  +  (  e.  e,  )  +  (  i,  5.) 
(£,  £<  )  +  (  i  £.  )  +  (  £.  S.) 

(«.e.-,) +  (£.-.  £^.)  +  {S^,£,) 
(£,L-,)  +  (£.-^.£-  )  +  (£.  £.) 

Uguale  ad  un  integrale  di  1.»  specie.  Epperò  la  somma  di  dette  somme,  vale  a  dire, 
avuto  riguardo  all'identità  (SrS5)  +  (SsSr)  =  0,  la  somma 

(£■£,)  +  {£.  1.)  +  (£.£.)  +  ■■■  +  (£.-,  £.)  +  (£.  £,) 
è  uguale  ad  un  integrale  di  1.»  specie. 

27,  Dallo  stesso  teorema  del  n."  20  si  ricava  che  un  aggregato  lineare  qualsiasi 
d'integrali  di  3.»  specie,  i  cui  punti  d'infinito  siano  m  punti  dati  ii,  Ss,  .  - .  ,  S™  ac- 
coppiati a  due  a  due  in  tutti  i  modi  possibili,  è  riducibile  a  p  termini  che  siano 
integrali  di  1.'  specie  e  ad  m^l  altri  termini  ciascuno  de'  quali  sia  (astrazion  fatta 
da  un  coefficiente  costante)  un  integrale  normale  di  3."  specie  i  cui  punti  d'infinito 
siano  uno  di  quegli  m  punti  fissato  ad  arbitrio,  p.  e.  6™,  ed  un  altro  de'  restanti. 
Infatti,  invece  del  termine  del  dato  aggregato  che  diviene  infinito  in  Sr ,  Ss ,  potremo 
sostituire  una  somma  della  forma  cosL^mS^Sj)  —  (S™Sr)j  purché  si  aggiunga  un 
integrale  di  1.'  specie.  Di  qui  si  può  conchiudere  che  il  teorema  osservato  alla  fine 
del  n,"  13  per  m  punti  in  linea  retta,  vale  anche  per  m  punti  situati  comunque  nella 
curva  fondamentale. 

Teorema  di  Ahel. 

28,  Siano  f{x^)  =  0,  ^{x'")  =  ù  due  curve  date  d'ordine  m,  e 

F(x-)  =  y(:t™)  +  X,[>(x™)  =  0 
una  qualunque  delle  curve   del  fascio  da  quelle  determinato.   Considerando   le  due. 
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f{x')=0,     r(a;")  =  0 

come  coesìstenti  è  chiaro  che  le  x  dedotte  da  esse,  cioè  le  coordinate  dei  punti  co- 
muni alle  due  curve,  sono  funzioni  di  >..  Ora,  posto 


iiV 


"1 


5x3) 


•) 


a  tutti  gli  mn  punti  comuni  alle  curve  f=^  0 ,  F  =  0 ,  e  dove 


ove  la  somma  sia 

Q  sia  una  funzione  razionale  omogenea  nelle  x,  di  grado  «—-3,  dico  che 


funzione  razionale  di  X .  Infatti,  si  moltiplichino  il  numeratore  e  il  denominatore  del- 
l'espressione soggetta  al  segno  £  pel  determinante  Jacohiano  delle  f,f,<!f;  il  prodotto 

di  questo  determinante  per  Sieia;^—  è 

f{Gx"-')    nfix"] 


df 


f{cx^')   mf{x'^)    ^ 


•^{cx"^'^)   m^(x'") 


Ma  per  i  punti  che  si  considerano  è  identicamente  f=0,  epperò  anche  ^ 


9F 


y+H=-o,   |f+X^^+^= 


Perciò  il  prodotto  dianzi  considerato  è  uguale  ad  mf(cx'^').'^^{x"'),  e 


*)  Le  [  j  sono  poste  a  indicare  che  in  luogo  delle  x  generiche  si  hanno  a  intendere  s 
stituite  le  coordinate  di  un  punto  comune  alle  curve  f--^0,  F-  0. 
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i  somma,  essendo  una  funzione  simmetrica  e  razionale  delle  soluzioni  comuni 
alle  equazioni  f=0,  F=0,  sarà  una  funzione  razionale  de'  coefficienti  di  queste,  epperò 
di  X ,  Ne  risulta  che 


\=ld}.'%P^ 


({cx"^ 


dxJ 


\P 


sarà  una  funzione  algebrico-logaritmica  di  X  e  de'  coefficienti  Aìf,>f  e  ^.  In  ciò  con- 
siste il  teorema  di  Abel  *). 

29.  Per  determinare  questa  funzione,  suppongo  che  gli  integrali  de'  quali  si  dee 
calcolare  la  somma,  siano  normali  dì  3.»  specie  e  che  l'integrazione  rispetto  a  X  debbasi 
estendere  da  X=0  a  X=^qo:  si  consideri  cioè  la  somma  degli  mn  valori  di  un  inte- 
grale normale  di  3.^  specie,  esteso  da  un  punto  comune  alle  curve  f=0,  y^O  ad  un 
punto  comune  alle  /'^O,  -jj^O.  Abbiasi  adunque 


•«•(  riì(»-')i:±», 
.è  ij  5;±s,,,«../-(< 


x^dx^  ) 


S±Ci%^ 


iiiS(a!— ^.i|)'(a!-)         I 
Vi=  .  ^}f  if  Sili 


Il  prodotto  dei  due  determinanti  nel  denominatore  è 

j    nf{x-)  f{U-')     rtvji— ) 

IMtp{x'")  <f{Ì3r-')     (p{rjx"'-') 

m-jJ^K™)  (|j(Ja:'"-')     ^ijx'"-^) 

0                 /(te—)  fyx-'} 

0     <f(ix'-')  +  l/Hix"-')  fi:^x—')  +  hl/{Tix- 

Ufi              ii(ix—)  4){Tia;"-') 

essendosi  posto  per  brevità  **} 


««!-).  E, 


*)  Mémoire  sur  une  propriété  generale  d'une  classe  Irès-étendtie  de  fonetions  transcendantes 
m.  préa.  par  dìvers  savantó  k  l'Acad.  de  Trance,  t.  7,  p,  181). 
**)  La  E=0  è  la  Jacobiana  deUe  linee  f^O,  ^  =  0,  Z  +  ^,ri^Xs=0. 
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(42) 


J  0 


30.  Siano  ora  S{3;™")=0,  ¥{3;™")=0  le  equazioni  dei  grappi  di  mn  rette  che 
dagli  mn  punti  d'intersezione  delle  curve  f=0,  F  =  0  vanno  rìsp.  ai  punti  i,  t].  Come 
si  è  già  dimostrato  (n."  4),  si  può  porre 

X  =  A/^+BF, 

*^^'  Y  =  C/'+DF, 

dove  A=0,  B=0  sono  due  curve  d'ordine  n{m — 1},  m{n — I),  aventi  un  punto 
{m— l)(w  —  l)-plo  in  V,  e  C=0,  D=0  sono  due  curve  d'ordine  n{m—ì),  m(n—l), 
aventi  un  punto  (m — l)(M^l)-pio  in  tj. 

I  due  gruppi  di  mn  rette,  X=^0,  Y^O,  determinano  un  fascio  di  curve  d'ordine  mn 

X  +  tJ.Y^O, 
ossia 

f.(A  +  H-C)  +  F.(B  +  i^D}=0, 

che  è  proiettivo  ai  due  fasci 

A  +  {j.C=0  d'ordine  n{m — 1), 
B-f^i-D^O  d'ordine  m{n  —  l). 

Di  questi  tre  fasci  il  1."  ed  il  2."  generano  il  luogo 

AY  — CX=0  ossia  F.A=0 

composto  della  curva  F{a;"')==0  e  della  curva 

(44)  .  ii(a:-''""-"'-")=AD— BC  =  0 

d'ordine  2mn'-  m—n,  per  la  quale  i  punti  i,  -tj  sono  entrambi  multipli  secondo 
(^ìn — ì)(n — 1).  Il  l."  ed  il  3."  fascio  generano  il  luogo 

DX— BY--0  ossìa  f.  A=0 

composto  delle  due  curve  f^^O,  A=0.  Da  ultimo,  il  2."  ed  il  3."  fascio  generano  la 
curva  A=0. 
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I  punti-base  del  l,"  fascio  devono  essere  tutti  nei  luogo  F  .A  =  0' ed  anche  tutti 
nel  luogo  f.  A  =  0;  donde  segue  che  tutte  le  intersezioni  delle  rette  X=0  colle  rette 
Y  =  0,che  non  sono  comuni  alle  curve  /'=0,  F=0,  appartengono  alla  curva  A  =  0. 

La  Jacobiana  delle  linee 


X— 0,  Y==0,  2±eiTjiCe3=-0 


Salii —  Siila 
Siili— fevj, 


3X 

3Y 

3x, 

3ie, 

3X 

3Y 

3% 

3x, 

3X 

3Y 

3x. 

3x. 

I  X(Sa=— ')  T(Jx— ■)  I 

I  X(,x-")  Y(,a.— ■)  1         • 

Nel  l."  membro  di  quest'equazione  pongo  le  coordinate  dell'  i"*"  punto  d'intersezione 
delle  curve  f^O,  F=0.  Per  questo  punto  è,  in  virtù  delle  (43): 

1  X{S«-")  I  =  t  MXi'^-')  +  BF(£i'— )  I , 
I  X(-rfr-— )  I  =  I  A/'(-,«--)  +  BF(,i"-')  I , 
I  Y({rr~-')  j  =  j  Offix-')  +  DF(J»i-- )  I, 
i  Y(r|x--)  I  _  I  OflY|i  -)  +  DF(,x->)  I, 

onde  pel  detto  punto  la  Jacobiana  ha  i!  valore 

Ile      D  I  ■  I  /-(1]X-' 

ossia,  per  le  (41),  (44),  j  A.  R  j.  Quindi,  osservando  essere  identicamente 

X(£x'»-')_o,  Y(>ii— ■)=0, 

perchè  i  luoghi  X=0,  Y=0  passano  mn  volte  risp.  pei  punti  5,  tj,  avremo 

(45)  |X{Y13:— ').  Y(Sa;-»-')|  — — |A.E|. 

31.  Sia  M==0  una  curva  d'ordine  mn — 2,  con'(m—  1)  (m — ])  rami  incrociati  nel 
punto  i.  Disponendo  delle 

(»■«— 2)(».«+l)  __  («■-!)  («-1)((»»^1)(»-1)  +  l) 


')|l 
F(»|»— ')  li' 
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costanti  omogenee  arbitrarie  in  M,  determino  una  curva  d'ordine  2(»iw— 1) 
A£ì-[)— YM=T=0 

(nel  fascio  individuato  dai  luoghi  ASit]j=0,  YM=0),  la  quale  abbia  mn—l  rami  in- 
crociati in  i;  cosi  che  per  la  curva  T=0  i  punti  I,  tj  sono  multipli  risp.  secondo 
mn — 1,  {m—l)(n — 1). 

Sia  ora  L=0  un'altra  curva  d'ordine  mn — 2,  con  (m — 1)  (w — 1)  rami  passanti 
pel  punto  Yi  ^>  come  sopra,  dispongo  delle  sue  costanti  arbitrarie  in  modo  da  deter- 
minare una  curva  d'ordine  2  (mw— 1) 

T— XL=U=0 

(nel  fascio  individuato  dai  luoghi  T— 0,  XL=0),  la  quale  passi  mn—l  volte  per  tj: 
così  che  per  la  curva  U=0  i  punti  i,  vj  saranno  entrambi  multipli  secondo  m« — 1, 
Allora  si  avrà 

(46)  AQ-Ji^XL  +  YM+U, 

donde  segue  che  le  coordinate  di  un  punto  comune  alle  curve  /'^=^0,  F^Q,  annullando 
X  e  Y,  rendono 

(47)  ìiiì^.|  =  |Ui, 

mentre  le  coordinate  di  un  punto  comune  ai  tre  luoghi  X=0,  Y=0,  A  =  0,  annul- 
leranno anche  U. 

Ora  U  si  può  esprimere  come  aggregato  lineare  di  mn  prodotti,  ciascuno  de'  quali 
contenga  tutt'  i  fattori  lineari  di  X  e  di  Y,  meno  due  rappresentanti  le  rette  che 
da  4  e  da  Tj  vanno  ad  un  punto  comune  ad  f=0,  F=0.  Tale  aggregato  lineare  rap- 
presenta in  generale  una  curva  d'ordine  2{mn — 1),  che  ha  mn — I  rami  incrociati 
in  ciascuno  dei  punti  S,  tj  e  passa  per  gli  m^n" — mn  punti  semplici,  comuni  ai  luoghi 
X=0,  Y^=0,  A=^0,  U^O.  Le  mn — 1  condizioni  arbitrarie,  alle  quali  può  ancora 
soddisfare  questo  aggregato  sono  appunto  in  numero  uguale  a  quelle  che,  insieme  coi 
due  punti  (™w^l)-pii  e  cogli  m'n^  —  mn  punti  semplici,  individuano  U=0. 

Indicando  con  a^''  Vi'""'  punto  d'intersezione  delle  curve  f=Q,  F=0,  avremo 
dunque 

(*8)  U=XY"y"..^,    ,.)    \^       .,1     - 

Per  determinare  il  coefficiente  ki  pongo,  nell'equazione  precedente,  x:^'J*\  Supposto 

X  =  X'S±4,4"a^, 
^*^'  .     Y=Y'S±7j,4'>^, 


y  Google 


SOGLI   INTEGRALI   A   DIFFERENZIALE   ALGEBRICO. 


ne 
Le 

du 

verrà 
(49)  poi 

tique 

danno 

X^it— ■).T(5»-— )|, 

OS! 

ila,  avuto 

riguardo 

alle  (47)  (45); 

k.-  — 

(a+(L+5,-„»,)'|. 

epperò  la  (48)  diviene 

Sostituendo  poi  questa  espressione  di  U  nella  (46)  si  ha 

^     '  XT       X^Y^  èli  R  il  S±Si4'':^.S±i).94'''a^, 

In  questa  identità  pongo  x^==^i-\-Vfi,  cioè  alle  coordinate  generiche  sostituisco  quelle 
di  un  punto  qualunque  della  retta  |i].  Siccome  questa  retta  incontra  il  luogo  X^O 
nel  solo  punto  S  (che  corrisponde  a  v=^0)  ed  il  luogo  Y  =  0  nel  solo  punto  t|  (che 
corrisponde  a  [t,  —  0) ,  cosi  quella  sostituzione  darà 

[X]  =  .-.X,,     (Y]  =  r--Y., 

ovale  [  ]  simboleggiano  la  sostituzione  x=^^i-\-vri,  ed  Xo,  Yo  sono  costanti,  indi- 
pendenti da  iJ-ev,  Poi,  essendo  il  punto  i  multiplo  secondo  il  numero  (m—l)  (w — 1) 
per  la  curva  M  =  C),  e  così  del  pari  il  punto  tj  per  la  curva  L^O,  si  avrà 

[M]^^™~'>"'-".Mo, 

ove  L„ ,  Mo  sono  funzioni  intere  omogenee  in  [t,  v,  del  grado  m-j-n — -3. 
Da  ultimo,  la  stessa  sostituzione  dà 
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e  a  cagione  delle  equazioni  analoghe  alle  (19),  (20),  delle  quali  si  servono  i  signori 
Clebsch  e  GoRDAN  *)  per  comporre  la  il  : 

fv  [!!]  =  [/]. 
Perciò  il  risultato  della  sostituzione  nella  (50)  è 

Delle  tre  parti  costituenti  il  2.»  membro  di  questa  identità,  la  I.*  è  intera  rispetto  a  [i., 
la  2.^  è  intera  rispetto  a  v,  e  la  3,"  è  il  prodotto  di  —  per  una  quantità  indipendente 
da  {).  e  V,  Dunque  sarà 

^51^  ^      V      I—lì      ■   t,^     r.noffli.iOTi+D    lìi     I.imV    nflll'ocilrocalnno     I_lI  I   , 


ossia  nell'espressione 


perchè  dalle  (43)  si  cava 


m-m. 


A/=BX  — BT. 


,„i?*      ?*h 


Le  frazioni  ^,  ^  hanno  la  dimensione  0,  e,  ponendovi  x  =  ^i-\-v'ti,  la  prima  è 

)etto  a  V,  la  seconda  è  intera  rispetto  a  f.;  dunque  il  coefficiente  di  (i).v)°  in 

sarà  uguale  al  valore  della  prima  frazione,  fattovi  prima  x  =  ]}.i-\-vfi  e 


Y 
intera  rispetto  a  v,  la  seconda  è  intera  rispetto  a  f.;  dunque  il  coefficiente  di  (i).v)°  in 

[y      xJ 

poi  v  =  0,  meno  il  valore  della  seconda  frazione,  fattovi  prima  3:  =  iJ.S  +  vv]  e  poi 
H:=0;  cioè  sarà  uguale  a 

Ora,  siccome  i  punti  ^,  -t]  sono  nella  curva  /'=0,  così  dalle  [i'à]  si  lia 


Dunque  la  (51)  diviene 


X(,,)  =  B(>i).F(,), 
Y(J)-D(£).FS). 

d  K  ì,       Hil      F(£j' 
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epperò  dalla  (42) 


vista  la 


E  siccome  F  =  y  +  X(|j,  così,  vista  ia  (40),  avremo  iinalmente 
(52)  "f 


formola  esprìmente  il  teorema  abeliano  per  gl'integrali  normali  di  3'  specie. 

Si  può  osservare  che     --.,.,  è  il  rapporto    anarmonico   di   quattro    curve    del 

-_ìii) 
~    Hi) 


fascio  <f  -\-X<^  =  0,  cioè   delle  curve  corrispondenti  a  X^O,  X^=<» 

).  =  —  u\^  ^^^^^  quali  le  ultime  due  sono  quelle  che  passano  risp,  pei  punti  è,  "fi- 
Se  questi  due  punti  fossero  situati  in  una  sola  e  medesima  curva  del  fascio,  cioè  se  fosse 

il  detto  rapporto  anarmonico  sarebbe  =  1,  epperò  il  2°  membro  della  (52)  si  ridur- 
rebbe a  zero. 
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SULLE 
VENTISETTE  RETTE  DI  UNA  SUPERFICIE  DEL  TERZO  ORDINE. 


Baidieanti  del  R.  Istituto  Lombardo,  Bei-ie  II,  volume  III  aS7U),  pp.  ÌÌ09-319, 


Per  la  notazione  delle  27  rette  di  una  supei-ficie  del  terz'ordiiie  impiegherò  gli  stessi 
simboli  de'  quali  mi  sono  servito  nella  mia  Memoria  inserita  nel  giornale  matematico 
di  Cbelle-Borchabdt  (tom.  68,  pag,  75  e  seg.)  [Questo  tomo,  pag.  66  e  seg.],  e  seguendo 
l'esempio  del  signor  Jordan  chiamerò  enneaedro  ii  sistema  di  nove  piani,  i  quali  con- 
tengano insieme  tutte  le  27  rette.  Per  indicare  i  45  piani  tritangenti,  adoprerò  i  numeri 
1,  2,  3, ... ,  44,  45,  appunto  come  fa  il  signor  Jordan  **);  e  per  accordare  questa  nota- 
zione con  quella  (domta  al  signor  Schlafli)  delle  27  rette,  porrò  le  seguenti  equazioni; 


(1) 


I  =  «1  6i  Ci4 

^  =  Cl6  C23  C45 

3  =  «5  6a  Css 

4  =  Ci5  Cu  C36 

5  =  »g  is  Csa 

6  ^=  «4  63  Cìi 

8  =  «3   Òi    C,3 

y  =  C12  c^  C4B 
a^h  % 
Cis  %  C31 
«a  il  C16 
«a  63  C33 
Ciì  Caa  C45 

«4   èc     ^46 


I6=- 

«5^2 

Cb5 

17  = 

c.3f^CM 

18  = 

C13C55C16 

19  = 

«■*. 

e- 

20  = 

ffla&B 

% 

21  = 

«,*, 

C45 

22  = 

»»»« 

». 

23  = 

0^^lhtC^ 

24  = 

aih 

Cjfl 

25  — 

11,8, 

% 

26  = 

(tj  8l 

Cif 

27  = 

«.6, 

Ca4 

28  — 

C.3C36 

c« 

29  = 

Cia%C3* 

30  = 

Cl5%% 

3  1  ==  «5  J3    C35 

32  =  «6  6s  C55 

33  =  esj  6^  Cja 

34  =  «,  te  C,6 

35  =  05  64  % 
do  ^  Cu  Co  Cm 

37  =  «1  &a  C16 

38  =  «s  64  C34 

39  =  Cu  Cj6  C35 

40  =  C|,  Cis  CsB 

41  =  fli  ftj  Cj3 

42  =  «5  ^4  c,6 

43  =  «,  Ò4  C54 

44  =  a^  &i  c,4 


45- 


2   C,2 


*)  I  risultati  che  si  espongono  qui  sono  quelli,  da  me  comunicati  a!  signor  Jordan  con 
lettera  privata,  ai  quali  egli  fa  allusione  nella  sua  Nota  inserita  nel  Compie  rendu  de  l'Acari, 
des  Seiences,  14  febbraio  1870. 

**)  Compie  rendu  de  l'Acad.  des  Sciences,  12  aprile  1869.  —  TraiU  des  saòs  Htutions  et  des 
équations  algébrìques,  p.  368. 
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e  scriverò  Pi^0,p2=0,  . . .  ,p^=0  come  equazioni  dei  45  piani  tritangenti. 

È  noto  che  dalle  27  rette  se  ne  possono  scegliere  9  (in  120  maaiere  diverse)  che 
siano  le  intersezioni  di  una  tema  di  piani  tritangenti  eoa  un'altra  terna  di  piani  tri- 
tangenti.  Queste  due  terne  di  piani  tritangenti  diconai  triedri  coniugati.  Due  piani 
tritangenti  la  cui  intersezione  non  sia  una  delle  27  rette  della  superfìcie  individuano 
una  coppia  di  triedri  conjugatì;  ed  ogni  coppia  di  triedri  conjugati  individua  altre  due 
coppie  analoghe,  in  modo  che  i  dieiotto  piani  di  questa  tema  di  coppie  di  triedri 
conjugati  contengano  (due  volte)  tutte  le  27  rette. 

La  distribuzione  delle  27  rette  nei  18  piani  di  una  terna  di  coppie  di  triedri 
conjugati  si  può  rappresentare  con  tre  determinanti  o  matrici  *),  come  per  esempio: 


^1       '-ss      *'S4 


(2) 


Cl3 

<h 

a. 

h 

Cel 

Cof. 

h 

Cm 

Cib 

C^i        Cg3       Uq 
<^61        ^S3       t'j 


Ciascuna  matrice  rappresenta  le  rette  situate  nei  piani  di  una  coppia;  sviluppando  la 
matrice,  per  esempio  la  1.% 

+  «1  h  Cl5  +  «S  f>4  Cm  +  Cu  C^  Cas 
CTx  6,  Cu  fls  "6  ^35  "is  Cje  Csi , 

i  termini  positivi  danno  i  piani  di  un  triedro,  i  termini  negativi  quelli  del  triedro 
conjugato.  Questa  coppia  di  triedri,  in  virtù  delle  (1),  potrà  anche  indicarsi  cosi: 


,  come  preferirò  di  scrivere: 


ponendo  in  linea  verticale  i  piani  di  ciascun  triedro. 

Sviluppando  ora  analogamente  le  altre  due  matrici,  si  ha  l'equazione: 


37 

1 

38 

10 

39 

11 

*)  Gli  elementi  delle  m 

Ì  verticale      i  ( 

orizzontala  >  della  l 
verticale      )  ! 

Ì  verticale       1  / 

orizzontale  >  della  ì 
orizzontale  '  ' 


•i  sono  disposti  in  modo  che  le  rette  di  ogni 
/  matrice  segano  le  rette  delta  corrispondente 
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^3!,     C34 

Cri    «5    a^ 

h      ì>,     C.5 

37       1 

18    17 

C,5     Cl4 

h     Cu     fe 

Cai   Cs3    «e 

^ 

38    IO 

27    16 

h       h 

\      CiN     % 

Cex   Cm    «s 

39    11 

3    15 

Lo  specchio  che  segue  presenta  le  equazioni  analoghe,  corrispondenti  alle  40  teme 
di  coppie  di  triedri  coniugati: 


a,    Òi    Csn  \  ì>4    a^     (ke 
<h    i-i    C),  \  b^    Of,    Cu 

«3      f>S      C12    I     in      «a      C,6 


a. 


a,    h. 


I  (h    h 
I  %    h 


«I  61 

«3  63 

a,  b, 

a,  bi 

a-,  h 

«5  h 

a,  b, 

%  be 

a,  Bi 

at  b, 

«5  65     Ci 


C'I     C58 


64 

«4     Cae 

6b 

«3     C«, 

*6 

«e     Cjj 

6,  «4  Cs5 

ì^  %  f 34 

bs  %  Cj6 

63  «S 


^4  <^4  Csfl 

6b  Oe  Cu 

]     &S  «2  ^45 

b,  fflj  Cs5 

I   ^5  «te  C24 

6,  «5  Cge 


Cs4     C34 

45    41 

35   42 

40    39 

CS5     C35 

== 

13    26 

32    21 

11      4 

Cs6    Csa 

8    20 

15      3 

22    29 

45      1 

31    19 

18    28 

= 

43    26 

32    10 

11    30 

44    27 

33      3 

2    29 

Cu  Cm 

45    37 

38   42 

36    39 

Oa  C53     -= 

7    26 

19      6 

28    17 

Csa   Ck 

25    16 

15    33 

22      2 

45    34 

35    38 

40    36 

24   26 

10   21 

30      4 

12      5 

6    31 

17    18 

e^%  c« 

41 

1 

16 

5 

9    14 

Cas   Cj5 

= 

38 

8 

32 

7 

4    30 

fas    C45 

44 

6 

24 

3 

2    22 

C32    Css 

41    37 

27      5 

23    14 

Cm    Cm 

= 

10     8 

42    43 

40    36 

H,    C» 

25    31 

24    15 

2    29 

Css     Cc2 

41    34 

27    16 

23      9 

Cm  (w 

— 

33      8 

35    43 

39    36 

%     Cfl5 

12    19 

7    21 

30    11 

C«    Cfij 

1    37 

20     5 

23      9 

C«    Cm 

— 

21    44 

19    13 

18    17 

«1.  li. 

25    35 

24   33 

22    29 

y  Google 
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«6     bs 


<*3       C,4      Cin 

«B      C|5    Ci3 
C46    63      ''6 


C36     ^4      *5 


**!  f^  f-SS 
«3  Cu  Cu 
C66     h      ^4 


bi      Ut      Css 
C\ì    Ut     (1^ 


Ci 

%     «3 

64 

%      «66 

à. 

Cai    c« 

«1 

Csa 

Csa 

«s 

Cis 

C.3 

C,5 

63 

6a 

C. 

«6 

03 

è. 

C34 

e*; 

64 

% 

Cse 

h   c« 


a, 

% 

Ct4 

(Uj 

Cis 

Cl4 

C35 

&. 

h 

ClS 

ffla 

«, 

&3 

C45 

C5. 

^'^ 

C43 

"se 

a, 

Cj6 

Css 

% 

C,« 

Cl5 

CS4 

b. 

6. 

Cis  a«  % 

"4      %      (^36 


Cls 

«4 

% 

6. 

C!6 

C,6 

h 

Csil 

C45 

a, 

C35 

Cm 

% 

Cir, 

Cl3 

c« 

62 

h 

I  34 

20    16 

23    14 

= 

15  44 

31    13 

28    17 

12   42 

7    10 

4    11 

C52    tea 

37    34 

20   27 

9    18 

%3     Ca3 

— 

3    25 

6    13 

28   14 

Cm    Cu 

12    32 

43   38 

40   39 

\    C35 


1    41 

14     9 

16      5 

= 

13    43 

10   21 

11    26 

]7    36 

15    33 

12   29 

C^s    «3 
bi    c,6 

ti        <^6 


^-1     c^ 


37    41 

14   23 

27     5 

= 

13      7 

38   35 

39   44 

18    30 

3   33 

12   22 

61     <!m 

34    41 

23     9 

16   27 

Ca,     «4           =^ 

13    24 

10   32 

4   25 

«U    «5 

28      2 

42   38 

44  40 

37 

1 

9   23 

20     5 

= 

43 

7 

6   31 

28     8 

40 

4 

3   15 

12     2 

34      1 

14   23 

20   IG 

— 

43    24 

6    19 

18     8 

39    22 

32   21 

26   30 

34    37 

14     9 

20    27 

= 

7    24 

31    19 

17     8 

11     29 

42   35 

44   36 

I  45 

28   18 

31    19 

— 

20    38 

7   21 

4   25 

23    36 

15   24 

12   22 

37    45 

28   17 

6   19 

— 

20    10 

43   35 

40  44 

9    30 

3   24 

12   29 
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^    ^la    ^la 

«•  ì>,  t. 


Cn 

ae 

a. 

à. 

Cas 

CS8 

h 

Cm 

C43 

«1     C3;    Cjj 

^3     %     «4 

«3   e„  Ch 

6s      (^tó      <^ 

^.a   S.    5, 

^      Cj4      Cj5 

Ch  Ole  Cu 

**i  %  C36 

d'i  C13  C[! 

C55  ^2  63 

«1  C«  Cs, 

'^4  Ci5  Cu 

«L  Ca(  O4 

«4  ''iB  Ci 

C35  6  i, 


flj  C] 

Caa  6 

(ti  C 

«4  C, 

%  6a 


«1      C,6    C45 

Cl4      «6      «5 

«4      Cl5     ClS 

-^2       C35      Cm 

c,,  h  h 

63      «15      % 

6,   6,    c^ 

%    «4 

61     Ce. 


hi     Ce 


Ci 

% 

«5 

^5 

Cs« 

Cm 

6= 

% 

C35 

34    45 

18  n 

6   31 

= 

20    33 

43  42 

39  44 

14      2 

32    7 

25    11 

37      1 

18   17 

13    19 

= 

38    10 

27    16 

14   26 

39    11 

3   15 

12     2 

C43  de 
C46  «3 


Ci  a-, 

hi  (3, 

(-4.  «a 

C4t,  «2 


34      1 

28    17 

13   31 

_ 

38    33 

27     5 

9   26 

40    29 

32   21 

25   30 

34    37 

28    18 

13     6 

= 

10    33 

16      6 

23   26 

4    22 

42    36 

44   36 

h,    c,s 

41    45 

39    40 

35   42 

C45  a. 

-- 

27       6 

7    10 

30   25 

Cm  «& 

23    17 

33    24 

12     2 

37  45 

39    36 

38  42 

= 

27    21 

13    31 

18     8 

14      4 

3    24 

12   29 

34    45 

40    36 

38   35 

= 

27    15 

13    19 

28      8 

9    22 

32      7 

25    11 

37    41 

40    36 

43   42 

= 

6    21 

20    16 

9   26 

28    11 

3    33 

12   22 

34    41 

39    36 

43   35 

= 

6     15 

20      5 

14   26 

18    29 

32    10 

25      4 

34    37 

39    40 

43    38 

=- 

21     15 

16      5 

23    26 

30      2 

19    31 

8    17 
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«1 

Cb5     Cj5 

Cl6    «3    Ch 

h 

&i    Cn 

«5 

Cai    Cai 

li    CsB    Cse 

Cu 

Cu  «e 

c« 

J.       Ì3 

6e    Cm    Cs4 

Citì 

Cjc    «j 

a, 

^45    Cs5 

Ci5     «,     Ih 

h 

b,     Cu 

a-o 

^41      ''21 

h   e^  C, 

ei3 

Cr.  (h 

a,    Cm  ( 

«5     «14     f 


%  "^16  Ci4 

Cs3  6j  Se 

"l  «36  <^ 

Wc  Cji  Cj] 

C45  63  63 

t^l  ^64  Cas 

«6  Cu  Cie 

Cas  Ss  6, 

^1  Cc5  Csa 

Cu  1)2  h 


a. 

C^B 

% 

a-. 

Cia 

Cu 

Ci, 

h 

h 

C30    "ss 


«1= 

«< 

0. 

h 

% 

c« 

». 

Ck 

C.2 

«, 

C5« 

C53 

% 

Cie 

Cxi) 

Cm 

6= 

h 

C,f.  «a  «3 

h  C34  c,e 

64  C3S  e,, 

C,5  «6  «4 

O3  Cj4  Cje 

62  C34  C36 

b,  %  (%5 

^5  e»,  Cm 


"a    %   C« 


Ol 

«« 

Ces 

0. 

Cu 

«1. 

Cw 

6. 

i. 

ClS      «4     ' 

6s   C35 


C|4     Cjs    % 


Ciò   ''s*  t^ì 
65     h,     Cae 


Cia  Csì  «3 


in  hi  Cs3 

C,4  C6i  ffls 

6a  hi  Cu 

Ca  «65  % 

«13  Cffj  «8 

f-fl  i-I  % 

Cl4  C(14  Ws 

f^lS  «63  ^, 

le  il  «34 

«15  «B5  ''s 

«It  Cflj  fflj 


41    45 

11      4 

21    32 

16    31 

43    38 

36  44 

9    18 

33    24 

12     2 

1    45 

11    30 

10   32 

— 

16    35 

13      6 

17     8 

14    40 

15    24 

12   22 

34    45 

30      4 

10   21 

^ 

16      3 

19    13 

28     8 

23    29 

43    42 

44   39 

1    41 

4    30 

7    32 

— 

31    35 

20    27 

23   26 

28    39 

15    33 

12   29 

34    41 

11    30 

7   21 

31      3 

20      5 

14   26 

17    22 

42    38 

44  40 

34 

1 

4    11 

10     7 

= 

35 

3 

6    19 

18     8 

36 

2 

5    27 

26     9 

41    46 

29    22 

15      3 

= 

5    19 

43    38 

36   44 

14    28 

10      7 

25   30 

1    45 

2    29 

3   33 

= 

5    42 

7    21 

4   25 

9    39 

6    13 

8   17 

37  45 

2    22 

15   33 

= 

5    32 

43    35 

40   44 

23    11 

31    13 

8    18 

1     41 

2    22 

3   24 

= 

19    42 

10    21 

11   25 

18    40 

27    20 

26   23 
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«1 

Cte   Cia 

Citì 

«s   «a 

6a    61    C.5 

«6 

C51    C„ 

&^ 

CiZ      C-r.ì 

C,4      C84     «5 

e^ 

h    h 

i. 

Cm   c,. 

C12     Cej     «4 

«i 

C5C     % 

Cl3 

a-o  «4 

èfl    bi    c,5 

«e 

C51    Cji 

6. 

C«      C5J 

Ci3   Cea  Oj 

c^ 

h  h 

è. 

^43      C53 

o„    e,,  «3 

37    41 

2    29 

15   24 

— 

19    32 

38    35 

39   44 

n     4 

16    20 

26     9 

37      1 

22    29 

33   24 

= 

42    32 

6    31 

28     8 

36    30 

16    27 

26    14 

Se  ora  da  ciascuna  matrice  di  una  tema,  come  per  esempio  : 


37    1 

18   17 

13   19 

38    10 

27    16 

14   26 

39   11 

3    16 

12     2 

scegliamo  una  linea  verticale,  cioè  un  triedro,  otteniamo  un  enneaedro,  vale  a  dire  un 
gruppo  di  9  piani  che  insieme  contengono  tutte  e  27  le  rette  della  supei-ficie.  La 
tema  precedente,  addotta  come  esempio,  dà  gli  8  enneaedri  f 


37   18  13 

37   17  19' 

1   18  19 

1   17  13 

38  27  14 

38  16  26 

10  27  26 

10  16  14 

39     3  12 

39   15    2 

11     3    2 

11   15  12 

1   17  19 

1    18  13 

37  17  13 

37   18  19 

10  16  26 

10  27  14 

, 

38  16  14 

38  27  26 

11   15    2 

11     3  12 

39   15  12 

39     3    2 

dei  quali  i  4  scritti  sulla  prima  linea  orizzontale  risultano  dal  prendere,  nello  sviluppo 
deUe  matrici  (2),  i  soli  termini  positivi  di  una  matrice  e  i  negativi  delle. altre  due  [^'*]. 
Per  tal  modo  dalle  40  teme  si  otterranno  8.40=320  enneaedri,  cioè  160  analoghi 
ai  (3)  della  prima  linea  orizzontale,  che  chiameremo  enneaedri  della  1."  serie,  e  160 
analoghi  ai  (3)  della  2.*  linea  orizzontale,  che  diremo  enneaedri  della  5."  serie. 

Ora  gli  enneaedri  della  !."■  serie  sono  identici  a  quattro  a  quattro,  cioè  ciascuno  di 
essi  scaturisce  da  quattro  delle  40  terne  di  coppie  di  triedri  conjugati.  Per  es.  le 
4  teme: 


h  (h 

CS4 

Gli     Ce3     Cs2 

h      «3 

C4S 

C,3     C63     Cs3 

fcj      «4 

C23 

C,4    C54    Ca, 
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danno  i  4  eniieaedri: 


<h    i^ia  ^u 


«4      Cl5     "iS 
C35     ^      ''5 


Cii 

«5      <H 

b. 

Ctó    Ce5 

h. 

C43      «45 

C|3  t^S  1^4 

S,  »«  ».s 

''b  ''S4  C25     I 

(,'14  «s  «3 


37  27  14 
3  13  18 
12  38  39 


i    C34  «s 

l     C64    6(3 


37 

14 

27 

13 

38 

39 

18 

3 

12 

37 

18 

13 

38 

27 

14 

39 

3 

12 

37  39  38 
27  13  18 
14     3   12 


che  sono  identici. 

La  J."  serie  contiene  adunque  soltanto  40  enneaedri  distinti.  Ciascuno  di  questi  en- 
neaedri  può,  in  4  maniere  diverse,  essere  diviso  in  3  triedri;  cioè  i  9  piani  deWenneaedro, 
presi  3  (t  3,  formano  12  trie^i,  ciasmn  piano  appmienendo  a  4  triedri.  Ossia:  se  si 
assumono  ad  arbitrio  due  dei  9  piani  dell'enneaedro,  il  terzo  piano  ebe  con  quei  due 
completa  un  triedro  appartiene  sempre  all'enneaedro  medesimo. 

Invece  nella  3."  serie  i  160  enneaedri  sono  tutti  di/ferenti:  ciascuno  di  essi  nasce 
da  una  sola  delle  40  terne  di  matrici,  cioè  ^mò  decomporsi  in  3  triedri  in  una  sola 
maniera. 


y  Google 


SULLE   VENTISETTE   RETTE  DI  UNA   SUPERFICIE   DEL   TERZO   ORDINE, 


Assumendo  un  enneaedro  decomposto  in  3  triedri,  i  tre  triedri  conjugati  a  questi 
formano  un  altro  enneaedro;  e  i  due  enneaedrì  appartengono  sempre  a  serie  divelle. 
Per  tal  modo,  un  enneaedro  della  1.»  serie,  secondo  le  4  maniere  di  spezzarlo  in  3 
triedri,  è  coniugato  a  4  differenti  enneaedri  della  2.'  serie.  Un  enneaedro  delia  1.^ 
serie  e  i  4  enneaedri  conjugati  delia  2."  serie  comprendono  tutti  e  45  i  piani  tritangenti 
della  superficie. 

Essendo  (37,  3,  12)  {34,  25,  32)  due  triedri  conjugati,  l'equazione  della  superficie 
può  scriversi  cosi: 

ed  analogamente,  considerando  tutti  gli  altri  triedri  contenuti  nell'enneaedro  (4),  avremo: 

PzjpisPsi^PsnpB   Pa 

Pìrjp,3Pis^P4ipi  Vi*, 
PuPsiPa  ^PisPs^P^ 
Pm  Pis  Pw  =  Pi  Vii  Pia 
P7nf^Pm^P\  iJioPii 
PiaVziVì  =PiiPiiPii 

PìiPuPlt=Pi9PnPi 

PmP^Pii  =  Pe.PtiPi 
P^PaPz  =PsePiiPM 
PiiP>aPi>^'=P^Ps  P^, 
dalle  quali  uguaglianze  si  ha  subito: 

(psPn  Pl3pi4  PviPii  Pm  P33Ì>3!))'=n  , 

indicando  con  II  il  prodotto  delle  45  espressioni  lineari  p.  La  ricerca  dei  iO  enneaedri 
della  1."  serie  può  adunque  ridursi  al  problema  di  trasformare,  mediante  l'equasione 
della  superficie,  il  covariante  H  nella  quinta  potensa  di  un'espressione  del  9."  grado. 
Quando  si  riuscisse  a  intavolare  questo  problema,  si  dovrebbe  giungere  a  riconoscere 
r  identità  algebrica  del  medesimo  con  quello  della  trisezione  delle  funzioni  iperellitticlie 
a  quattro  perìodi  *). 

Adottando  pei  40  enneaedrì  della  1»  serie  la  notazione  usata  dal  sig.  Jordan  per 
rappresentare  le  soluzioni  dell'equazione  dì  40."  grado  a  cui  conduce  il  predetto  pro- 
blema dì  trisezione,  avremo  i  40  enneaedri  indicati  come  segue: 


*)  Cfr.  JoEDAN  nei  luoghi  citati. 
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A  = 

[1. 

2, 

3, 

10, 

11, 

18, 

19, 

26, 

27] 

B  — 

1. 

4, 

7, 

12, 

15, 

20, 

23, 

28, 

311 

C- 

1. 

IO, 

11, 

12, 

13, 

14, 

15, 

16, 

17] 

D  — 

I, 

2, 

3, 

4, 

5, 

6, 

7, 

8, 

9] 

AB  = 

1, 

6, 

9, 

13, 

17, 

21, 

25, 

29, 

33] 

AC- 

[2, 

15, 

16, 

17, 

19, 

26, 

37, 

38, 

39] 

AB— 

[4, 

6, 

6, 

10, 

18, 

26, 

34, 

35, 

36] 

BC- 

4, 

10, 

13, 

16, 

23, 

28, 

34, 

42, 

44] 

BD  = 

3, 

6, 

9, 

12, 

20, 

28, 

37, 

40, 

43] 

CD  = 

I. 

18, 

19, 

20, 

21, 

22, 

23, 

24, 

26] 

ABC  — 

[6. 

10, 

14, 

15, 

25, 

29, 

36, 

41, 

43] 

ABC  — 

3, 

4, 

8, 

13, 

21, 

29, 

39, 

42, 

45] 

AOD  = 

2, 

10, 

23, 

24, 

25, 

27, 

40, 

41, 

42] 

BCD  = 

4. 

12, 

18, 

21, 

24, 

31, 

36, 

38, 

46] 

A'B- 

1. 

6, 

8, 

14, 

16, 

22, 

24, 

30, 

32] 

A'C  = 

[3, 

12, 

13, 

14, 

18, 

.27, 

37, 

38, 

39] 

A'D  — 

[7, 

8, 

9, 

11, 

19, 

27, 

34, 

35, 

36] 

B'O  — 

7, 

11, 

14, 

17, 

20, 

31, 

34, 

42, 

44] 

B'D  = 

2. 

5, 

8, 

15, 

23, 

31, 

37, 

40, 

43] 

CD  — 

1. 

26, 

27, 

28, 

29, 

30, 

31, 

32, 

33] 

A'BC- 

6, 

10, 

12, 

17, 

24, 

30, 

35, 

40, 

45  1 

AB'O  — 

8, 

11, 

13, 

15, 

22, 

32, 

35, 

40, 

45] 

ABG'  = 

9, 

11, 

12, 

16, 

21, 

33, 

36, 

41, 

43  j 

A'BD  = 

3, 

5, 

7, 

14, 

22, 

30, 

38, 

41, 

44] 

AB'B- 

2, 

4, 

9, 

16, 

24, 

32, 

38, 

41, 

44] 

AED'  — 

2, 

6, 

7, 

17, 

25, 

33, 

39, 

42, 

45] 

A'CD  = 

3, 

11, 

20, 

21, 

22, 

26, 

40, 

41, 

42] 

AC"D  = 

3, 

10, 

19, 

28, 

29, 

30, 

43, 

44, 

45] 

ACD'  — 

2, 

11, 

18, 

31, 

32, 

33, 

43, 

44, 

45] 

B"CD  = 

7, 

15, 

19, 

22, 

25, 

28, 

36, 

38, 

45] 

BO'D  = 

7, 

12, 

23, 

27, 

30, 

33, 

35, 

39, 

41] 

BCD>  = 

4, 

16, 

20, 

26, 

29, 

32, 

35, 

39, 

41] 

ABOD  — 

5, 

13, 

18, 

22, 

23, 

33, 

35, 

37, 

44] 

A'BCD  — 

6, 

14, 

18, 

20, 

25, 

32, 

34, 

39, 

43] 

AB'CD  — 

8, 

16, 

19, 

21, 

23, 

30, 

34, 

39, 

43] 

ABC'D  — 

9, 

13, 

25, 

27, 

28, 

32, 

34, 

38, 

40] 

ABCD'  — 

5, 

17. 

21, 

26, 

30, 

31, 

34, 

38, 

40] 

A"B'CD  = 

9, 

17, 

19, 

20, 

24, 

29, 

35, 

37, 

44] 

A'BCD  — 

8, 

14, 

24, 

27, 

29, 

31, 

36, 

37, 

42] 

A'  B  0  E'  = 

6, 

16, 

22, 

26, 

28, 

33, 

36, 

37, 

42] 

Oremona,  tomo  III 
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Limitiamoci  a  considerare  questi  40  enneaedri  della  l.»  serie.  Rispetto  ad  uno  qua- 
lunque di  essi,  p.  e.  l'enneaedro  (4)  il  cui  simbolo  è  A'  C,  gli  altri  39  si  divìdono  in 
due  classi;  l'una  di  27,  l'altra  di  12  enneaedri:  l'enneaedro  {A'C)  che  si  considera  a 
parte  ha  un  triedro  comune  con  ciascun  enneaedro  della  2.»  cla^e,  e  invece  ha  un  solo 
piano  comune  con  ciascun  enneaedro  della  classe  1.» 

I  12  enneaedri  della  2.»  elasse  si  spartiscono  in  4  gruppi:  ciascun  gruppo,  com- 
posto di  3  enneaedri,  corrisponde  ad  una  decomposizione  del  primo  enneaedro  (A*  C) 
in  tre  triedri.  Ecco  la  2,'' classe,  relativa  ad  A^C: 

(triedro  comune  con  A^  C) 

iBD (37,   3,  12) 

ABC^D  .  .  ■ (27,  13,  38) 

(A'BCD (14,  18,  39) 

-ABCD (37,  13,  18) 

A'BD (14,  38,   3) 

(BC'D (27,  39,  12) 

lAC (37,  38,  39) 

A (18,  27,   3) 

(c (13,  14,  12) 

jA'BC'D (37,  27,  14) 

ABD (39,  13,   3) 

(BCD (38,  18,  12). 

Anche  ì  27  enneaedri  della  1.»  classe  si  distribuiscono  in  9  gruppi:  ciascun  gruppo 
essendo  costituito  da  tre  enneaedri  aventi  col  primo  (A^  C)  uno  stesso  piano  comune. 
Questo  piano  è  poi  comune  anche  a  4  enneaedri  della  1.'  classe,  appartenenti  a  gruppi 
differenti.  I  9  gruppi  della  1.*  classe,  corrispondendo  ai  9  piani  dell' enneaedro  pri- 
mitivo (A'C),  si  possono  riunire  a  3  a  3  in  12  teme,  per  modo  che  ì  3  gruppi  di 
una  terna  corrispondano  ai  3  piani  d'un  triedro  dell'enneaedro  primitivo.  Ecco  i  9  gruppi 
di  ].*  classe  relativi  ad  A^C: 

(piano  comune  con  A'  G) 

I),  A'CD,     AC=D 3 

B,  A'BC,    ABC' 12 

AB,        BC.         AB'C 13 

ABC,     A'B,        B'C       14 

AD,        CD,         A  CD' 18 

ACD,     A'D,        C*D 27 

B"D,       A'B'CD,  A'BCD'^ 37 

AB'D,  B'CD,     AB  CD'' 38 

A  B  D',   B  C  D^     A  B'  C  D     . 39 
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Dunque  ano  stesso  piano  (come  3)  è  comune  ad  8  enneaedri,  distriiuUi  in  due  qua- 
derne (BD,  A*BD,  A,  ABD;  —  A^C,  D,  AC^D,  A^CD);  due  enneaedri  di  una  stessa 
quaderna  non  hanno  altro  piano  comune;  ma  un  enneaedro  della  prima  quaderna  ed 
un  enneaedro  della  seconda  hanno  in  comune  altri  due  piani  che  con  quello  formano  un 
triedro.  U  numero  di  queste  coppie  di  quaderne  coniugate  è  per  conseguenza  uguale  a/ 
numero  dei  piani,  cioè  45. 

Un  triedro  (come  12,  13,  14)  è  comune  a  due  enneaedri  (A*C,  C);  il  triedro  conjugato 
{2, 19,  26)  è  comune  a  Sue  altri  enneaedri  (A,  AC);  di  questi  4  enneaedri  due  qualunque 
hanno  un  triedro  comune,  il  cui  conjugato  è  comune  agli  altri  due.  Ossia,  i  4  enneaedri 
si  possono  decomporre  ciascuno  in  3  triedri  per  modo  che  i  triedri  dell'uno  appar- 
tengano rispettivamente  agli  altri  tre.  Questi  4  enneaedri  nascono  da  una  stessa  terna 
di  matrici;  così  che  il  numero  di  tali  quaderne  di  enneaedri  è  il  medesimo  delle  terne 
di  coppie  di  triedri  conjugati,  cioè  40  *). 


*)  Queste  proprietà  coincidono  con  quelle  che  il  prof.  Clbbsoh  ha  dimostrato  per  le  so- 
luzioni del  problema  della  trisezione  delle  funzioni  ìperellittìche,  nella  san  elegante  Memoria 
Zur  Theorie  der  biìiitren  Forn>,en  sechster  Ordnung  und  sur  Dreitheilung  der  hypereUiptisohen 
Punction&n  (Mem.  della  Società,  di  Gottinga,  18S9). 
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85. 

GRUNDZUGE  EINER  ALLGEMEINEN  THBORIE 
DEE  OBERFLÀCHEN  IN  SYNTHETISCHER  BEHA.NDLUNG.    ['^] 


Hochverehrtester  Herr  Professor! 

Ala  Sie  mir  vor  fast  drei  Jahren  ala  Geschenk  dea  Herrn  Verfassers  difi  erste  Abfcheitiing 
des  Werkea  ùbersaodten,  das  ioli  in  deutaohem  Gewande  Tbnen  darzubringen  mir  eriaube. 
gpraeben  Sie  in  der  begleitenden  ZuBcbrift  gegen  mioh  den  WuaBeb  einer  TJebersetzung  auB, 
den  ich  hierdurch  verwirklicht  habe.  Ihr  Ratb  Itam  meiner  Neigung  enfcgegen,  dor  Herr  Ver- 
fasser  gab  mit  liebenswurdiger  Bereitwilligkeit  seine  Einwilligung  zur  Uebereetzung  tmd  ver- 
■  Bohaffte  mir  aucb  die  Zustimmung  der  Accademia  delle  Scienze  deij.'Istit0TO  di  Bologna 
zu  diesem  Untemehmen.  in  deren  Memorie  (II'  Serie,  T,  6.°,  p.  91-136;;  T.  7P,  p.  19-78}  àas 
italìàniscbe  Originai  zunàcbst  erachienen  iat.  Der  TiÈel  desBelben  lantet  in  der  Separatausgabe 
tPrelmmnrì  di  una  teoria  geomeMea  deUe  superficie,  di  LciGi  Cremona  Professore  presso  il  E. 
Istituto  Teonico  Superiore  di  Milano.  Si  vende  presso  il  Tipografo  Fkancesco  Zanetti,  Milano, 
via  del  Senato,  28.  »  Daaselbe  bildet  die  Fortsetzung  zu  dem  friiher  crschienenen  Werke  dessel- 
ben  Verfassers  "  Inivod^iaiQne  ad  imateoria geometrica deUe  curve  piarne,  pel  De.  Luigi  Ceemona, 
professore  di  Gloomatria  Superiore  nella  R.  Università  di  Bologna.  Bologna,  Tipi  Gamberini  e 
Parmeggiani,  1862  » .  Jener  gelehtten  KSrperechaft  undldem  Herrn  Verfasser  eriaube  ich  mir  bei 
dieser  Gelegenbeit  fiir  ihre  giitige  Erlaubnias  meinen  aufricbtigen  Dank  ausausprechen. 

Mein  verehrter  Fieuud,  Herr  Professor  Cremona,  ging  aber  nooh  weiter.^Er  hat  dem  Ori- 
ginai eine  grossere  Zahl  bandschriftlicher  Zusàtze  beigefflgt,  die  im  Vereine  mit  dem  dritten 
Theile,  der  ebenfalls  im  Originale  nicht  vorhanden  iat,  der  Uebersetzung  in  Bezug  auf  Vollatàu- 
dìgkeit  der  Untersnchnngen  wohl  einigen  Vorzng  vor  jenem  geben,  wenn  es  auch  nnmòglioh 
sein  diirfte,  in  der  Uebertragung  den  glanzenden,  gofalligen  Stil  dea  Originala  zu  erreioben. 

Das  letzte  Capitel  des  zweìten  Theiles  und  der  ganze  dritte  TheU  sind  die  tJcbersetzung  der 
Capitel  IV-XI  der  grossen  Abbandlting  dea  Herrn  Verfassers  ùber  die  Fiaoben  dritter  Ordnung, 
welcher  1866  die  Hàlfte  dea  Steinersohen  Preises  durch  die  Berliner  Akademìe  auerkannt  wui- 
de  •),  und  die  in  den  ersten  beiden  Heften  dea  68.  Bandes  dea  «  Jonrnals  fiii  die  reine  und  ange- 
wandte  Mathematik»  unter  dem  Titel  orsebienen  ist:  vMémoire  de  Geometrie  pv/re  sur  le» 
surfaoes  du  troisQme  ord/fn.  (Par  L,  Cremona  à  Milan)  » .  Die  ersten  drei  Capitel  dieser  Abhand> 

')  Dia  andere  HSlfte  wuriie  JleiTn  Dr.  Eudoi.f  Stcrm  zuerkannt,  dessen  Werk,  hflolist  instrnctiv  und 
l'eioh  an  Resuitaten,  unter  dem  Titel  veroffentlielit  iet  ;  Synthetische  Pniermwftimjen  iifter  Flàcheit  dritter  Ord- 
ntaig,  Leipzig  1867. 
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lung  kann  man  ala  einen  knrzen,  nur  das  ffir  die  oubisohen  Flaohea  Nothige  ausammenfaBaeiJ- 
den  Auszug  aua  dem  italiaaischen  Werke  anaehen. 

Dasa  mir  vergonnt  war,  dieae  wiehtige  Abhandlung  meiaei  Uebersetaung  einverleibeo  zu 
dùrfen,  yerdaafce  ieh  zuflaohet  dera  Heirn  Veriasaor,  dor  mir  die  Erlaubnisa  zu  dieaer  Arbeit 
von  dem  Herausgeber  dea  Grelle-Borehardtseken,  Joumàls  Herrn  Profesaor  Boechakdt  und  dem 
Verleger  desaelben,  Herrn  Buchliaiidler  Reimer  ia  Berlin  erwirkte.  Beide  Herren  habeu  daau 
ihro  freaudliehe  EinwiJliguag  bereitwiOigat  ertheilt,  wofìir  ioli  ihnen  hierdurcli  ineiaen  verbind- 
lìcliaten  Dank  anaauapreohen  niolit  unterlassen  kann. 

Um  Ihnen  einen  achnellen  Ueberblick  iìber  den  Umfang  der  Zuaiifcze  au  geben,  duroh  woloho 
die  deutsche  Ausgabe  gegen  das  italìànischo  Originai  erweitert  iat,  erlaube  icli  mir  hier  eine  Ge- 
geniiberetellnng  der  Nummern  oder  Paragraplien  dea  Originala  und  der  UeberaeÈzung  folgen 


ObIGIKAL:  UEBEESETZiJNa  ! 

N.o  l-i4  =.  N«  1-44 

— — N.o  46-47  (Neu). 

N."  45-57  =  N.o  48-60. 

N.o  61  *)-76  =  N.o  61-78. 

N.o  77-82  (Neu). 

N.o  77-90  =  N,o  83-96. 

— —  N.o  97-112  (Neu) 

N.o  91-95  =  N.o  U.Ì-U7. 

N.o  118-119  (Neu). 

N.o  96-116  =  N.o  120-140 

N.o  141  (Neu). 

N.o  117  —  N.o  142. 

N.o  143  (Neu). 

N.o  118-131  =  N.o  144-157. 

N.o  168-289  (Neu).   [^s] 

HeiT  Profeaaor  Cremona  hat  die  weitere  Freundiichkeit  gehabt,  auf  meine  Bitte  die  Pro- 
beabzùge  einer  genauen  Correetur  zu  unterzìelien,  damit  dadurch  etwaigc  MiBsverstàndniaae 
moineraeita  vermieden  wiirden.  Welober  Dienst  der  Uebersetzung  dadurch  geleiatet  iat,  kann 
rnii  ich  hinreichend  wfirdigon. 

Waa  die  XJebersetaung  selbst  aabetriflt,  so  habe  ieh  mieh  atreng  an  das  Originai  gehalteu, 
ich  habe  nur  mit  Billigung  dea  Herrn  Verfaaaers  die  Beaeichnung  durch  das  ganze  Werk  in  dor 
Art  einheitlich  gema«ht,  daas  ieh  Punote  duroh  ideine  deutache  Buohataben,  Cuiven  durch  der- 
gleichen  lateinische,  Flaoben  durch  grosse  lateinisohe  Buchetaben  bezeichnete.  Zahlenwerthe, 
alao  auoli  die  Zahlen  tìir  die  Singularitàten  der  Curven  und  Plàehen,  aind  durch  griechische 
Typen  gegeben,  Abkiirzungssymbole  wie  Summenzeichen  u.  dg!.,  durch  grosse  deutache  Baeh- 
staben, 


Thorn    den  1.  Scptember  1869 
"1  Die  Hvimmam  5&*0  fehlen  im  Originale. 
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ERSTER  THEIL 


Capitel  YI. 
Lineare  F13clieii8y8teme.  l^' 


45.  Ein  Ebenennetz  besteht  aus  alien  Ebeiien,  welche  durch  em  und  denselben  Punct 
(MiUelpunct)  gehen,  Strahlen  des  Wetzes  heisseii  die  Geraden  die  durch  den  Mittelpunet 
gehen. 

Zwei  Ebenennetze  heissen  reei^ok,  wenn  die  Ebenen  dea  einen  den  Strahien  des  andern 
einzeln  eiitsprechen,  in  der  Art,  dass  den  Ebenen  des  einen  Netzes,  die  ein  Bnsehel  bilden, 
das  heisst,  die  durch  ein  und  denselben  Strahl  gehen,  ini  andern  Netze  die  Strahien  eines 
Biischels  entsprechen,  das  heisst  die  Strahien,  die  in  ein  und  derselben  Ebene  durch  den- 
selben Punet  gehen.  Das  Ebenenbtìachel  imd  das  entsprechende  Strahlenbiische!  sìnd 
projectiviseh. 

Ehene  Punctreihe  ist  der  Complex  aller  an  Zahl  zweima!  unendìicher  Puncte  ebier  Ebene. 
StraUm  einer  ebenen  Punctreihe  aind  die  Geraden,  die  eie  enthalt, 

Zwei  ebene  Punctreihen  heiasen  reeiprok,  wenn  den  Puneten  der  einen  die  Strahien  der 
andern  iu  der  Art  entsprechen,  dass  den  Puneten  der  einen  Ebene,  die  eine  gerade  Punctreihe 
bilden,  das  heisst  sammtlieh  auì  einem  Strahle  liegen,  in  dei  andern  Ebene  die  Strahien  eines 
Bttschela,  das  heisst,  die  Strahien  entsprechen,  die  sich  in  einem  Puncte  kreuzen.  Die  gerade 
Punctreihe  und  das  entsprechende  Strahlenbuschel  sind  projectiviseh. 

46.  Gegeben  zwei  reciproke  Ebenennetze  dereo  Mittelpunete  s,  s,  sind.  Man  vcrlangt 
den  Ort  P  der  Puncte,  in  welchen  die  Strahien  dea  ei^ten  Netzes  die  entsprechenden  Ebenen 
des  zweiten  Netzes  schneiden.  Eine  Ebene  A  die  beliebig  durch  s  gelegt  ist,  enthalt  ein 
Strahlenbuschel  des  ersten  Netzes  und  aehneidet  die  entsprechenden  Ebenen  des  Netzes 
(Si)  in  einem  zweiten  Strahlenbiisehel,  deasen  Mittelpunet  der  Punet  a  iat,  in  welehem  die 
Ebene  A  von  dem  Strahle  ai  getroffen  wird,  der  ihr  im  Netze  (sO  entsprieht.  Da  beide  Strah- 
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lenbfischel  projeetiviseh  sind,  so  erzeugen  sie  cineii  Kegelschnitt,  der  dureh  s  und  a  geht, 
das  heisst,  jede  beliebige  Ebene  durch  s  sehneidet  P  in  einem  Kegelschnitte.  Da  der  Punct 
a  auf  dem  Kegelschiiitte  liegt,  so  geht  die  Ebeiie  A„  welehe  dem  Strahle  sa^ffl  entsprioht, 
durch  a;  dieser  Punct  ist  aber  anch  der  Durohschnitt  der  Ebene  A  niit  dem  Strahle  Sia=ai , 
und  f  olglich  ist  die  Fische  P  auch  der  Ort  der  Puncte,  in  denen  die  Strablen  des  zweiten  Wetzes 
die  entsprechenden  Ebenen  des  ersten  treffen.  Man  kann  daher  in  derselben  Art  beweisen, 
dass  P  auch  von  jeder  Ebene,  die  durch  s,  geht,  in  einem  Kegolschnitte  getroffen  wird. 
Die  Flàche  kann  nicht  niehr  ala  zwei  Puncte  mìt  einer  beliebigen  Geraden  g  gemein  haben. 
Denn  der  Kegelsehnitt,  welcher  P  und  der  Ebene  s^  gemein  ist,  sehneidet  g  nur  in  zwei 
Puneten.  Folglich  ist  P  eine  Flache  zweiter  Ordnung. 

Ein  Strahl  g  des  ersten  Netzes  trifft  P  ausser  in  s  noch  in  einem  zweiten  Puncte,  dem 
Durchschnittspuncte  von  g  mit  der  entsprechenden  Ebene  Gì  des  zweiten  Netzes.  Dieser 
zweite  Punet  ist  dem  Punete  s  unendlieh  nahe,  wenn  Gì  dureh  ss,  geht,  folglich  entsprieht 
dem  Strahle  ss,  des  zweiten  Netzes  die  Tangentìalebene  von  P  in  s,  und  dem  analog  ent- 
sprieht die  Tangentìalebene  in  s,  dem  Strahle  SiS  des  ersten  Netzes. 

Es  sei  S  die  TangentiaJebene  in  s.  Dann  bilden  die  Strahlen,  die  in  dieser  Ebene  durch 
s  gehen,  ein  Bùsehel  und  entsprechen  den  Ebenen,  die  dnreh  SjS  gehen.  Diese  sehneiden 
S  in  Geraden,  die  ein  JBtìsehd  bilden.  Die  Buschel  sind  projeetiviseh  und  haben  entweder 
zwei  reeUe  verschiedene  Strahlen  gemein,  oder  zwei  zusammenf  allende  gemeinsame  Strahlen, 
oder  keine  zusanunenfallende  Strahlen,  oder  es  fallen  endlieh  alle  Strahlen  zusammen,  Im 
ereten  Falle  ist  die  Flache  windsehief,  im  zweiten  ist  sie  ein  Kegel,  im  dritten  ist  sie  eine 
Flàche  mit  elliptischen  Puneten  (25),  Im  letzten  FaUe  besteht  die  Flache  P  aus  der  Ebene 
S  und  einer  zweiten  Ebene.  *) 

47,  TJmgekehrt  beweist  man  leieht,  dass  jede  beliebige  gegebene  Flache  zweiter 
Ordnung  auch  auf  unendlieh  verschiedene  Arten  mittelst  zweier  reciproker  Ebenennetze 
erzeugt  werden  kann,  deren  Mittelpuncte  zwei  beliebig  auf  ihr  angenommene  Punete 
sind.  Und  hieraus  ergibt  sich  die  Constructìon  einer  Quadriflaehe  von  der  neun  Punete  ge- 
geben  sind.  **) 

Analog  kann  man  den  Satz  aussprechen.  Sind  zwei  ebene  Punetreihen  reciprok,  so  ist 
die  Enveloppe  der  Ebenen,  die  dureh  einen  beliebigen  Punct  der  einen  Ebene  und  den  ent- 
sprechenden Strahl  der  anderen  Ebene  bestiramt  weiden,  eine  Oberflacbe  zweiter  Classe. 
Eine  Flache  zweiter  Classe  kann  umgekehrt  ìmmer  auf  unendlieh  verschiedene  Arten  mit- 

*)  ^MYiyEwiTZ,  Kanstntktiommd Klassìfikatiùn  derFldoTien  des  eieeUen  Grades  mitteht  prt^eìc- 
livixcheT  Oebilde  (Grunert's  Arohiv  fiir  Math.  and  Phys,  Bd.  9,  S.  187).  —  Man  vergleiehe  auoh 
Ebte,  Geomefiie  der  Lage  (Harnioyer:  1868)  2.  Abth.  S.  26. 

**)  ScHKOBTER,  Próblem/xtis  geometrici  ad  superficiem  seeundi  tyrMnis  per  data  puneta  non- 
struendma  spedmUis  sohttio  nova  (Vratislaviae;  1862). 
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it  zwei  belìebiger  von  ihren  TangeiitiaJebenen  erzeugt  werden,  die  reeiproke  ebene  Piinet- 
Len  sind. 


ZWEITBB  THEIL 


Capitel  T. 
Polarflaehen  in  Bezug  auf  cine  FlSche  belieblger  Ordnung.  [^^ 


77.  Es  sei  o  ein  gegébener  Poi,  P  eine  beliebige  Ebene,  a  einer  der  Punete,  in  denen  die 
Fundamentalfl&che  F,  von  dem  Strahle  gesehnitten  wird,  weleher  von  o  naeh  dem  Punete 
p  von  P  gelit,  endlich  a'  derjenige  Punct  desselben  Strahles,  fur  welchen  das  Doppel- 
verhaltniss  (opaa!)  einen  gegebenen  Werth  X  hafc.  Der  vom  Punete  a'  beschriebene  Ort, 
weiin  a  sich  auf  F„  bewegt,  ist  ofEenbar  eine  neue  Fiàche  FV  der  Ordnung  v,  die  der  ge- 
gebenen  projectiviach  (homogra'phiseh)  ist.  Die  beiden  Flachen  werden  von  der  Ebene  P 
in  ein  und  derselbeii  Curve  v-ter  Ordnung  gesehnitten,  und  haben  al^o  (40)  noch  eine  andere 
Curve  der  v(v— l)-ten  Ordnung  gemein,  die  auf  einer  Flache  ,^^1  der  (v — l)-ten  Ordnung 
liegt,  die  in  Verbindung  mit  der  Ebene  P  eine  Flache  des  Busehels  (F„  ,  F'^  )  bìldet. 

Die  Flachen  F'^  ,  die  man  erhalt,  indem  man  sieh  den  Werth  des  Verhàltnisses  X  veràn- 
deren  lasst,  bOden  eine  Reihe  vom  Index;  v,  Denn  ist  a'  ein  beliebiger  Punet  im  Raume, 
und  schneidet  der  Stralli  oa'  die  Flaehe  F^  in  v  Puneten  a  und  P  im  Punete  p,  so  geben 
die  V  Werthe  des  Doppelverhaltnisses  (opcia')  v  Flachen  F'^  die  durch  a'  gehen.  Die 
Reihe  enthalt  die  gegebene  Flàehe  F„ ,  die  v-mat  gezahlte  Ebene  P,  und  den  Kegel,  dessen 
Scheitet  in  o  liegt,  und  dessen  Directrix  die  Curve  PF„  ist.  Ftìr  X  =  l,  0,  m  faUt  nàmlich 
der  Punct  a'  beztìglich  mit  a,  p,  o  zusammen. 

78.  Es  sei  t  ein  Punet  der  Durehsohnittseurve  der  Ebene  P  mit  der  ersten  Polarflaehe 
von  0  in  Bezug  auf  F„ ,  Die  ersten  Polarflaehen  von  o  in  Bezug  aui  F^  ,  F'^  sind  offenbar 
perspeetivisch,  und  folglieh  ist  i  auch  ein  Punct  der  ersten  Polarflaehe  von  o  in  Bezug 
auf  F„  und  folglieh  auch  (74)  der  ersten  Polarflaehe  von  0  in  Bezug  auf  jede  Flache  des  Bu- 
schels  {Fy ,  Fv  )•  Umgekert  gehen  also  die  Polarebenen  von  t  in  Bezug  auf  die  Flachen  des 
genannten  Busehels  durch  o.  TJnter  diesen  Flaehen  betrachten  wir  diejenige,  welehe 
durch  i  geht.  Fùr  dieso  ist  oi  entweder  Tangente  in  i,  oder  i  ist  ein  Doppelpunct.  Wàre 
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aber  ì  kein  Doppelpunet,  so  wUrde,  da  die  Flaehe,  um  die  ea  sieli  handelt,  aus  der  Ebene 
P  und  aus  ^-i  zusamraengesetzt  ist,  io  nicht  Tangente  aein  konnen;  Eolglich  ist  ì  eln 
Doppelpunet,  das  heisst  ^^i  geht  diirch  t.  Die  Màehe  ^„i  geht  also  dureh  die  Durch- 
schnittscurve  der  Ebene  P  und  der  ersten  Polare  von  o  in  Eezug  auf  F„, 

79.  Lìlsat  man  X  variieren,  so  bilden  die  Flàchen  ,5^i  eine  Reihe  vom  Index  v— 1.  lat 
namlìeh  a^  ein  beliebiger  Punct  auf  F„ ,  und  der  Strahl  oa„  schneidetF„  ausserdem  noch 
inti„as, . . . ,  a»-!  und  P  in  p,  so  gebendiev — lWerthedeaDoppelverhaltmsse8(cpag  o^  ) 
die  V— 1  Flachen  Fv  die  dureh  a»  gehenund  von  F„  verachiedensind.  Dinenentspreclien 
ebensoviel  Flàchen  ,^L,|,  die  ebenfalls  durcha,  gelien.  Es  ist  somit  bewiesen,  dass  durch 
einen  beliebigen  Punct  von  F^  v — 1  Flàchen  .^C-i  gehen,  dieselbe  Eìgenschaft  hat  also 
auch  Air  jeden  Punet  des  Raumea  statt, 

Mhert  sieh  einer  der  Punete  a,,  Oj,  ....  a^_i  nnendlich  dem  Punete  av,  so  geht  die 
Flaehe  ,^-i  durch  den  Beruhrnngspunct  von  F,  mìt  einer  Tangente,  welche  von  o  ausgeht; 
fàllt  alao  F'y  mit  F„  zusammen,  so  fallt  auch  ^Sv-i  niit  der  ersten  Polarflàehe  von  o  in 
Bezug  auf  K  zusammen.  Wenn  a„  in  die  Ebene  P  fàUt,  das  heisst,  wenn  F'^  in  die  v-mal 
genommene  Ebene  P  degeneriert,  ao  beateht  die  entspreehende  Finche  ^-i  aus  der 
namiiehen  Ebene  (v — l)-ma]  genommen. 

80.  Die  Einhiillende  (48)  der  Flàchen  F'^  ist  der  Eegei  K  der  v(v — l)-ten  Ordnung,  dessen 
Scheitel  o,  und  der  aelbat  der  Flàche  P^  umgeschrieben  ist.  Wenn  nìimlich  zwei  von  den 
Flàchen  F'j ,  die  durch  denselben  Punct  a'gehen,zusamnienfallensoUen,  so  geniigtes,  wenn 
0  a'  mit  einer  Tangente  von  F,,  zusammenfànt.  Die  Doppel-(Knoten-)  Curve  dieser  Einhul- 
lenden  beateht  aue  den  -  v(v  —  l)(v-— 2)  (v  —  3)  Bitangenten,  welehe  man  von  o  aua  an 

F„  iegenkann;dìeC«spidalonrveentateht  ebenso  auadenv(v — l)(v— 2)  Osculìerenden (67). 
Der  Kegel  K  beriìhrt  Fv  lànga  einer  Curve  der  v(v—  l)-ten  Ordnung,  die  auf  einer  Flà- 
che (v — l)-ter  Ordnung  —  der  eraten  Polarflàehe  von  o  —  liegt  und  also  F„  ausserdem  lànga 
einer  Curve  v(v — 1)  (v — 2)-ten  Ordnung  sehneidet,  die  auf  einer  Flàche  (v  — 1)  (v — 2)-ter 
Ordnung  hegt.*)  Die  erste  Curve  ist  der  Ort  der  Punete  fflr  welche  eine  der  Flàchen  F'„ 
mit  F„  zusammenfàllt  ;  dagegen  [alien  in  jedem  Punete  der  zweiten  Curve  zwei  der  F', 
zueammen,  die  von  F^  verachieden  sind.  In  jedem  dieser  Punete  fallen  auch  die  beiden 
entsprechenden  Flàchen  ,^-i  zuaammen,  und  die  zweito  Curve  ist  alao  der  Durchschnitt 
von  F„  und  der  EinhtlUenden  der  ^_i .  Diese  EìnhuUende  ist  folgUch  eine  Flàche  S  der 
{v— l)(y— 2)-ten  Ordnung. 

81.  In  jedem  Punete  der  von  o  ausgehenden  Osculierenden  fallen  drei  aufeinander- 
f olendo  F„  zuaammen,  und  folglich  fallen  auch  in  jedem  der  v{v— 1)  {v— 2)  (v  —3)  Puncten, 
in  welchen  F„  von  diesen  Geraden  geschnitten  wird,  drei  aufeinanderfolgende  Flàchen 

*)  Man  vergleiche  Bitileitung,  N.  138,  Anmerkung.  [Queste  Opere,  t."  1.°,  nota  a  p.  444]. 
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^-\  zusammen  undebeneo  gìbt  esin  jedem  der  ^  v(v  — l)  (v  —  2)  (v — 3)  (v  —  4)  Durch- 

aehnittspuncten  der  F^  mit  den  Bitangenten  zwei  getrennte  Paare  zusammenEallender  Fla- 
ehen  ,5C-i .  Die  ersten  Puncte  sind  also  Stitlstandspunete  und  die  zweiten  Doppelpunete  fiir 
die  Einliullende  S,  das  heisst,  diesa  EinhUUende  hat  eine  Cuspidaleurve  voii  der  Ordnung 

(v— l)(v — 2)(v— 3)mideine  Doppeleurve  von  der  Ordnung  ^  {v— l)(v~-2)(v— 3)(v — 4). 

82.  Da  alle  Flachen  ^-\  durch  dieselbe  Curve  der  (v — l)-ten  Ordnung,  die  in  der  E- 
bene  P  iiegt,  gehen,  so  ist  die  zwei  Flàchen  ^^\  gemeinschaftliche  Curve  und  ìolglich 
auch  die  Beruhrungscurve  zwischen  eiuer  .S^i  und  der  Einhiillenden  S  von  der  Ordnung 
(v— l){v — 2).  Unter  den  Flàchen  M^-\  beflndet  sich  auch  die  erste  Polarflaehe  von 
o  in  Bezug  auì  F„ ,  und  die  Beruhrungeeurve  zwìsehen  S  und  genannter  ersten  Polarflaehe 
hatv(v — 1)  (v  —  2)  Puncte  mit  P„  gemeìn,  die  nlehts  anderes  sind,  als  die  Berflhrungspuncte 
der  Oseulierenden.  In  jedem  dieser  Puncte  fallen  nàmlich  zwei  P„ ,  also  auch  zwei  S^-\ 
zusammen,  und  da  eine  der  letzteren  die  erste  Polarflaehe  von  o  ist,  so  bertihren  sich  in 
ihnen  die  erste  Polarflaehe  von  o  und  S.  Durch  v(v — 1)  (v — 2)  drei  FlSchen  v-ter,  (v^  l)-ter, 
(v — 2)-ter  Ordnnng  gemeinschaftliche  Puncte  kann  keine  weitere  Flàehe  der  (v— 2)-ten 
Ordnung  gehen,  also  beruhrt  S  die  erste  Polarflaehe  làngs  einer  Curve,  die  auf  der  zweiten 
Polarflaehe  Iiegt.  Diese  Curve  ist  der  Ort  der  Punete,  fur  welche  zwei  ^-\  zusammenfallen, 
deren  eine  die  erste  Polarflaehe  ist. 

Die  erste  Polarflaehe  und  die  Flaehe  S  schneiden  sieh  also  noeh  ìanga  einer  andern  Curve  *) 
der  (v — 1)  (v — 2)  (v — 3)-ten  Ordnung.  In  jedem  Punete  derselben  fallen  zwei  von  der  ersten 
Polarflaehe  verseMedene  ,SC-i  zusammen,  und  folgiieh  fallen  dort  auch  zwei  Flachen  ^_e 
znsammen,  wo  .SC-s  die  Flaehe  der  (v — 2)-ten  Ordnung  ist,  welche  durch  die  gomeinschaft- 
liche  Durchschnittseurve  (v  —  1)  (v — 2)-ter  Ordnung  der  ersten  Polarflaehe  und  ^^\  hin- 
durehgeht.  Diese  Curve  der  (v  —  l){v  — 2)(v — 3)-ten  Ordnung  ist  folgiieh  der  Durchschnitt 
der  ersten  Polarflaehe  mit  der  Eirthullenden  der  ,%-^.  Diese  Einhtìllende  ist  also  eine  Flaehe 
S'  der(v— 2)(v— 3>tenOrdnui^. 

Die  Flachen  3^-i  bilden  eine  Reihe  vom  Index  v — 2.  Denn  dureh  einen  belìebigen 
Punet  der  ersten  Polarflaehe  gehen  v— 2  von  der  ersten  Polarflaehe  versehiedene  Flachen 
^-x,  denen  ebei^oviele  Flachen  ,%-^  entsprechen,  die  durch  den  namliehen  Punet  gehen. 

Die  Beriihrungspunete  der  Bitangenten  sind  also  die  Durehschnitte  dreier  Flachen:  der 
gegebene  F^ ,  der  ersten  Polarflaehe  von  o  und  der  Flaehe  S',  der  Einhullenden  der 
Flachen  .^3. 


*)  Von  dieseE  der  Flambé  S  und  der  eraten  Polarflaehe  gemeinsehaftliciien  Ourven  triflt  die 
arate  Fv  in  dea  Beruhnmgspunoten  der  Osculiorenden  ;  die  zweite  in  den  Bcruhrungspunoten 
der  Bittmgenten. 
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Cafitel  IV. 
Anwendungen  auf  developpaMe  FlSclien.  [''''] 

97.  "Wir  wollen  jetzt  aiinelimen,  die  Fondaraeiitalflaehe  F  sei  eine  Developpable  von 
dee  Ordnung  p  und  dei  Classe  ^,  mit  w  Doppelgeneratrixen,  6  stationàien  Generatrixen, 
einer  Cuspidalciirve  v-ter  Ordnung,  die  p  stationare  und  o'  Doppelpunete  besitzt,  und 
einer  Knotencurve  von  der  Ordnung  i.  Es  sei  ausserdem  : 

a  die  Zahl  der  stationàren  Tangentialebenen  und 

i  die  Zahl  der  Bitangentialebenen  von  F  (das  heiast,  der  langs  zweier  getrennter  Gene- 

ratrisen  bertìhrenden  Ebenen)  ; 
8  die  Zahl  der  Geraden,  die  man  von  einem  beliebigen  Punete  so  ziehen  kann,  daaa  sie 

die  Curve  (v)  zweimal  trellen  ; 
f  die  Zahl  der  Geraden  die  gleichzeitig  in  einer  beliebigen  Ebene  und  in  zwei  Tai^en- 

tialebenen  von  F  liegen; 
T]  die  Classe  der  doppeltbertlhrenden  Developpablen  der  Curve  (v); 
X  die  Zahl  der  Geraden,  welche  durch  einen  beliebigen  Punct  gehen,  und  die  Curve  (S) 

in  zwei  Puncten  sehneiden  ; 
X  die  Zahl  der  Punete  der  Curve  (v),  durch  welche  Gerade  gehen,  welehe  diese  Curve 

anderweitig  beruhren:  diese  Punete  sind  ftlr  die  Curve  (i)  stationar  ; 
■e  die  Zahl  der  Punete,  die  in  drei  getrennten  Generatrixen  von  F  liegen  :  diese  Punete 

sind  offenbar  ìur  die  Curve  (i)  dreììaeh, 
Zwiscben  diesen  Zahien  haben  wir  (10, 12)  die  Gleichungen  [^^]: 

p  =  iL(lL-l)-2(T+T')~3a. 
p  =  v(v-l)-2(8+8')-3p, 

v=p(p-i)_2(vj  +  <o)-3(ii.-fe), 

3p— e=3ti.  +  y  — a  =  3v  +  ;».  — P, 

2(È+(«)  +  p  =  2(7ì  +  (o)+a=p(p-4)-3e, 

welche  aechs  unabhangigen  Relationen  gleichgelten.  Wir  wollen  jetzt  drei  andere  Gleichun- 
gen bestimmen,  welehe  zur  Bestimmung  von  X,  t,  x  dienen  *). 

98.  Es  sei  o  ein  willkurlicher  Punet.  Jede  Ebene,  die  durch  o  geht,  schneidet  dann  F 
in  einer  Curve  l  von  der  Ordnung  p  und  der  Classe  [j.  mit  4  +  <"Doppelpuneten  und  v-|-e 


•)  Cfr.  Saimon,  Geometri/  of  three  dimensions  {2.  ed.)  pag.  465  u,  3.,  wo  absr  die  Singula- 
ritàten  m,  6,  8',  (  nioht  bea«btet  sind.  Bei  der  vorliegenden  Fiiterauchung  wurde  der  Verfasser 
durch  don  Eath  der  Herrea  Catibt  uad  Zeuthbn  uateratiìtzt,  denen  er  liierduich  aeinen 
herzliobsten  Daiik  auasprioht. 
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Stillstaudspimcteii  (9).  Dieselbe  Ebeiie  schneidet  die  erste  Polaiflache  voti  o  in  Eezug  auf 
F  in  einer  Curve  der  {p — l)-ten  Ordnung,  welche  durch  die  SH-m  Doppelpunete  und  die  v+e 
Stillstandspuiicte  von  l  hiiidurchgeht.  In  diesen  letzteii  Puncten  hat  aie  mit  der  Cuive  l 
dieselben  Tangenten*).  Daraus  ìotgt,  dass  die  Classe  der  Curve  l  gleich  ist: 

l'  =  p(p-l)-2(S  +  »)-3(»  +  «), 
da  dieses  die  Zahl  der  Tangenten  ist,  die  man  von  o  an  genannte  Curve  ziehen  liann.  Diese 
Tangenten  sind  auf  dei  Selinittebene  die  Spuren  der  Tangentialebenen  von  F,  die  dureh  o 
gehen.  Die  erste  Polarflàche  von  o  in  Bezug  auf  F  schneidet  daher  F  langs  der  beiden  Cur- 
ven  (4),  (v),  langs  der  w  4-  6  doppelten  und  stationaren  Generatrixen  und  làngs  dei  Beruli- 
rungsgeneratrixen  der  jj.  Tangentialebenen,  die  durch  o  gehen. 

Die  Gleiehung 

p(p-l)  =  [i.+  2(S  +  (a)  +  3(v  +  e) 
zeigt,  dass  bei  dem  vollstandigen  Durehschnìtt  von  F  und  der  ersten  Polarflache  die  Curve 
(S)  und  die  to  Geraden  zweimaJ  zahlen,  wàhrend  die  Curve  (v)  und  die  6  Geraden  dreimal 
zu  rechnen  sind.  Die  namliehe  Gleiehung  làsst  erkennen,  daga  der  umgesehriebene  Kegel 
mit  dem  Scheitel  o  aus  den  [i.  Tangentialebenen,  dem  Perspeetivkegel  der  Curve  (Q  zwei- 
mal  gezahlt,  dem  dreimal  gerechneten  Perspeetivkegel  der  Curve  (v)  und  aue  den  w-j-ò 
Ebenen  zusammengesetzt  ist,  welche  durch  die  doppelten  und  die  stationaren  Geraden 
hindurehgehen,  jene  zweimal  und  diese  dreimal  gezahlt. 

99.  Ist  die  sehneidende  Ebene,  die  wir  durch  o  gelegt  haben,  eine  der  [i  Tangential- 
ebenen, und  ist  (  die  Bertìhrungsgeneratrix  und  in  der  Puuet,  in  welohem  t  die  Curve  (v) 
berubrt,  dann  erhalt  der  Schnitt  l  der  Deveioppablen  F  (13)  in  in  einen  dreifaehen  Punct 
mit  drei  Zwe^en,  welche  von  derselben  Tangente  t  beriihrt  werden.  Die  erste  Poiarcurve 
von  o  in  Bezug  auf  (  bat  also  in  m  eine  Spitze  mit  der  Tangente  t,  und  die  zweite  Poiar- 
curve von  o  in  Bezug  auf  die  namliehe  Curve  l  geht  durch  m  und  wird  in  diesem  Puncte 
von  der  Geraden  t  beriihrt,  Folglich  ist  i  in  tn  Tangente  der  zweiten  Poiarflache  von  o  in 
Bezug  auf  F;  oder  auch; 

Die  sweite  Pólarfliieke  emes  beliebigen  Punctes  o  in  Bezug  auf  eme  devéloppable  Flache 
beriihrt  die  Guspidaleurve  m  den  Puncten,  wo  diese  von  Ebenen  osculiert  wirà,  toelche  durch 
p  gehen. 

Der  Schnitt  l  ist  aus  der  Geraden  t  zweimal  genommen  und  einer  Curve  (p  —  2)-ter 
Ordnung  zusammengesetzt,  welche  von  t  in  m  bertìhrt  und  in  anderen  p — 4  Puncten 
gesehnitten  wird  —  es  sind  diea  die  Puncte,  in  denen  die  Curve  (S)  von  der  Ebene  ot 
berahrt  wird  — ;  diese  Puncte  sind  fur  l  dreifach,  also  geht  dureh  sie  auch  die  zweite 
Poiarcurve  von  o  in  Bezug  auf  l;  wir  haben  also: 


*)  Emleitimg,  N."  74. 
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Die  sweite  PolarflUche  emes  beliebigen  Poles  o  in  Bezug  auf  eine  DevehppaUe  berukrt 
die  Beriihrungsgeneratrix  jeder  Tangentialebene,  die  dureh  o  geht,  in  dem  Punde,  v)0  sie  von 
dev  Cuspidaleurve  beruhrt  wird,  uvd  schneidet  si6  in  den  Pundm,  wo  sie  die  Knotencuree  trifft. 

100.  Es  sei  jetzt  i  eine  der  6  stationàren  Generatrixeii  niid  m  der  Beruhrungapanct 
zwischeii  t  und  der  Curve  (v).  Man  lege  die  Ebeiie  ot  bis  sie  F  schneidet,  dann  besteht  der 
Schnitt  l  aus  der  Geraden  t  zweìmal  genommen  und  einer  Curve  V  von  der  Ordnuog  p — 2 
und  der  Classe  p,,  die  in  m  mìt  (  einen  vierpunctigen  Contact  hat,  woil  (  in  drei  umnit- 
telbar  folgenden  Tangentialebenen  liegt,  und  man  also  von  einera  beliebigen  Punete  von 
(  aus  [t — 3  von  i  versehiedene  Tangenten  an  den  Schnitt  legen  kann;  i  reprasentiert 
daher  drei  unmittelbar  folgende  Tangenten  von  V.  Die  Ebene  et  schneidet  die  Curve  (v)  in 
anderen  v  — 3  Puncten  und  die  anderen  stationàren  Generatrixen  in  6—1  Puncten;  V 
hat  also  v-|-6 — 4  Spitzon.  Diese  Curve  hat  folglich 

i((p-2)(p-3)~^-3{v  +  6-i))  =  S  +  "-2p  +  9 

Doppelpuncte  (10)  [97].  Diese  Punete  gehSren  derLinie  (4+m)  an;von  den  andem  Durch- 
sehittspuneten  der  Ebene  ot  mit  der  Curve  (|)  sind  2(p — 6)  in  den  p — 6  Durchsehnittspunc- 
ten  zwischen  V  und  (  vereinigt,  und  folglich  fallen  die  drei  ubrigen  mit  m  zusammen. 
Die  ebenerwahnten  p — 6  Punete  sind  fiir  die  Curve  (4)  StiUstandspunete,  weil  in  jedem 
derselbcn  zwei  unmittelbar  ìolgende  Generatrixen  —  repràsentiert  durch  die  stationàren 
Generatrixen  —  von  einer  nicht  ìolgenden  Generatris  geschnitten  werden, 

Schneidet  man  F  durch  die  Ebeue,  welche  in  m  einen  vierpunctigen  Contact  mit  der 
Curve  (v)  hat,  so  besteht  der  Schnitt  l  aus  der  Geraden  t  dreimal  gezàhlt  und  einer  Curve 
(p— 3)-ter  Ordnung  und  ([j.— l)-ter  Classe,  die  in  ttt  einen  dreipunetigen  Contact  mit  t  hat, 
weil  (  in  drei  unmittelbar  folgenden  Tangentialebenen  liegt,  von  denen  die  eine  die  Ebene 
der  Curve  ist,  und  folglich  zwei  unmittelbar  folgende  Tangenten  dieser  Curve  darstellt.  Die 
Ebene  schneidet  die  Curve  (v)  in  weiteren  v— 4  Puncten  und  die  ubrigen  stationàren  Gene- 
ratrixen in  6 — 1  Puncten;  die  Curve  (p— 3)-ter  Ordnung  hat  also  v  -f-  6—5  Spitzen  und 
daher 

^((p-3)(P-4)-(P— l)-S(»  +  6-5))=4+«-3p  +  14 

Doppelpuncte.  Die  Ebene  hat  also  mit  der  Doppelcurve  einen  vierpunctigen  Contact  in 
m  und  eiaen  dreipunetigen  Contact  in  jedem  der  p— 6  Durchsehnittspuncte  von  l  mit  der 
ebenen  Curve  (p— 3)-ter  Ordnung.  Folglich  haben  die  Curven  (v)  und  (^)  in  m  dieselbe 
Singularitàt,  das  heisst,  dieselbe  Tangente  t  mit  dreipunetigem  Contact  und  dieselbe  Oscu- 
lationsebene  mit  vierpunctigem  Contact.  Die  stationàre  Tangente  t  trifft  die  Curve  (£) 
in  p — 6  stationàren  Puncten,  und  die  Tangenten  in  diesen  Puncten  liegen  in  der  Oseula- 
tionsebene  von  m. 
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Der  nàmliche  Pmiet  m,  in  dem  die  Curven  (v)  und  (i)  voii  der  stationaren  Geradeii  t 
osculiert  werden,  ist  fiir  die  Developpable  F  dreifaeh,  weil  eine  beìiebige  Ebene  durcli  t 
F  in  einer  Curve  schneidet,  die  mìt  drei  Zweigen  durcb  m  geht,  das  heisst,  jede  Gerade 
dureh  m  hat  hier  einen  dreipunctigen  Contact  mit  F.  Die  Geraden,  welche  in  m  mit  F 
einen  vierpunetigen  Contact  haben,  liegen  in  der  Oaeulatìonaebene,  das  heisst  (71),  [18] 
der  Beriihrangskegel  von  F  in  m  reduciert  sich  auf  diese  Ebene  dreiinal  gezahtt.  Es  folgt 
noch  (85),  dass  die  zweite  Poiarflache  ein.es  beliebigen  Poles  in  Bezug  a«f  F  durch  nx  geht 
und  in  ihm  jene  Ebene  zur  Tangentialebene  hat,  Ausserdem  bemerke  man,  daaa  jeder 
Punet,  der  der  Geraden  t  und  der  Curve  l'  in  der  Ebene  ot  gemein  ist,  fiir  l  dreiiaeh  seìn 
muss  und  also  aucb  in  der  zweiten  Polarcurve  von  o  in  Bezug  auf  l  liegt;  folglich  hat  die 
zweite  Polarflaehe  von  o  in  Bezug  auf  F  in  m  eine  vierpunetige  Beriihrung  mit  t.  Man 
hat  also: 

Die  zweite  Polarflacke  eines  beliebigen  Poles  in  Bezug  auf  eme  Developpàble  hai  einen 
vierpunetigen  Contact  mit  der  Gmpidalcurve  und  mii  der  Knotencurve  in  dem  Punete,  in  dem 
diese  Curven  mn  jeder  statiormren  Generatrix  osculiert  werden. 

Die  p — 6  Punete,  in  denen  t  die  Curve  (i)  trifft,  sind  fur  F  dreifache  Punete  nach  dem 
namlichen  Eaisonnement,  das  wir  schon  fiir  den  Punet  tit  angewandt  haben;  daher  geht 
die  zweite  Polarflache  von  o  dureh  diese  Punete. 

Wenn  r  einer  dieser  Punete  ist,  in  denen  (  von  der  Geraden  gosehnìtten  wird,  welche 
die  Curve  (v)  in  n  beriìlirt,  so  ist  der  Tangentialliegel  von  F  in  r  aus  der  doppeltgezahiten 
Osculationsebene  der  Curve  (v)  in  m  und  der  Oseulationsebene  in  n  zusammengesetzt.  Die 
gemeinschaftliche  Gerade  dieser  Ebenen  ist  die  Cuspidaltangente  der  Curve  (i)  in  v,  und 
dureh  aie  geht  die  Tangentialebene  in  v  der  zweiten  Polarflache  von  o  in  Bezug  auf  F;  also 
zàhlt  r  fiir  drei  Durchschnittspuncte  der  Curve  (i)  mit  der  obengenannten  zweiten  Polar- 
flache, 

101,  Es  sei  jetzt  i  eine  der  w  Doppelgeneratrixen,  nx,  ni  ihre  Beruhrungspuncte  mit 
der  Curve  (v),  und  man  wende  auf  sìe  dieselben  Betrachtungen  an,  die  wir  fur  eine  sta- 
tionare  Generatrix  durchgefiihrt  haben.  Die  Ebene  oi  gibt  hier  eine  Curve  l'  von  der  Ord- 
nung  p — 2und  der  Classe  (i-mit  v-|-9 — 4  Spitzen,  also  mit 
1/ 


(p_2)(p_3)-iL-3(v  +  6-4)  -$^<o-2p  +  9 


Doppelpuncten,  von  denen  w — 1  in  den  m — 1  andere  Doppelgeneratrixen  liegen,  wàhreud  die 
andern  i — 2p  +  10  der  Knotencurve  angebiiren.  Die  Curve  V  hat  in  jedem  der  Punete  m, 
m' mit  i  einen  dreipunctigen  Contact,  weil  diese  Gerade  in  zwei  Paar  unmittelbar  f olgenden 
Tangentialebenen  liegt,  und  folglich  faJIen  von  den  ^  Tangenten  von  V,  die  von  einem  be- 
liebigen Punete  p  von  t  ausgehen,  zwei  mit  pvn  und  zwei  andere  mit  pm'  zusammen. 
Es  folgt,  dasa  t  die  V  in  andren  p— 2— 2. 3  Puneten  trifft,  das  heisst,  die  Doppelgeneratrix  f 


y  Google 


grundzOge  einer  allgbmeinen  theorie  dee  oberflìchen. 


achneidet  p- — 8  cinfache  Geiieratrixen.  Die  ebene  ci  liat  fo]£;iich  niit  der  Knoteneurve 
2(p  —  8)  Durehschnittspuncte,  die  zu  zwei  und  zwei  in  ohengenannten  p^ — 8  Puncten 
vereinigt  sind,  und  6  Durehschnittspuncte,  die  zu  drei  und  drei  m  die  Puncten  in,  m'  zu- 
sammenfallen  *).  Aiso  hat  i  in  m  und  in  m' einen  dreipunctigen  Contact  niit  der  Curve  (0. 

Da  mein  dreifacher  Punot  von  F  ist,  so  geht  die  zweite  Polarflacho  von  o  in  Bezug  auf 
F  durch  m.  Ausserdem  hat  dieso  zweite  Polarflache,  da  jcder  gemeinsehaftliehe  Punct  von 
i  und  V  fiir  den  vollstàndìgen  Durchschnitt  der  Ebene  oi  niit  F  dreif ach  ist,  in  m  einen  drei- 
punetigen  Contact  mit  t.  Diese  Gerade  hat  aber  in  diesem  Puncte  eine  zweipunctige  Beruh- 
rung  mit  der  Curve  (v)  imd  eine  dreipunetige  mit  der  Curve  (5);  folglieh  hat  man: 

Die  gioeite  Polarflache  eines  héliebigen  Punctes  in  Bezug  auf  eine  Deveìoppable  geht  durch 
die  Berìihrungspuncte  der  Guspidaieune  mit  ihren  DoppeUangenten  und  kat  daselbsi  eme 
zweipunctige  Bervhrung  mUjener  Curve  und  eine  dreipunetige  mit  der  Knoteneurve. 

Die  p — 8  fiir  F  drèifachen  Puncte,  in  denen  (  andere  Generatrixen  schneidet,  sind  Mr 
die  Curve  (i)  Doppelpunete.  Ist  in  der  That  r  eiaer  von  ihnen,  in  dem  (  von  der  Tangente 
der  Curve  (v)  in  it  getroiien  wird,  so  wird  dort  die  Curve  (S)  von  den  beiden  Geraden 
berulirt,  lànf^  deren  die  Osculationsebene  in  n  die  Osculatìonsebenen  in  nx  und  m' schnei- 
det. Folglieh  stellt  jeder  dieser  p — 8  Puncte  zwei  Durehschnittspuncte  der  Knoteneurve 
mit  der  zweiten  Polarflache  von  o  dar. 

Sehneidet  man  die  Flàche  F  durch  die  Osculationsebene  der  Curve  (v)  in  tn,  so  besteht 
der  Schnitt  l  aus  der  Geraden  (,  dreimal  genommen  und  einer  Curve  {p— 3)-ter  Ordnung 
und  ([1: — l}-ter  Classe  mitv-|-6 — 5  Spitzen,  welchemit  Hn  m  eine  zweipunctige  und  in  m' 
eine  dreipunetige  Beruhrung  eingeht.  Diese  Curve  hat  also 

j((p-3)(p-4)-(P— l)-3(v  +  e-6))_S+«-3p  +  U 

Doppelpunete,  von  denen  S— 3p  +  "l.5  der  Knoteneurve  angehSren.  Die  andern  Dureh- 
schnittspuncte der  sehneidenden  Ebene  mit  der  Curve  (i)  sind  die  p — 8  genannten  Puncte, 
jeder  dreimal  gezablt,  und  die  Punete  tn,  nx'  zusammen  als  9  Puncte  gezàhit,  namlieh  m 
sechsmal  und  m'  dreimal  Die  Ebene  also,  weìche  die  Curve  (vj  in  m  osculiert,  hat  dort 
einen  sechspunctigen  Contact  mit  der  Curve  (i)  und  ausserdem  mit  derselben  Curve  einen 
dreipunctigen  Contact  in  p — 7  andern  Puneten,  von  denen  einer  m' ist. 

*)  DaSB  die  Curve  (S)  duioh  m,  m'  geht,  ergibt  aieb  auch,  wenn  man  beaehtet,  dass  z.  B. 
ni  fiir  F  ein  dieifaeher  Punet  kt,  weii  sich  in  ihm  diei  Tangooten  der  Curve  {■')  Bohneiden,  nàm- 
lich  die  Tangenten  in  ni.  'm  unendlioh  nahen  Puncte  von  m  und  im  Pimcte  m'.  Also  besitzi 
der  von  einer  beliebig  duxoli  m  gelegte  Ebene  auf  P  erzeugte  Schnitt  hier  drei  Zweige,  von  denen 
zwei  durch  die  Spur  der  Osculationsebene  in  m  und  der  dritte  von  der  Spur  der  Osoulationse- 
bene  in  m'  beriìhrt  werden:  Es  folgt,  dass  ni  so  viel  als  eine  Spitae  und  ewei  Knotenpuncte 
des  Schnittea  gilt  ;  und  folgUch  geht  auBser  der  Curve  (v)  und  einer  der  oi  Doppelgeraden  auch 
die  Curve  (S)  duioh  m- 
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102.  Es  sei  jetzt  tn  eiti  Doppelpunct  dcr  Cuspidalcurve  ;  (,  ('  die  Tangonteii  ond  P,  P' 
die  Oseulationsebenen  der  beiden  Zweige  der  Curve,  Bezeiehnen  wii  durch  i„  i\  die  zu 
J,  t'  unendlich  nahen  Generatrisen  voii  F,  so  sieht  man  unmittelbar,  dass  m  eiii  vierfacher 
Puiict  der  Flaehe  F  ist,  weii  er  in  vier  Generatrixen  (,  i„  f ,  t\  liegt.  Es  ist  gleiehlalìs  klai, 
dass  m  aueh  fur  die  Knoteneurve  vieriach  ist,  weil  er  den  Durchschnittspunct  vou  vier 
Paar  nieht  unmittelbar  folgenden  Generatrixen  t(,  tf„  t't„  t,i\  darstelit.  Die  Geraden, 
welehe  in  tn  einen  funfpunctigen  Contact  mit  F  haben,  liegen  eàmmtlteh  in  den  Ebenon 
P,  P';  folglich  steiien  diese  Ebenen,  zweimal  gezShlt,  den  Bcrtthrungskegel  von  F  im  vier- 
fachen  Puncte  dar.  Die  zweite  Potarflache  eines  beliebìgen  Punctes  o  in  Bezug  auf  F  hat 
in  tìx  eineo  Biplanarpunct,  imd  die  beiden  Tangentialebenen  geiien  duich  die  Gerade  PP', 
welehe  zugleich  die  Tangente  der  Curve  (i)  in  diesem  Puncte  ist. 

Hierans  ergibt  sich  gerades  Wegs,  dass  in  m  vier  Durchschnittspuncte  der  Curve  (v) 
mit  der  zweiten  Polarflàche  vereinigt  slnd. 

103.  Ein  stationarer  Punct  der  Curve  (v)  ist  fur  F  dreifach,  da  jede  Gerade,  die  durch 
diesen  Punct  gezogen  ist,  in  ihm  drei  aufeinanderfolgende  Generatrixen  sehneidet.  Der 
Tangentenkegel  von  F  in  diesem  Puncte  besteht  aus  der  dreimal  genommenen  Ebene,  die 
in  ihni  emen  vierpunctigen  Contact  mit  der  Curve  (v)  hat,  weil  diese  Ebene  der  Ort  der  Ge- 
raden ist,  die  in  genanntem  Puncte  mit  F  einen  vierpunctigen  Contact  haben;  lolglìch  geht 
die  zweite  Polarflàche  von  o  durch  diesen  Punct  uod  hat  in  ihm  genannte  Ebene  zur  Tan- 
gentialebene.  Also  haben  wir: 

Die  zweite  Polarflàche  eines  beliebigen  Foles  o  in  Bezug  auf  eine  DeveloppaUe,  hat  mil 
der  Cuspidalcurve  tn  ihren  Stiììstandspuncten  eine  vierpunetige  Beruhrung. 

104.  Die  Puncte  der  Curve  (v),  durch  welehe  die  zweite  Polarflàche  von  o  geht,  sind 
diejenigen,  deren  Quadripolarflàchen  durch  o  gehen,  und  diejenigen,  deren  Quadripolar- 
flàchen  unbestimmt  werden.  Die  ersten  Puncte  sind  diejenigen,  in  denen  die  Curve  (v)  von 
den  [1,  Tangentialebenen  von  P  oseuliert  wird,  die  durch  o  gehen.  Die  zweiten  Puncte  da- 
gegen  sind  fiir  die  FlSehe  dreifach  oder  vierf ach  (71),  das  heisst,  sie  liegen  in  drei  oder  vier 
Generatrixen.  Untcr  diesen  Puneten  sind  in  der  Cuspidalcurve,  ausser  den  p  stationaren 
und  den  s'  Doppelpuneten  und  ausser  den  Sw-l-tì  Beruhrungspuncten  der  doppelten  und 
der  stationaren  Tangenten,  aueh  die  ),  Puncte,  in  denen  zwei  aufeinander  folgende  Generar 
trìxen  von  etner  nieht  unmittelbar  folgenden  zugleich  geschnitten  werden.  Diese  Puncte 
sind  fur  die  Curve  (0  stationàr,  aber  fur  die  Curve  (v)  nui  einfach;  und  diese  wird  in  ihnen 
von  der  zweiten  Polarflàche  nieht  beruhrt.  Also  hat  man: 

Die  zweiie  Polarflàche  emen  beliebigen  Poles  o  in  Besug  auf  eine  Dendoppablc  sehneidet 
die  Cuspidalcurve  in  den  Puneten,  im  welehen  diese  von  Geraden  geschnitten  wird,  die  sie 
amderswo  JeriiAren. 

Auf  diese  Weise  sind  die  Durchschnittspuncte  der  zweiten  Polaiflache  von  o  mit  der 
Curve  (v)  dargestellt  durch  die  Gleiehung: 
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v(p--2)=^2ti  +  46  +  2  .  2(o  +  48'  +  4p  +  X. 


Ams  ihr  ergibt  e 


X  =  vp  —  2([).+v  +  2e +  2(0  +  2  8'+2p), 
oder  auch  mit  Hilfe  der  Formeln  von  Cayley*): 

X^v(p  +  4)-6(p  +  ^)-4(<o  +  8T-29. 

105.  Wir  habeii  sehoii  (99)  gesehen,  dass  die  zweite  Polarflàehe  von  o  die  Knotencurve 
{£)  in  den  [i(p — 4)  Puiieten  schneidet,  wo  dieae  von  deii  Bertìhrungsgeneratrixen  der  j» 
Tangentialebenen  von  F,  die  durch  o  gehen,  getroffeii  wlrd.  Dies  sind  diejenigen  Puncte 
der  Curve  {i),  dereii  Quadripolarfiaehen  durch  o  gehen.  Eine  solehe  Polaiflache  beateht  aus 
den  zwei  Ebenen,  welche  in  demaelben  Puncte  die  Flàche  F  beriihren  und  von  denen  eine 
durch  o  geht. 

Die  ubrigen  Durehschnittspuncte  der  zweìten  Polarflàehe  von  e  sìnd  Puncte,  deren 
Quadripolaiflaehe  unbestimmt  ist,  das  heisst,  es  sind  die  dreifachen  und  vierfaehen 
Punete  von  F,  deren  Zahien  sind: 

6,  6(p  — 6),  2w,  w(p  — 8),  8',  p,  X,  T. 

Wir  haben  schon  gesehen,  dass  jeder  der  6,  6(p — 6),  2(o,  (o(p— 8)  Punete  bezuglich  ìur 
4,  3,  3,  2  Durchschnittapunete  der  Knotencurve  mit  der  zwciten  Polarflàehe  vonogUt; 
jetzt  wollen  wir  zur  Betrachtung  der  anderen  Puncte  ubergehen. 

106.  Es  sei  m  eia  Doppelpunet  der  Cuspidaleurve  und  man  balte  die  Benennungen  der 
Nr.  102  fest.  Eine  beliebig  duich  m  gelegte  Ebene  M  schneidet  F  in  einer  Curve  l  von  der 
Ordnung  p  und  der  Classe  [j,,  die  in  tn  einen  vierfaehen  Punct  hat  (vier  Doppelpuneten 
und  zwei  Spitzen  gleiehgeltend);  in  ihni  werden  zwei  Zweige  von  der  Spur  von  P  und  die 
beiden  andern  von  der  Spur  von  P'  bertìhrt,  Geht  die  Sehnittebene  durcli  die  Tangente  t, 
so  zertatlt  der  Schnitt  (  in  die  Gerade  (  und  eine  Curve  l'  der  {p — l)-ten  Ordnung  und  p,-ter 
Classe,  die  in  m  einen  dreifachen  Punet  hat.Dort  hat  ein  Zweig  i  zur  Tangente,  wahrend 
die  beiden  andern  von  der  Spur  von  P'  beriihrt  werden.  Die  Ebene  sehneìdet  die  Lime 
(v  +  6)  anderswo  noch  in  v  +  6^3  Puneten,  die  Spitzen  von  l'  bilden,  und  da  tn  ter  zwei 
Doppelpuncte  und  eine  Spitze  zu  zShlen  ist,  so  hat  l'  noch  andere 

J({p-l)(p~2)-[i— 3(v  +  6-2)j-2  =  S  +  w-p  +  2 

Doppelpuncte,  von  denen  ^ — p+2  in  der  Curve  (S)  liegen.  Von  den  andern  p — 2  Durch- 
schnittspuncten  dieser  Curve  mit  der  Ebene  sìnd  4  im  Puncte  m  vereinigt  und  p — 6 


•)  Das  heisat,  ìndem  man  fiir  ji  den  gleichgeltenden  Ausdruck  3(p — ■')-{-} — fi  set^t  (97). 
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befinden  sich  in  den  andem  Durchschiiittspuneten  von  t  und  V,  das  Jieisst  i  triift  ausser  ( 
noch  p — 6  Generatrixen  und  hat  folglich  in  in  mit  l  einen  funfpunctìgen  Contact, 

Wir  setzen  jetzt  voraus,  die  sehneidende  Ebene  fiele  mit  der  Tangentialebene  P  znsam- 
men.  Dann  iat  der  Sehnitt  l  aus  der  zweimal  genommenen  Geraden  j  und  einer  Curve  l"  der 
(p — 2)-ten  Ordnung  und  ([i,— l)-ten  Classe  zusammengesetzt,  die  in  m  einen  dieifaehen 
Punct  hat  —  wei]  alle  durch  tn  in  der  Ebene  P  gezogene  Geraden  in  ilim  mit  F  eine  fiinf- 
punctige  Beiflhrung  emgehen  —  ;  in  ihm  wird  ein  Zweig  von  (  beriihrt,  und  die  andeni 
beiden  von  der  Geraden  PP'.  Die  Curve  ?'  hat  aiidere  v  +  6 — 4  Spitzen,  sie  besitzt  also 
ausser  den  beiden  in  m  vereinigten  Doppelpunoten  noch 

l({p_2)(p_3)-(n-l)_3(.  +  6~3))-2  =  £  +  «-2p+6 

andere.  Die  flbrigen  2p — 6  Durchsehnittspuncte  von  P  mit  der  Curve  (S)  werden  von  den  p — 6 
Puncten,  in  denen  t  andere  Generatrixen  von  F  als  ('  schneidet,  und  dem  Puoete  m  gebil- 
det;  folgìich  hat  die  Ebene  P  mit  der  Curve  (i)  einen  zweipunctigen  Contact  in  jedem  der 
genannten  p — 6  Puncte  «nd  einen  sechspunetigen  Contact  in  m.  Ein  ahniicher  Schiuse 
làsst  sich  far  die  Ebene  P'  machen,  und  folglieh  [*']  hat  die  Gerade  PP'  mit  der  Curve  (S) 
im  Puncte  m  secbs  verein^te  gemeinschaftliclie  Punete.  *)  Diese  Gerade  ist  aber  auch 
die  Durchsclinittsgerade  der  Tangentialebenen  der  zweiten  Polarflache  von  o  in  dem 
Biplanarpunete  m;  und  also  haben  wir: 

Em  Doppelpunct  der  Cuspidcdóurve  ist  fur  die  Knoteneurve  merfach  und  gilt  fur  ewólf 
DurchschnUtspunete  der  Idzteren  Curve  mit  der  sweiien  Polairflache  eines  leliebigen  Poìes  in 
Bezug  auf  die  gegebene  Devéloppàble. 

107.  Ist  m  einer  der  p  Stillstandspuncte  der  Curve  (v),  und  t  die  entsprechende  Tan- 
gente, so  schneidet  die  Ebene,  welehe  F  langs  (  bertthrt,  die  Curve  (v)  in  anderen  v— 4  Punc- 
ten,  daa  heisst,  die  Curve  (p — 2)-ter  Ordnung,  welehe  F  und  genannter  Ebene  gemein  ist, 
hat  wohl  noch  v-|-6 — 3  Spitzen,  wie  im  Allgemeinen  fiìr  eine  ganz  beliebige  Tangential- 
ebene, aber  eine  derselben  fallt  auf  tit.  Die  ebene  Curve  hat  in  m  die  Tangente  t,  von  der 
sie  noch  in  p — 5  anderen  Puncten  geschnitten  wird,  und  da  sie  ausserdem  von  der  (ii— l)-ten 
Classe  ist,  so  hat  sie 

i((p-2)(p-3)-([i.-I)-3(v-f6-3))  =  4-^c>-2p+8 


*)  Eine  beliebig  duioh  die  Gerade  PP'  gelegte  Ebene  solineidet  F  in  einer  Curve  (  von  der 
p-ten  Ordnung  und  der  ji-ten  Classe  mit  vier  in  m  sicb  kreuzenden  Zweigen  und  einer  einzi- 
gen  Tangente  PP',  mit  der  aie  in  diesem  Puncte  einen  sechspunetigen  Contact  hat.  Dieselbe  E> 
bene  triflt  die  Cuspidalenrve  in  andem  v — 2  und  die  Knoteneurve  in  andem  E — 6  Puncten.  Die 
Curve  I  hat  also  in  m  eine  Singularitàt,  welehe  6  Doppelpunctea  und  2  damit  vereinigten 
Spitzen  entspricht  und  folglieh  die  Verminderang  um  6.2+2.3=18  in  der  Classenzahl  und 
von  6.6-|-2.8=:52  in  der  Zahl  der  Wendepuncte  hervorbringt. 


y  Google 


gbundzOge  einer  allgbmeinen  theorib  dee  obeeflSchen. 


Doppelpuncte,  und  folglieh  beriihrt  die  Ebene,  welehe  in  ut  eioen  vierpunetigen  Contact 
mit  der  Curve  (v)  hat,  die  Curve  (ì)  in  tn  und  in  andereo  p — 5  Puncten  der  Geraden  t. 
Die  nilmliehe  Ebene  beriihrt  in  m  die  zweite  Polarflaclie  von  o,  und  man  hat  also; 
Dk  sweite  Polarfiàehe  evnes  belieligen  Poles  in  Bezug  auf  eine  Developpable  b&rìihri  die 
Knoteneurve  m  dm  StUlstandspuneten  der  Cuspidalcune. 

Eine  beliebig  durch  die  Cuspidaltangente  (  der  Curve  (v)  gelegte  Ebene  selineidet  F 
in  dieser  Geraden  t  und  in  einer  Curve  (p — l)-ter  Ordnung  und  [j.-ter  Classe,  fiir  welelie  tn 
die  Verenigung  einer  Spitze  und  eincs  Doppelpunctes  darstelìt  *)  ;  es  gibt  ausaerdem  noch 
V--I-6 — 3  andere  Spitzen  und  folglich 

5((p-l)(p-2)-l'-3(»  +  «-2))-l  =  e  +  »-p  +  3 

Doppelpuncte,  Die  Gerade  i  trifft  nur  p — 5  von  ìlir  selbst  versehiedone  Generatrixen,  das 
heisst,  sie  selineidet  die  ebene  Curve  in  fj— 5  Puncten  —  odei  hat  auch  in  m  mit  ihr  einen 
vierpunetigen  Contact  —  und  folglich  hat  die  Ebene  mit  der  Curve  (4)  einen  zweipunctigen 
Contact  in  tn.  Also  orhalt  man  : 

In  dm  stationaren  Puncten  der  Cuspidaleurm  einer  DeveloppaUen  haben  die  Guspidal' 
und  Knoteneurve  dieselben  Tangenten. 

108.  Ea  aei  jotzt  tn  eùier  der  X  Puncte  der  Curve  (v),  die  in  zwei  Tangenten  liegen, 
Es  sei  i  die  Tangente  in  rtt  und  ;'  die  andre  Tangente,  die  auch  durch  m  geht.  Der  Beruh- 


*)  Eine  beliebige  Ebene  schneidet  F  in  einer  Curve  l  der  p-ten  Ordnung  und  n-ter  ClaHse 
mit  ^-f-"'  Knotenpuucten  und  v+B  Spitzen,  woraue  man 

iu=p(p-i)-2(s+,«)-a(v+e) 

zieht.  Geht  die  Ebene  durch  einen  der  a  Beriihrungspunete  der  stationaren  Ebenen,  so  haben 
wir  in  ihm  eine  Spitsie,  einen  Knoten-  und  einen  Wendepunct  vereinigt.  Die  Curve  l  hat  in 
diesem  Puncte  zwei  Zweige,  weil  der  Punot  fiir  F  ein  Doppelpunet  ist,  mit  deraelben  Tangente, 
deren  Berùhrung  femer  vierpunctig  iat,  da  diese  Tangente  in  der  Wendeebene  liegt.  Man  hat 
so  in  der  Curve  l  eine  Singuiaritat,  welehe  die  Verminderung  3+2  in  der  Classe  und  8-j-6~|-l  in 
der  Zahl  der  Wendepunete  hervorbringt. 

Geht  die  Bchneidende  Ebene  dureh  einen  der  p  stationaren  Puuote  der  Curve  (v),  so  hat  in 
ihm  die  Curve  {  drei  Zweige,  die  von derselben  Tangente  vierpunctig  beriihrt  werden,  DieseSin- 
gularitàt  umfaast  zwei  mit  einem  Kaoteupunct  vereinigte  Spitaen. 

Geht  die  schneidende  Ebene  dnroh  einen  der  X  stationaren  Puncte  der  Curve  Cz),  so  erhalten 
wir  in  ihm  drei  Zweige  der  Curve  l  mit  awei  veraohiedenen  Tangenten,  eine  Singularitfit,  welehe 
der  Vereiniguag  einer  Spitze  mit  zwei  Knotenpuncten  entaprieht. 

(ìeht  die  «ehneidend*»  Ebene  dureh  einen  der  0  BeriihrungBpTmcte  der  Curven  {v),  {£)  mit 
dea  stationaren  Geiaden,  so  hat  in  ihm  die  Curve  { drei  Zwoige,  die  von  deraelben  Tangente 
vieipuntti^  beruhrt  werjen,  und  dieae  Singularitat  entspricht  zwei  mit  einem  Knotenpnnct 
veremigten  Spitzen    U    s    w ,  u.  s.  w. 
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rungskegel  von  F  ìntn  —  oder  auch  (71)  die  cubisehe  Polarflaehe  von  m  —  ist  dann  aus 
drei  Ebenen  zuaammongesetzt,  von  denen  zwei  raìt  der  Ebene  zusammenfallen,  welche  F 
ISngs  t  beriihrt,  und  die  dritte  ist  die  Tangentialebene  ìangs  f.  Die  Durehschnittsgerade  i" 
diesel  beìden  Tangentialebenen  ist  die  Cuspìdaltangente  der  Knotencurve  in  m. 

Die  zweite  Polarflaehe  von  o  geht  dureh  xn  und  wìrd  dort  von  einer  Ebene,  die  dureh 
l"  geht,  berUhrt,  das  heisst,  von  einer  Ebene,  welehe  mit  der  Curve  i  einen  dreipnnetigen 
Contact  bat;  Eolglich  hat  man: 

Die  swdte  Pohrfldche  dnes  heliehigm  Poles  in  Bezug  auf  eine  Deveìoppabìe  hai  mil  der 
Knotencurve  in  jedem  Punde  einm  dreipunetigm  Coidact,  weleker  fur  diese  ein  SHUstands- 
punet  und  fiir  die  Guspidalcurve  em  emfacher  Punct  ist, 

109.  Jeder  der  dreifachen  Puncte  von  F,  in  dem  drei  gdrennle  Generatrixen  zusammen- 
laufen,  ist  offenbar  fur  die  Curve  (i)  ebenfalls  dreifaeh  und  ist  auch  ein  Punet  der  zweiten 
Polarflache  von  o. 

Die  Durchsehnittspunete  der  zweiten  Polarfla.che  von  o  mit  der  Curve  (i)  werden  daher 
dureb  folgende  Gleichung  reprilsentiert: 

S(p_2)==.^(p—4)+2p+3X  +  3T  +  4e  +  36(p— 6)4-3. 2(u  +  2ttì(p  —  8)  +  128'. 

Setzt  man  hierin  fur  X  seinen  Werth  (104),  so  entsteht: 

3^=-(e— il.— 3v-36-2<u){p— 2)  +  8[i,+206+10p+18<«. 

Mittelst  des  Princips  der  Dualitat  erhalt  man  aus  den  Zahlen  X,  t  fo^endo  andere 
Zahien: 

).,=^{p  +  4)-6(p  +  a)-4(<»  +  -f')-26, 

3t,=(7j  — V— 3iJL— 36— 2«>)(p  — 2)  +  8v4-20e  +  10«  +  18(o, 
wo  X,  die  Zalil  der  Ebenen  bedeutet,  von  denen  jede  die  Curve  (v)  in  einem  Punete  oseu- 
liert  und  in  einem  andern  berUhrt,  und  t,  die  Zalil  der  Ebenen,  welelro  die  Curve  (v)  in  drei 
getrennten  Puneten  beruliren. 

110.  Exiatieren  auf  einem  Kegel  S-ter  Ordnung  zwei  Curven,  die  nicht  durch  den  Sehei- 
tel  gelien  und  jede  Generatrix  bezuglich  in  a„  Oj  Puneten  echneiden,  so  ist  die  Zahl  der 
beiden  Curven  gemeineehaftlichen  Puncte  gleich  SoiO;.  Diese  Behauptung,  die  an  sieh 
lilar  ist,  wenn  die  beiden  Curven  die  Durchselinitte  des  Kegels  mit  zwei  Flacben  bezflglich 
der  ii-ten,  02-ten  Ordnung  sind,  nehmen  wir  hier  fiir  allgemeingilt%  an, 

Dies  vorausgeschìckt  bemerlte  man,  dass  der  Perspectivkegel  der  Knotencurve  (S)  vom 
Scheitel  0  mit  der  Developpablen  F  die  Curve  (S)  gemein  hat,  die  zweimat  zu  zahlen  ist, 
und  also  diese  Finche  noch  in  einer  anderen  Curve  e  der  S(p— 2)-ten  Ordnung  eehneidet, 
die  mit  jeder  Generatrix  des  Kegels  p — 2  Puncte  gemein  hat.  Nimmt  man  auf  jeder  Genera- 
trix des  Kegels  die  harmonisehen  Mittclpunete  des  (p — 3)-ten  Grades  des  Systems  der  (p — 2) 
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Puncte  von  e  in  Bezug  auf  o  als  Poi,  so  ist  der  Ort  dieser  harmonischen  MittelpuQcte  —  ge- 
nau  wie  fut  die  ebenen  Curven  *)  —  cine  Curve  e'  von  der  |(p— 3)-teii  Ordnimg  und  hat 
mit  jeder  Generatrix  dee  Kegels  fj — 3  Puncte  gemein.  Die  beiden  Curven  e,  e'  haben 
k(p — 2)(p — 3)  Punete gemein,  und  zwar  die  folgondeii: 

a.  Die  Beriihrungspunete  der  Curve  e  mit  Tangenten,  welche  gleichzeitig  Generatrixen 
des  Kegeis  (^)  sird.  Aber  die  Tangenten,  welche  sieh  von  oian  F  ziehen  lassen,  haben  ihre 
Beruhrungspuncte  auf  ^  Geraden  (Generatrixen  von  F),  welche  (13)  den  Kegcl  (i)  in 
lj,(i— 2p+8)  Puneten,  die  nicht  auf  der  Curve  (£)  liegen,  treSen.  Dieso  ii(S— 2p  +  8) 
Punete  sind  folglich  ebensoviele  Durchschnittspunete  der  Curven  e,  e'. 

b.  Die  Puncte,  in  welehen  die  Curve  (i)  von  den  ■/,  Doppe^eneratrixen  dos  Kegels  (i) 
getrofEen  wird.  Es  seien  jp,,  p^  zwei  Punete  der  Curve  (^)  mit  o  in  gerader  Linie.  Wir  be- 
trachten  die  Doppelgeneratrix  opiP^  des  Kegels  wie  zwei  verschiedene  Generatrixen 
opi,  op;.  Die  erste  derselben  triift  zunachst  die  Curve  (i)  in  p„  schneidet  dann  F  in 
zwei  mit  ps  zusammenfallenden  Puneten  und  ausserdem  noeh  in  anderen  p — 4  Puneten 
qi,  qa.  ■■■  ;  die  zweite  dag^en  schneidet,  nachdem  sie  die  Curve  (|)  in  pt  getroffen,  die 
Flàche  F  in  zwei  mit  p,  zusammenEallenden  Puneten  und  ausserdem  noeh  in  anderen 

p— 4  Puneten  q„  q^, Die  Ebene,  welehe  dureh  o  und  dureh  die  Tangente  der  Curve  (S) 

in  pi  (odor  in  pj)  geht,  schneidet  die  beiden  Tangentialebenen  von  F  in  ps  (oder  in  pj 
lange  zwei  Geraden,  welche  in  p^  (oder  in  p,)  Tangenten  der  Curve  e  sind;  die  beiden  Ebe- 
nen, die  dureh  o  und  bezuglieh  dureh  die  Tangenten  der  Curve  (i)  in  den  Puneten  p„  p^ 
gehen,  sehneiden  die  TangentiaJebene  von  F  in  q  in  zwei  Geraden,  welche  die  Curve  e  in 
qberaiiren.  Also  sind  die  Puncte  Pi,  ps,  Cfi,  qa,...  sammtlich  fiir  e  Doppelpuncte. 

Auf  der  Geraden  cp„  findet  man  als  Puncte  der  e'  die  p^3  harmonischen  Mittelpuncte 
des  Systems  p^,  ps,  qi,  Cfi, ...  ,  und  auf  op,  hat  dieselbe  Curve  die  p — 3  harmonischen  Mit- 
telpuncte des  Systems  p,,  p,,  Cf,,  q^,  ...  ,  folglich  enthalt  die  Doppelgeneratrix  op,ps  des 
Kegels  2(p — 3)  Puncte  von  e'.  Einer  davon  ist  p,,  ein  andrer  pj.  Jeder  dieser  Punete  ist 
filr  e  ein  Doppelpunct  und  ein  einfaeher  Punet  fiir  e',  und  vertritt  also  zwei  Durehsohnitts- 
punete  der  Curven  e,  e'.  Die  n  Sehnen  der  Curve  (^),  welche  dureh  o  gehen,  geben  folglich 
4x  Durchschnittspunete  der  Curven  e,  e'. 

e.  Die  Punete,  in  denen  die  Cuspidalcurve  (v)  und  die  9  stationaren  Generatrixen  von 
F  den  Kegel  (S)  treffen.  Die  Gerade,  welche  von  o  nach  dem  Puncte  p  der  Curve  (i)  geht, 
treHe  in  tn  die  Linie  (v  -]-  8)  und  ausserdem  F  in  weiteren  p — i  Puneten  q„  q^, . . .  Da  m 
zwei  Durchschnittspunete  von  op  mit  F  darstellt,  so  ist  tn  aueh  einer  der  harmonischen 
Mittelpuncte,  deren  Ort  e'  ist.  Jede  Ebene  dureh  m  trifft  in  diesem  Puncte  e  in  zwei  zusam- 
menfallenden  Puneten,  weil  m  ein  gewòhniicher  Punct  fur  den  Kegel  (i)  und  ein  Doppel- 


*)  Einleitung,  N." 
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punct  {TJiiiplaiiarpunct)  fur  F  ist.  Da  nun  alle  Geraden,  die  mit  F  einen  dreipunctigen  Con- 
tact in  m  haben,  in  einer  eùizigen  Ebene  liegen,  ao  ist  die  Durehschnittsgerade  dieser  Ebene 
mit  derjenigen,  welehe  den  Kegel  (i)  làngs  op  beruhrt,  die  einzige  Tangente  der  Curve  e 
in  m,  und  nt  ist  folgUeh  fiir  e  eine  Spitze.  Eine  beliebig  durch  op  gezogene  Ebene  schnei- 
det  den  Kegel  (k)  in  anderen  i — 1  Generatrixen,  deren  eine  op'  die  Curve  e  in  den  Puncten 
ttx'.tn",  qr,',  Cft  ...  trifft.  Nahert  sich  op'  unendlieh  der  Geraden  op,  das  heisst,  wird  die 
Ebene  Tangentialebene  des  Kegels,  so  nahern  sich  die  Ponete  q^',  q/, ...  unendlieh  den 
Puncten  Cji,  qs, ...  und  die  beiden  andem  m',  ut"  nahern  sich  unendlieh  dem  Puncte  tn 
und  also  auch  sich  selbat  untereinander.  Wenn  sich  aber  die  Punete  m',  m"  in  einen  verei- 
nigen,  so  faJlt  auch  einer  der  harmonischen  Mittelpuncte  auf  op'  rait  ihm  zusammen,  das 
heisst,  die  beiden  Curven  e,  e'  haben  in  tn  dieselbe  Tangente  xxxìxx'  oder  mtn"-  Folglich  re- 
prasentiert  in  drei  Durchschnittspuncte  der  Curven  e,  e'.  Die  Zahl  der  zu  m  analogen 
Puncte  ist  gleich  der  Zahl  der  seheinbaren  Durchschnittspuncte  der  Curve  (0  mi*  der  Linie 
(v-4-6).  Die  Curven  (^)und  (v)  haben  gemein: 

1.  die  Beriihrungspunete  der  a  stationUren  Ebenen; 

2.  die  p  Cuspidalpunete  der  Curve  (v);  jeder  derselben  zahlt  fiir  drei  Durehschnitts 
punete  der  beiden  Curven,  weil  diese  in  ihm  dieselbe  Tangente  haben  (107); 

3.  die  X  Cuspidalpunete  der  Curve  {i);  jeder  von  Hinen  zahlt  fiir  zwei  Durehsehnitts- 
puncte,  weil  in  ihnen  die  beiden  Curven  nicht  dieselbe  Tangente  haben  ; 

4.  die  e  Beruhrungspunete  der  stationaren  Tangenten;  jeder  derselben  zàhlt  fflr  drei 
Durchschnittspuncte,  weil  in  ihnen  die  beiden  Curven  drei  Puncte  in  gerader  Linie 
gemein  haben; 

6.   Die  2<tt  Beruhrungspunete  der  Doppeltangenten;  jeder  derselben  zahlt  ftìr  zwei 
Durchschnittspuncte,  weO  in  ihnen  die  beiden  Curven  (v)  und  (i)  dieselben  Tan- 
genten haben; 
6 .  Dio  s' Doppelpunete  der  Curve  (v),  welehe,  als  vierf ache  Puncte  der  Curve  (i),  %  4.  e' 

Durchschnittspuneten  gleich  gelten. 
Die  Zahl  der  seheinbaren  Durchschnittspuncte  der  Curven  (S),  (v)  ist  daher 

vÈ— a— 3^  — 2X— 30— 4o)— 8a'. 
Jede  der  6  stationaren  Geraden  hat  (100)  mit  der  Curve  (é)  einen  dreipunctigen  Con- 
tact und  ausserdem  p — 6  gemeinaehaftliehe  Puncte,  von  denen  jeder  fur  die  Curve  {i) 
stationàr  ist  und  folglieh  zwei  wirkiiehe  Durchschnittspuncte  darstellt.  Die  Zahl  der 
seheinbaren  Durehsehnittspuncte  der  Curve  (£)  mit  der  stationaren  Geraden  ist  also 

?-2(p-6)-3, 
und  Eolglieh  ist  die  Zahl  der  seheinbaren  Durehsehnittspuncte  der  Curve  (^)  mit  der  Linie 
(v+tì)  gleich 

v$  -a— 3p— 2>.  — 36— 4(0— 8b'  -i-6(e— 2p4-9). 
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d.  Die  Puncte,  in  denen  die  ta  Doppelgeneratrixeii  von  F  den  Kegol  (^  treffen.  Wenn 
die  voli  0  nach  eìnem  Puncte  p  der  Curve  (i)  gezogene  Gerade  die  Doppelgeneratrix  (  in 
m  trifft,  so  gilt  nx  fiir  zwei  Durehschnittspuncte  von  op  mit  F  iind  ist  daher  ein  Punet 
der  Curve  e',  des  Ortes  der  harmonisehen  Mittelpunote.  Ferner  ist  m  fur  die  Curve  e  eìn 
Doppelpunct,  weU  daese  in  ihm  zwei  Tangcnten  besitzt,  welehe  die  Durohschnittsgeraden 
der  TangeutiaJebene  des  Kegels  (S)  làngs  op  mit  den  Tangentialebenen  von  F  làngs  (  sind. 
Die  Gerade  (  hat  mit  der  Curve  (i)  zwei  dreipunctige  Berìilirungen  iind  ausserdem  noeh 
p — 8  gemeinsame  Puncte,  die  fiìr  genannte  Curve  Doppelpuncte  sind;  folgUch  ist  die  Zahl 
der  scheinbaren  Durehschnittspuncte  dieser  Curve  mit  den  tu  Doppelgeneratrixen  gleieh 
u>(5— 2(p  — 8)— 2.3],  das  heisst  (u(S— 2p-(-10).  Jeder  dieser  Puncte  zàhlt  fur  zwei 
Durchschnittapunete  der  Curven  e,  e'. 

e.  Die  Doppelpuncte  der  Curve  (v),  welehe  fur  die  Curve  (S)  vierfach  sind.  Ist  m  einer 
dieser  Puncte,  so  ist  cyrn  eine  vierfaehe  Generatrix  des  Kegels  (i).  Wir  wollendiese  Ge- 
rade so  ansehen,  als  sei  sie  durch  Uebereinanderlagern  von  vier  versehiedenen  Generatrixen 
erzeugt:  in  jeder  derselben  faUen  zwei  von  den  p — 2  Puncten  der  Curve  cmit  nt  zusam- 
men,  f  olglìeh  ist  tn  aueh  ein  harmonischer  Mittelpunct,  das  heiaat  ein  Punct  von  e'.  Der  Punct 
ttt  reprasentiert  fur  die  Curve  e  und  auf  jeder  der  vier  Generatrixen  einen  Doppelpunct  mit 
zusammenfallenden  Tangenten,  weil  die  Tangenten  die  Durehschnittsgeraden  der  Taiigen- 
tialebene  des  Kegels  (0  langs  om  mit  den  Tangentialebenen  der  Developpablen  in  m  sein 
wUrden,  und  diese  Geraden  zusammenfallen,  da  dieso  drei  Ebenen  dureh  ein  und  dieselbe 
Gerade  gehen.  (In  der  That  ist  die  eiozige  Tangente  der  Curve  (£)  in  tn  genau  der  Dureh- 
schnitt  der  beiden  Tangentialebenen  von  F).  Also  gilt  nt  fttr  3.4  Durehschnittspuncte  dei 
Curven  e,  e'. 

111.  Die  Durehschnittspuncte  der  Curven  e,  e  sind  also  durch  folgende  Gleichung 


e(p— 2)(p— 3)=iJ.(£— 2p  +  8)  +  4:t+3(v£™o:— 3P-2X— 36— 4(o--8k') 
+  36(S-2p  +  9)-h2w(^— 2p  +  10)  +  128'. 
Aus  der  dritten  Gleichung  der  Nr.  97  erh&lt  man  aber: 

p(|.-l)-|i-3(«+6)-2»=2£, 
also: 

2S(^  — 2p4-3)=— 2[<p— 4)  +  4x  — 3(a  +  3i3-i-2J.)— 6e(p— 3)  — 4to(p— 2)— 128'. 
Addiert  man  diese  Gleichung  zu  der  mit  4  muUiplicierten  ersten  Gleichung  in  Nr.  109,  und 
setzt  fiir  p  den  aquivalenten  Ausdruek  (97): 

6p— 8[j.-j-3a— 26, 
so  erhalt  man: 

S(^  — l)-2x-2<tt(p  — 8)— 3X— 36{p— 6)— 6t  — 18«'=p{,..-3)  — 3a. 
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112.  Daraus  ergibt  sieh  sogleieh  die  Classe  der  Curve  (i).  Diese  Curve  hat  v.  scheinbare 
Doppelpuncte,  (u(p^8)  wirkliche  Doppelpuncte,  X-|-e{p — 6)  statìonare  Punete,  z  dreifache 
und  a'  vieriache  Punete,  voq  denen  jeder  seehs  Doppelpuncten  und  zwei  Spitzen  gleich  gìlt 
(106,  Anmerlcung).  Ausserdem  hat  die  Curve  (è)  noch  weitere  y'  Doppelpuncte  entspreohend 
den  Ebenen,  welehe  F  langs  zwei  versehiedener  Generatrixen  berilhren. 

Betrachten  wir  nahmiieh  eine  aolche  Ebene,  welehe  die  Curve  (v)  in  zwei  Puneten  va, 
tn'  oseuliert  und  F  langs  der  beiden  Geraden  mn,  itm'  bertthrt.  Diese  Ebene  schneidet  F 
langs  einer  Curve  Her  (p — 4)-ten  Ordnung  und  ([j, — 2)-ter  Classe,  mit  v -f  6 — 6  Spitzen, 
also  ini  Besitz  von 

|((P— l)(p-6)-(l'-2)"3(»  +  6-6))-£+«-4(p-5) 

Doppelpuncten.  Der  Punet  rt  ist  fiir  den  voUstandigen  Schnitt  vierfaeli  und  stellt  also  vier 
Durchselinittspunete  der  Ebene  mm'tt  mit  der  Knotencurve  dar,  und  folglicb  fallen  die 
ubrigeu  4ip—^)  Durchschnittspuncte  zu  zwei  und  zwei  auì  die  Durelischnittspunete  von  ( 
mit  den  Geraden  mtt,  txx'xt;  das  heisst,  jede  von  diesen  Geraden  beriihrt  l  in  einem  Punete 
(m  oder  m')  und  schneidet  sie  noch  in-  andern  p — 6  Puncten.  Die  Ebene  mtn'n  hat  also  mit 
der  Knotencurve  inn  eine  vierpunctige  Beriìhrung  und  noeh  2(p— 6)  andere  zweipunctige 
Contacte,  und  jede  der  Geraden  ttm,  nm' trifit  nìeht  mehr  als  p — 6  andere  Generatrixen, 
Schneiden  wir  also  die  Curve  (i)  dureh  eine  Ebene,  die  dureh  ran  geht  oder  auch  durch 
ntn',  so  gilt  n  immer  fùr  zwei  zusammenfalleode  Durchschnittspunete;  das  heisst  «  ist 
ein  Doppelpunet  fiir  die  Curve  (|),  Man  sieht  nun  leicht,  dass  die  beiden  Tangenten  dieser 
Curve  in  n  in  der  Ebene  txitn'n  enthaìten  sind  und  mit  den  beiden  Generatrixen  nvn,  wm' 
ein  harmonisches  Buechel  bilden  *). 

Dies  vorausgesetzt,  ist  mit  Eiicksicht  auE  die  letzte  Gleichung  der  Nr.  Ili  die  Classe  der 
Knotencurve,  das  heisst  die  Ordnung  der  Developpablen,  welehe  von  ihren  Tangenten 
erzeugt  wird,  gleich 

p(,,._3)_3a-2T'. 
Gemàss  dem  DualitiLtsprincip  ist  dann  die  Ordnung  der  doppeltberiihrendcn  Developpa^ 
blen  der  Curve  (v)  gleich 

p(,_3)_3p-2»'. 

*)  Die  correlative  Eigenschatt  iat:  Wenn  die  Curve  (v)  einen  DoppelpuDe-t  m  hat,  so  beruhrt 
die  Ebene  der  beiden  Tangenten  die  doppeltboiuhreiide  Developpable  fdie  von  der  Classe  j) 
ist)  làngs  Hwei  Geraden,  welehe  durch  m  gehen,  und  den  beiden  Tangenten  der  Cuspidalcurve 
haimonisoh  oonjugiert  smd  f^']  Diese  beiden  Geraden  sind  die  Spuren  der  Ebenen,  welehe  in 
tu  mit  der  Knotencnrvo  emen  "lebenpunetigen  Contact  haben. 
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Capitbl  V. 
ProjectÌTÌ8che  FlachenMsehel.  [^*] 


118.  Die  Zahl  s  der  Geraden,  die  durch  eineii  festen  Puiiet  o  gehen,  utid  jede  die  Durch- 
schnittseurvo  zweier  Flàehen  F„,,  ¥^,,  in  zwei  Puneten  treffeii,  kann  man  auch  direct, 
wie  folgt,  bestimmen. 

Wie  es  sehon  anderswo  (77-79)  gczeigt  ist,  bilde  man  fìir  jede  der  beiden  gegebenen 
Flaehen  die  Eeihe  der  perapeetivischen  Flàehen  F'vj,  F'vj  «nd  die  Eeihe  der  abgeleite- 
ten  Flàchen  ^_i,  ^^_i  entspreehend  den  versehiedenen  Werthen  eines  gewfesen 
DoppelverhaJtnisses  und  zwar  unter  Benutzung  des  Poles  o  uiid  einer  willkurliehen  Ebene 
P.  Die  so  bestirnmten  vier  Reihen  von  Flàehen  aind  projectivisch,  wenn  man  nur  aJs  ent- 
spreeliende  Elemente  diejenigen  Flàehen  annimmt,  die  ein  und  demselben  Werthe  des  Dop- 
pelverhaltnisaes  entsprechen. 

Die  Ordnung  und  der  Index  der  Reilien,  die  durch  die  Flàehen  F'„j ,  F'^^  gebildet 
werden,  sind  v,,  Vj,  und  also  ist  *)  der  Ort  der  gemeioschaftlieheii  Curve  zweier  entspre- 
chender  Flàehen  dieser  Reihen  von  der  2v,Vs-ten  Ordnung.  In  dieaem  Orte  ist  ferner  die 
Ebene  P  v,Vi-ma]  enthalten.  Denn  die  Vi  Flàehen  der  ersten  Reihe  und  die  v^  Màchen 
der  zweiten  Reihe,  welche  dureh  einen  beliebigen  Punct  p  von  P  gehen,  fallen  mit  der  E- 
bene  P  zusammeii,  weil  alle  Flàehen  jeder  Reihe  dureh  ein  und  dieselbe  Curve,  dio  in  der 
Ebene  P  liegt,  gehea  Der  Punet  p  gehiirt  daher  v,  Flàehen  der  ersten  und  v,  Flàehen  der 
zweiten  ReDie  an,  und  jede  beliebige  der  letzten  kann  als  jeder  beliebigen  der  ersten  ent- 
spreehend angenommen  werden;  also  ist  auch  p  ein  (v,  Vs)-faeher  Punet  fiir  den  durch  diese 
beiden  Reihen  erzeugten  Ort. 

Dieser  Ort  ist,  von  der  Ebene  P  abgesehen,  aus  emer  Flàehe  ViV^-ter  Ordnung  gebil- 
det, die  nichts  Anderes  ist,  als  der  Kegel  K,  dessen  Scheltel  in  o  liegt,  und  dessen  Diree- 
trix  die  Curve  (viVj)  ist,  welehe  beiden  Màehen  gemeìn  ist;  denn  dieser  Kegel  geht  durch 
die  gemeinsame  Curve  irgend  zwei  entspreehender  Flàehen  F^,,  F,,. 

In  àhnlicher  Weise  erzeugen  die  beiden  Reihen  der  ^„i ,  ^_i  eine  Flàehe  S  von 
der  Ordnung  (vj— l)(v2— 1).  Nun  gehort  jeder  den  Flàcben  F^  und  J^_i  gemein- 
sehaltliehe  Punet  auch  der  entspreehenden  Flàehe  F',^  an,  und  ebenso  jeder  den  Flàehen 
F„5  und  ,^_i  gemeinsehaftiiche  Punet  auch  der  entspreehenden  F'„^,  und  so  muss  also 
jeder  Punct  a',  der  auf  dem  Orte  S  liegt  —  und  daher  in  zwei  entspreehenden  Flàehen 
^_i,  M^-i  —  und  in  der  Curve  F„^P„j,  aoeh  in  zwei  entspreehenden  Flàehen  F,,,, 
Wr^,  liegen.  Der  Strahl  e»a'  enthàlt  ìolglieh  ausserdem  noch  einen  Punet  a,  der  F„j  und 


*)  Muleitumg,  Nr.  83. 
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F„,  gemeiii  ìst,  das  heiast,  dieser  Strahl  trifft  die  Curve  F^,F,.s  in  zweìsrefo-euMteK  Puncten. 
Ich  sage  getrennt,  weil  zwei  homologe  Punete  der  FJSchen  F»  ,  FV  mir  zusammenfallen, 
wenn  sie  in  der  ersten  Polarflàclìe  von  e  in  Bezug  auf  Fy  liegen;  die  beiden  Punete  a,  a' 
fallen  dalier  nur  dann  zusamraeii,  wenn  F„j ,  F^^  mit  ihrer  ersten  Polarflaehen  eineii  ge- 
meinsamen  Punct  haben,  oder  auch  —  wegen  der  WìUkiirliehkeit  des  Poles  o  —  wenn  F^ 
und  Fv^  einen  vielfaehen  Punet  gemein  haben. 

Halten  wir  ako  (est,  dass  o  ein  ganz  beliebig  gegebener  Punet  ist,  und  dass  F., ,  F^j 
keine  gemeinsehaftlichen  vieffachen  Punete  besitzen,  wenn  sie  auch  Beruhrangspuncte 
haben,  so  sind  die  v,V;(V| — l)(vs — 1)  Durchschnittspunete  von  S  mit  der  Curve  F^^F^ 
zu  zwei  und  zwei  mit  dem  Polo  o  in  gerader  Linie,  das  heisst,  dureh  o  gehon 

„=i,.,.(,,-i)(.,-i) 

Sehnen  der  Curve  F^^F^^. 

119.  Wenn  die  Flàchen  F„j,  F^^  einen  gemeinsehaftlichen  Punet  a  haben,  der  beziig- 
lich  TCi-fafih,  %-faeh  ist,  so  ist  im  Ailgemeinen  a  fur  die  gemeìnachaftìiche  Durchschnitts- 
ourve  beider  Flàchen  ffi|jcj-fach.  Da  nun  der  Strati  ca  die  Fiàche  F,^  anderswo  nur 
uoeh  in  v, — tu,  und  F^  nur  noeh  in  Vj — x^  Puneten  trìfft,  so  werden  in  a 

Flàchen  ^^—i  mit  der  ersten  Polarflache  von  o  in  Bezug  auf  F,,^  zusammenfallen  und 
ebenso 

(.,-l)-(v,-«,)_.,-l 

Flàchen  ^-t  mit  der  eraten  Polarflache  von  o  in  Bezug  auf  F^^. 

Bine  beliebige  von  diesen  ici^l  Flàchen  t§C^_i  kann  man  als  correspondierende 
Fiàche  fiìr  jede  beliebige  der  X;™!  Flàchen  5^_i  ansehen,  und  folglieh  ist  a  fur  S  ein 
(xi~l)(x5 — l)-facber  Punet  und  stellt  in  Folge  dessen  TtiXa(x,  —  l){x2^1)  Durchschnitts- 
punete von  S  und  der  Curve  F^,F,,  dar.  Die  Zahl  der  Sehnen  dieser  Curve,  welche  dUreh 
o  gehen  ist  also 

B  =  ^(». ».(».-!)  («^-^-«.«.(«i-lXi.-l)) 
Unter  derselben  Voraussetzung,  wie  wir  sie  oben  gemacht  haben,  ist  der  Punct  a  fiir 
alle  ersten  Polarflàchen  in  Bezug  auf  F^,,  F»^  bezuglieh{x, — l)-faeh  und(xs — l)-fach{85) 
und  ist  also  filr  die  Fiàche  (Vi  +  Vs— 2)-ter  Ordnung,  den  Ort  der  Punete,  deren  Polare- 
benen  fiir  die  gegebenen  Flàchen  sieh  au!  einer  festen  Geraden  schneiden  (117),  ein 
(xi-l-ta^Sj-facher  Punct.  Die  Tangenten  der  Curve  F^^F^  bilden  alao  in  diesem  Falle 
1  der  Ordnung 
=ViVs(v,  +  Vs— 2)— 23— 3o— XiXj(xi+Xi,— 2). 
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Haben  die  beiden  Flachen  (v,),  (v,)  einen  gemeiascbaftlicbcii  Punct  a,  der  fur  die  FlSr 
chen  beziiglieh  iTi-ìaeh,  Xa-tach  ist  imd  ^-Each,  jjj'-faeh  fiir  die  Curven  (tp),  (to'),  so  dass  aJso 
t[j-]-t])'=Xiii;ist,  so  erhalten  wii  an  Stelle  der  obigen  Gleiehuiigen  (120)  tolgende  anderen: 

v,v,(v,-l)K-l)-:r,x,(x,-l)(^,-l)  =  2(8+8'4-x), 

p  =  ¥'(ì'-l)~2(8  +  S)-3a-^(4.-l), 

p'=,p'(^'_l)_2(a'  +  3')— 3o'-f(([i'-l), 

(vi  +  vj  — 2)y=p  +  t  +  2S  +  3a  +  (ic,  +  XB— 2)'[), 

(vi  +  v,— 2)y'  =  p'+i+2S+3a'  +  (xi  f  TT,— 2)f, 

?>{v,-l){v,-l)--Kx,-l)(7t,-lì  =  2«  +  ^, 

y'(v,— l)(v,-l)-f(^,-l)(x,-l)  =  2«'+x, 

Es  Lat  keine  Seliwierìgkeit  die  analogeii  Gleichungen  fur  den  Fai!  aufzustelìen,  dass 
die  beiden  Flàehen  sich  laiiga  drei  getrennter  Curven  schneidcn  ;  u.  s.  w. 


Oapitel   vii. 
ProjoctiTisehtì  lineare  Fliiehensysteine  drltter  Stufe.  | 


141,  Hat  man  fiinf  Flachen  bezuglich  von  den  Ordnungen  Vi,  v^,  v^,  v,,  Vj,  so  bOden 
die  ersten  Polarflachen  der  Punete  des  Eaumes  ùi  Bezug  auf  jene  Flàchen  funi  lineare 
projectivische  Syateme  von  den  Ordnungen  v, — 1,  v, — 1,  v,^ — 1,  Vj^l,  Vs — 1.  Man  hai 
aleo  den  Satz  (140): 

Der  Ori  eines  Punctes,  dessen  Polarebenen  in  Bezug  auf  funf  gegebene  Flàehen  von  den 
Ordnungen  v,,  Vj,  v,,  v^,  v^,  durch densdben  Pund  gehm,  ist  eine  Raumcurve  von  derOrdnung 
ViV,  +  v,V3+  ...  +v,v,-4(v,-f  v,+  ...  +v,)-^10. 

Diese  Kaumeurve,  die  Jacóbiana  der  funf  gegebenen  Flachen,  liegt  offenbar  auf  den  Jar 
cobianen  der  gegebenen  Flàchen  zu  vier  und  vier  genommen. 

Ist  v=V|=Vs=^v3=v,^=V5,  so  erliàlt  man  eine  Curve  von  der  10(v — l)^-ten  Ordnung, 
den  Ort  der  Punete,  deren  Polarebenen  in  Bezug  auf  die  Flàchen  eines  linearen  Systems 
vierter  Stufe  und  v-ter  Ordnung  durch  den  namliehen  Punct  gehen.  Diese  Curve  kann 
man  die  Jacóbiana  des  linearen  Systems  nennen. 

Ist  V5=l,  so  erhalt  man  eine  Curve  von  der  Ordnung 

v,v,+  ... +v,v.-3K+...+».)  +  6, 
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Ort  eìnea  Punctea,  desseii  Polarebenen  in  Bezug  auf  vier  gegebene  Flachen  auf  einer  gege- 
beoen  Ebene  zusamraenlaufen.  Sind  sic  alle  von  dersclben  Ordnung  v,  so  findet  man  dass 
der  Ort  eines  Punctea,  desaen  Polarebenen  in  Bezug  auì  die  Flachen  einea  linearen  Systems 
dritter  Stufe  und  v-ter  Ordnung  in  einen  Punet  einer  festen  Ebene  zuaanimeniaufen,  eine 
Raumcurve  der  6(v— l)^-ten  Ordnung  ist. 

Fur  v,=^V5=l  erhalt  man  den  Ort  einea  Punctes,  desaen  Polarebenen  in  Bezug  auf 
drei  Flaehon  sich  auf  einer  gegebenen  Geraden  treffen.  Sind  die  diei  Flachen  von  der  nam- 
liehen  Ordnung  v,  so  ist  der  Ort  eine  Curve  der  3{v— l)^-ten  Ordnung. 

Waro  V3=V4^V5=1,  ao  erhielte  man  den  Ort  eines  Punctes,  dessen  Polarebenen  in 
Bezug  auf  zwei  gegebene  Flachen  durcli  einen  festen  Punet  gehen,  das  heisst,  wir  erhal- 
ten  den  Satz: 

Die  Curve  der  (v, — l){'ii,—l)-ten  Ordnung,  DurckschniU  der  ersten  Polarflàcken  emes 
gegeberhen  Punctes  in  Bezug  auf  zwei  gegebene  Flaehen  Vi-ter  und  %4er  Ordnung,  ist  die 
Jacobiana  folgender  fiinf  Flaehen:  der  beiden  gegebenen  und  drei  ìieìiebiger  Ebenen,  welche 
durch  den  gegeienm  Punet  gehen. 

143.  Aueh  liier  kann  man  ala  Anwendung  dieses  Satzes  die  Jacobiana  von  sechs  gege- 
benen Flachen  betraehten,  die  aus  den 

ViV,V3  +  v,v,v,+  ...  +v,v,v,-4(y.v,+  ...  )+10(v,+  ...)-20 
Puneten  besteht,  von  denen  jeder  die  Eigensehaft  hat,  dass  aeine  Polarebenen  in  Bezug 
auì  die  sechs  gegebenen  Flaehen  der  Ordnungen  v,,  v^, ...  ,Vs  dureh  den  nàmliehen  Punet 
gehen.  Hierin  ist  als  Specialfall  die  Zahl  der  Punete  enthalten,  deren  Polarebenen  in  Be- 
zug auf  je  ftlnf,  vier  und  drei  der  gegebenen  Flachen  sich  bezùglìch  auf  einer  gegebenen 
Ebene,  einer  gegebenen  Geraden  und  in  einem  gegebenen  Punete  trefEen.  Zum  Beispiel 
findet  man  den  Satz: 

Die  (v,— l)(Vi— l)(v3 — 1)  gemeinschaftliche  Punete  der  ersten  Polarflàchen  eines 
Puneles  in  Bezug  auf  drei  gegebene  Flaehen  bildm  die  Jacobiana  folgender  sechs  Flachen: 
der  drei  gegebenen  und  dreier  Ebenen,  die  durch  den  gegebenen  Punet  gehen. 


Zusatz  zn  N.°  31*.    [«"] 

Von  den  beiden  cubiachen  Curven,  welehe  der  Hessiana  und  zwei  conjugierten  Ebenen 
der  Involution  gemeinsehaftlieh  sind,  enthàlt  die  eine  die  Punete  e,  6'  und  die  andere  die 
Punete  e',  &  (208);  folglich  sind  die  beiden  cubiachen  Curven  entsprechende  Curven  (168). 
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Dem  ebenen  Schnitte,  der  aus  der  ersten  eubischen  Curve  und  der  Geraden  p  besteht,  ent- 
spricht  (199)  das  durch  die  andere  cubische  Curve  und  die  drei  Geraden  ^i,  p^,  Pa  die  im 
Puncte  p  zusammeidaufeii,  gebildete  System.  Folglich: 

Die  euhischen  Curven,  àie  ma/n  aus  der  Hessiana  miUelst  Ebenen  schneidet,  welche  durch 
die  O^ade  p  gehen,  simd  zu  ewei  uTid  zwei  eorrespondierende  Curven.  Zwei  entsprechende  cu- 
bische Curven  werden  vom  Puncte  |>  aus  miUelst  desselben  Kegels  gesehen,  der  folglieh  die  ge- 
mischte  cubisehe  Polarfldche  der  Ebenen  beider  Curven  ist. 

Ist  die  echneidende  Ebene  eiiie  der  Doppelebenen  der  Involution,  so  eiitspricht  die  cu- 
bische Curve,  welche  dann  als  Durchselinitt  mit  der  Hessiana  resultiert,  sich  selbst;  das 
heisst,  ihre  Puncte  e,  e'  sind  zu  zwei  und  zwei  entsprechend.  OHenbar  ist  diese  Curve  die 
Hessiana  der  eubischen  Curve,  langs  deren  die  nàraliche  Ebene  die  Fundamentalflaehe 
schneidet.  Die  Polarebene  von  e  bemhrt  die  Hessiana  in  e'  (183)  und  geht  folglich  durch 
p  ;  also  liegen  (62)  alle  Punete  e  auf  der  ersten  Polarflache  von  p.  Daraus  schliesst  man, 
dass  die  erste  Polarflàehe  von  p  aus  den  Doppelebenen  der  Involution  zusammengesetat 
ist,  von  denen  in  N."  214  gesproehen  wurde. 

Wir  Mgen  noeh  hinzu,  dass  sammtliche  gemeine  und  gemisehte  eubische  Polarflachen 
der  durch  p  gehenden  Ebenen  in  p  einen  Doppelpunet  und  ausserdem  drei  andere  Ddppel- 
puncte  besitzen,  die  in  ein  und  derselben  Ebene  durch  p  und  beziìglich  auf  don  Geraden 
Pi,  Piì  Pi  liegen.  Eiue  solche  Flaehe  geht  in  einen  Kegel  iiber,  wenn  sic  sieh  auf  zwei 
conjugierte  Ebenen  der  obengenannten  Involution  bezieht. 
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SULLE  LINEE  DI  CURVATURA 
DELLE   SUPERFICIE   DI   SECONDO   GRADO.   |"1 


>  dell' Aecaihmia  delle  .^cieme  deU'IstUvto  di  Bologna,  f. 


Consideriamo  una  superficie  algebrica  S,  dotata  della  proprietà  d'essere  rappresenta- 
bile punto  per  punto  sopra  un  piano,  e  siano  i,  tj,  C  le  coordinate  cartesiane  di  un  punto 
qualunque  della  superficie,  riferita  a  tre  assi  obliqui;  x„  x^,  Xs  le  coordinate  trilineari 
del  punto  corrispondente  nel  piano  rappresentativo,  nel  quale  siasi  formato  il  triangolo 
fondamentale  con  tre  rette  scelte  ad  arbitrio  {purché  non  concorrenti  in  uno  stesso  punto 
a  distanza  finita,  ne  infinita).  Allora  si  potranno  riguardare  i  rapporti  x,:  x.^:  x^  come  coor- 
dinate curvilinee  pel  punto  dì  S;  e  le  coordinate  S,  tj,  C  saranno  esprimibUi  come  segue: 

(1)  a  =  -'    11=-'    C=-' 

dove  a,  6,  e,  e  siano  funzioni  (algebriche)  intere  d'uno  stesso  grado  v  ed  omogenee  nelle 

X,,X2,  X3. 

Fra  le  rette  che  toccano  la  superficie  nel  punto  (i  vj  C),  supposto  che  questo  non  sia  un 
punto  singolare,  distinguiamo  le  sei  seguenti:  le  due  che  si  dirigono  ai  punti  circolari  aU'ìn- 
finito  del  piano  tangente  {rette  dcliehe  )  ;  le  due  che  in  quel  punto  osculano  la  superficie 
(rette  oseidalaici),  cioè  gli  assintoti  dell'indicatrice  di  D0PIN;  e  da  ultimo  i  raggi  doppi 
dell'involuzione  quadratica  determinata  dalle  due  coppie  precedenti.  Queste  ultime  due 
rette  saranno  le  tangenti  alle  linee  di  curvatura  incrociate  nel  punto  che  si  considera. 

Formiamo  da  prima  l'equazione  che  dà  le  direzioni  delle  rette  cicliche.  Dette  £',  t)',  C 
le  coordinate  correnti  nello  spazio,  ed  a,  p,  v  i  coseni  degli  angoli  fra  gli  assi,  l'equazione 
del  cono  che  dal  punto  della  superfìcie  projetta  il  circolo  imaginario  all'infinito  sarà 

(£'~£)M-(i'-i)"+(i:'-cf+2a(-,'-ri)(c'^C)+ 
+2p(c'-c)(e-e)+2i(f-j)(v->i)-o, 

epperò,  se  questo  cono  contiene  la  retta  che  unisce  i  punti  (S,  tj,  C)>  (S  +  f^^  .  ^  +  '^''1 1 
C-J-dC)  della  superficie  S,  avremo 
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(2)  de-\-df-}-dC'-\-2adridi:-\-2?di:di  +  2ydidrt^0. 

Ma  dalle  (1)  si  cavano  le  dì ,  dvj ,  rfC  proporzionali  alle  espressioni  ; 

dxi(x^{ae)3  —  Xi{ae)A-\-dxJxs{ae), — 3;,fae)aj  + 
+dxJxi{ae)ii  —  Xi(ae),\, 

dx,{x,{be),~x,{be),)^dx,{^x,{be),-'X,{be)3'j^ 

dxixjce)-;  — Xj[ce%\ -\- dx^{x^(ce)i — ■fl:i(ce)3j  + 
+  dxJx,  (ce  )j  —  «2  (  ce  )i  ) , 


dove  per  brevità  si  è  scritto 


_ da  de  da   de 

~^  2X2^X3  dXadXi 

_  3ffl  _9e^  da  de 

ZxsdXi  dXi  dXs 


Dunque,  posto: 
(3) 


la  (2)  diverrà 

(6) 


da  de        da  de 

(  «e  la  ^  i—  s; ^^—  -■<       ' 

^     '        dx,  dXj,       dXs  dx, 


K,,  =  (ae).(«e),+(èe).(6e),  +  (.e).(ce).+ 

-^■l{{ae).M,+{aeUbe).), 
E„=    4'K^-\-    (4K^i  —  2x,Xs'K^3 
E2i=     ^:^K,l^-     3?,'K^—2x,x,K„ 
Eaa^     xl  K.^  +     xl  Ky  —  2  «1 3^  K,2 
Es3= — a^K23+a;iirsKi3+   a;,3^K,g  — a^aa^Kn 
Eji^^ — 3ÌKg, -\- X2X3'K^,-{-   a^a^iK^a  —  iCaa^iKjj 
E,j=— a|K,3  +  a%x,K3s+   x^x^K^, —x.x^'K,,, 

Enda^,  +  E^dxl  -\-  E^d4  -f- 
+2EadMa^+2E3,(iM«i-H2E,sria;,da^=0 
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Sulle  linee  di  curvatura  delle  superficie  di  secondo  grado. 


3  questa  sarà  pertanto  l'equazione  diEferenziale  delle  curve  tracciate  sulla  superficie  S,  1 
iui  tangenti  incontrano  U  circolo  imaginario  all'infinito  *). 
Notiamo  che  dalle  (4)  si  ha 


=^0 


E„ 

E„ 

E„ 

E„ 

E„    E„ 

E„ 

E.    E. 

„    E„    E, 

l. 

„     E„    E„ 

l. 

.,     E,    E. 

k 

i,     h       l. 

0 

K„ 

K„     K 

e— 

K„ 

K 

=^{l,X,-\-l^X2  +  kXif(^ 


In  secondo  luogo,  formiamo  l'equazione  che  dà  le  direzioni  delle  rette  oseulatrici.  Posto 


(10) 


si  ha  evidentemente 


(11) 


a;,Pu+a;,P„+»iP„=0 
a!iP.,  +  s.P,.+».P==0 
a;,P.,  +  ».P»+«.P»=0 


*)  Queste  curve  imaginaiie  sono  geodetiche  sulla  Buperflcio  S.  Il  sig,  Lagtjekke  le  chia 
Unee  isotrope  {vedi  NouveUes  Annales  de  Mathém.  1870)  —  (Aggiunta:  agosto  1870}. 
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Pii    Pi 

Pi. 

(12) 

P.1    P=    P» 
P.l    P„    P.. 

=0 

Pi, 

Pi,    Pi,    il 

(13) 

P.I 
P.l 
il 

t„    P„    k 

P»    P.    i. 

1.      1.     0 

_(Iiii+4it,+!,i,) 

E  l'equazione  per  le  direzioni  aasintotiche  sarà  *): 

(M) 

Pi,«  +  P^<ia^  +  P>,,ia4+ 

2Fisdx^dXi-\-2'P3,dxsdXy-\-2P,JxJxt^0. 
L'integrale  generale  di  qu^t'equazione  differenziale  rappresenterà  adunque  il  sistema  delle 
curve  assintotteke  {Gurven  àer  Raupttangenten)  delia  superficie  S;  e  l'equazione  3  =  0  (o 
un  Eattore  di  essa)  darà  la  curva  parabolica,  la  quale  è  eziandìo  situata  sulla  superficie 
Hessiana  della  data. 

Le  direzioni  di  due  altre  rette  tangenti  ad  S  nel  punto  (S,  vj,  C)  siano  date  dall'equazione 
differenziale 

(15)  A,ida^  +  Ai2(^ai  +  A33(^a4+ 
-\-2A.iidXidx3-\-2Ai,dx.idxi-\~'2\„dxjdXi=^0. 

Le  condizioni  perchè  questa  quadratica  si  spezzi  in  due  fattori  corrispondenti  a  due  rette 
incrociate  nel  punto  («,,  x^,  X3)  sono: 

Au»i  + Ais^s  4- Ai3a;3=0 

(16)  As,ìc,  +  A,,3:,+Ab%=0 
Ks,x,^A,^x,+A^x^^O, 

dalle  quali 

A„     A,s    A,3 

(17)  A„     Aas    Aa,    =0. 
A31    A^     A33 

Combinando  queste  relazioni  colle  (6),  si  hanno  le  seguenti 


(18) 


(E„A„  +  E„A„— 2E„A„) 
(E,A„  +  E„A„— 2E,iA„) 
{E,iA„+E,.Aii— 2E„A„) 
(Ei,A,.  +  E„Ai,—  E„A„- 
(E„A„  +  E„A„-  E„A,i- 
(E,iA,+E„A,i—   E„Ai,- 


^!= 

4- 

-E.Ai,): 
-E„A„): 
-E„A.,):i 


•)  Cleesch,  Ueber  die  Stmiersche  Fldt^he  (G.  di  Ckelle-Boechabdt.  t.  67). 
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e  COSÌ  pure,  combinando  nella  stessa  maniera  le  (16)  eolle  (11),  si  otterranno  altre  relazioni 
affatto  analoghe,  ohe  si  ricavano  dalle  (18)  ponendovi  P,.,  in  luogo  di  E,,  . 

È  auperfluo  notare  che  anche  fra  le  E,  P  hanno  luogo  relazioni  analoghe,  le  quali  si 
desumono  dalle  (18)  ponendovi  P,.,  in  luogo  di  A^, . 

Se  le  direzioni  (15)  sono  coniugate  armonicamente  rispetto  alle  (5),  si  avranno  le 


E„A„+E„A„— 2EaA„=0 
E„A,i  +  E„A,— 2E„A„  =  0 

(19)  E„A„+E„A„— 2E„A„— 0 
E„A„+E„A„—    E„A„-E„A„=0 
E„A„+E„A„—   E„A„  — E„A„=0 
E„A„+E„A„—    E„A„— E„A,— 0 

una  qualunque  delle  quali  ha,  in  virtfi  delle  (18),  per  conseguenza  le  rimanenti. 

Analogamente,  se  le  direzioni  (14),  (15)  (ormano  un  gruppo  armonico,  si  avranno  le  : 
PmA„+P..Ab— 2PoA,.=0 
P»A„  +  P„A„— 2P„A„=0 

(20)  P„A„  +  P,A„  — 2P„A„=0 
Pi.A„+P„A„-    P„Aa— PaA„=0 
P„A„  +  P„A,—   P„A„— P„A„=0 
P„A„+P„A„-    P„A„— P„A,=0. 

Dalle  (19),  (20)  si  desume  immediatamente 

,        P„E„— P„E„      P„E„— P„E„ 


(21) 


ai 

ai 

,        P.E„ 

,— P. 

3i 

5E, 

,^P,,E, 

,"P, 
x, 

A 

^     _P.E. 

,— Pi 

.E. 

,_P.iE. 

,— P. 

ai 

.E,. 

X, 

2A„ 

_p, 

5E5 

2A,, 

_p, 

Ai 

1— P»Eu 

2A„: 

p« 

E„ 

-P11E,, 
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Adottando  questi  valori  per  le  A,  la  (15)  sarà  l'equazione  differenziale  delle  lìnee  di 
curvatura  della  superficie  S. 

Si  considerino  ora  le  due  rette  che  sono  ordmatamente  coniugate  alle  (5)  rispetto  alle 
(14),  e  per  esse  siano 

(22)  Q„dx\-\-Q^dxl-\-Q:isd3^-\-'iQi3dx^dx3-^2Q^,dx-^dx^-\-2Q,idx,dXs=(i, 

(23)  .  Q^i^i  +  Q^jic^+Q^a^s^O 


(24) 


Qii    Q,s    Qi. 
Q.1    Q..    Q.3  =0 

Qb,         Q..         Q33 


le  equazioni  analoghe  alle  (15),  (16),  (17).  Per  le  Q  si  ottengono  laeilmente  le  espressioni 
che  seguono 


E„P„-+E„P„'- 

-2E„P„P„ 

'^"                           4 

E„P„'+E„P..-- 

-2E„P„P„ 

4 

„        E„P.'+E„P.'- 

-2E,PaP„ 

^•^                       a} 

E„P„'+E„P„'- 

-2E„P„P„ 

4 

„        E„P.,'+E„P,.'- 

-2E„P,P„ 

«»                           4 

E,P.,'+E„P.'^ 

-2E,P„P„ 

E„PaP,+E^P„P„  -  E„P„" 

— E„P„P., 

4 
E,Ps,P„  +  Ei,P„P„  —  E„P„" 

-E„P„P„ 

E„P„P„+E„P„P„— E„P„' 

-E„P„Pi 

epperò,  viste  le  (8),  (13): 


y  Google 


SULLE  LINEE  DI   CURVATURA  DELLE  SUPERFICIE  DI  SECONDO   GRADO. 


Q„ 

Qi.    i, 
Q,    4 
Q.    l. 
l.     0 

_(l,«,  +  i,i,  +  tai)'e 

h 

L'equazione  (22)  è  Bubito  integrata,  ed  invero  il  suo  integrale  è  algebrico  *).  Infatti  il 
completo  sistema  delle  rette  analoghe  alle  (5)  costituisce  i  coni  circoscritti  ad  S  ed  aventi 
ì  loro  vertici  in  punti  del  circolo  imaginario  all'infinito;  dunque  le  rette  (22)  sono  le  tangenti 
delle  curve  di  contatto  fra  questi  coni  e  la  superfìcie  S,  vale  a  dire:  l'integrale  completo 
della  (22)  rappresenterà  il  sistema  delle  curve  secondo  le  quali  S  è  segata  dalle  sue  prime 
polari,  i  cui  poli  siano  i  punti  del  circolo  imaginario  airinfinìto. 

In  virtù  delle  (1)  la  prima  polare  di  un  punto  (^oi  ''ioi  Co)i  situato  all'infinito,  è 


^£+^i+^-i='- 

Ma  dalle  identità 

3S30 
Udx 

,  3S3S    ,  3S3e    ,  38  3j 

+5s3i;+3^fi;+373i; 

3S3o 
3a3a^ 

3S8S      3S3«      3S9e 
+  363ìc,  +  3(!3j4  +  3(!3jì 

3S3o 
dadX3 

,  3S3S   ,  3S3i!    ,  38  3e 

si  ricava 

38    38    38       ,      ,     , 

3^  ■  36 -r» -''••■'•■•'■• 

dove 

''•=^±3«;3ì.3-ì:, 

(27) 

.       „     3c3a  3e 
'  "          ^  3x,dXids^ 

da  db  de 

tono  ordinatamente  le  Jacobiane  delle  teme  di  curve  (b,  e,  e),  [e, 
l'integrale  completo  della  (22)  è 


e),  {a,  ì),  e).  Dunque 


i  condizioDe  che  S  s 


*  superficie  algebrii 
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(28)  £.J.  +  Y],J,  +  t.J.  =  0, 

dove  le  eostanti  ì„  :  Tjn  :  Co  sodo  legate  dalla  coDdizione 

(29)  s;+>i;+c;+2«>],c.+2pm.+2t£.ii.— 0 

esprìmente  che  il  punto  (i„  fjo,  Co)  è  situato  nel  circolo  iniaginario  airinfinito. 
E  l'integrale  singolare  della  stessa  (23)  sarà 

1  Y  P  J, 

Y  1  «  J. 

p  «  1  J. 

J.  J.  J.  0 


Cloe 
(30) 


J5(l-«')  +  J'.(l-P')  +  «(l~l')  + 

+  2J.,7,(p,-.)+2J,J,(i»-p)  +  2.7..J.(ap-,)=0. 

Ma  d'altra  parte  è  manifesto  che  l'integrale  singolare  della  (22)  deve  dare  la  curva  luogo 
dei  punti  ne'  quali  S  sìa  toccata  da  piani  che  siano  tangenti  al  circolo  iniaginario  aD'iii- 
Gnito.  Dunque  la  (30)  è  l'imagiiie  {  sul  piano  delle  ^  )  della  curva  comune  ad  S  ed  alla  su- 
perficie *)  luogo  dei  poli  (relativi  ad  S)  dei  piani  tangenti  al  circolo  imaginario  all'infinito. 
Differenziando  la  (28)  ai  ha 

da  questa  e  dalla  stessa  (28)  si  ricavino  i  rapporti  4ii  :  ^a  :  U  e  si  sostituiscano  nella  (29), 
Sì  otterrà  così  l'equazione  differenziale 

{JMo-3J3J-\-{JJ.Ì^—3JJ,f^{3J3,—J,dJ„f-\- 

(31)  +2a(J,riJ„— J„(iJ,)(J„(iJ,— J,(iJ,) 

+  2^(3,d3,—J,d3^){3,d3,—3J3t,) 
+  2y(J.(ÌJ.— J„(iJ,)(J,dJ„— J„dJ,)=0 

la  quale  dovrà  coincìdere  coUa  (22). 


Ora,  astrazion  fatta  da  un  fattore  numerico,  J  è  uguale  a  Xi 


!  d3  è  uguale  a  dx,  ;^- -4- dak ,- -  4- dXa:^ 
Sx,  da^  d. 


;  dunque,  indicati  con 


*)  D'ordine  2(ii — 1),  se  8  è  d'ordine  n. 
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i  determinanti  minori  corrispondenti  agli  elementi  del  determinante 


H,„ 

H., 

H.. 

H,„ 

H., 

H.. 

H„, 

H., 

H., 

ti  agli 

elementi  d 

3J. 
3J, 

3J. 
dx, 
3J. 

3J. 
3J. 

3», 
3J, 
3i, 

3j% 
3J, 
3x, 

3i. 
3J, 
te. 

+  H„s{a^(Ìa;i — Xidxs)  +  Haa{iri(Ì3'i — x^dxi) 
J^dJ„ — JadJc=='B.i,i(x2dx3-—Xidx2)-\~ 

■^ììbtixadxi — Xidx3)-^'H.,.s(xidx2 — x^dxi) 
J^dJ,, — J,idJa=E.^,(Xidxs — x^dxi)^ 

-\-B.^2{Xsdx,—Xidxs)-\-'H.ts{3:idXi~XidXi) 

e  sostituendo  nella  (31)  ne  verrà  un'equazione  che  paragonata  eolla  (22)  somministra 

Qi,=     3^G,s4-x|Ga3— 23;,iC3Gi3 
Q,i=     3^G33-i-KÌG„— aais^iGsi 

(32)  Q,,=     3^G„+rc?G^— 2a;,:csG,j 

Qe3= — «tGia+rCia^Gia-l-aiiKaGis— «tfl^Gii 
Q5i= — a^Gji+Xja^Gsi+^iBiGK — a^iG^ 
Qi2^—3^G,i-\-X3X,G3i-\-X3XiG3i—x,xSii 
dove  per  brevità  si  è  posto 

(33)  G..  =  H„.  H„,  +  H,.  H,,  +  H,.  H„  + 

+  o:(H,.H„,+H6,H,.)  +  P{H„H„,  +  H,,H„.)+f(H„.Hi,+H,,Ht,). 

Formando  colle  Q  date  dalle  (32)  le  equazioni  analoghe  alle  (8)  e  paragonandole  eoUe  (26), 
posto 
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G„    G„ 

G„ 

(34)                                              *■  = 

G„     G„ 
G„     G„ 

G„ 

G,= 

X,        Xi 

X 

si  ha,  astrazion  fatta  da  un  fattore  numerico, 

(36) 

-'-l 

Ora,  per  una  proprietà  nota  o  facilmente  dimostrabile  dell'involiizione,  le  due  rette 
(15)  che  sono  coniugate  armonicamente  fra  loro  rispetto  alle  (5)  e  rispetto  alle  (1.4),  sono 
tali  anche  rispetto  alle  (22).  In  altre  parole,  se  nei  secondi  membri  delle  21)  poniamo  Q,, 
in  luogo  di  E,„  le  A  non  fanno  che  acquistare  un  fattore  comune.  Questo  fattore  è  S. 


I  valori 

(3) 

delle  K„  s 

possono  scrivere  anche  cor 

K„  — 

ei^as  +  4^n  —  2ej%<l>23 

K,= 

4*„  +  «!;0,-2e,e,<l>„ 

K.- 

«!*»  +  «!*!.  —  2e,e,«„ 

K„=- 

-  ei^ss  —  eseguii  +e,e2'I>i3  +  6,6 

*,. 

K„— - 

-  «i*..  -  «.«1*^  +<!,•,  *„  +  e,e 

*« 

K,,-- 

-  «3*13  —  6,83*33  4-6361*33  +  636 

*3, 

dove  si  faccia  per  brevità 

^^,  =a^a. 

+  »,*,  +  » 

». +«(S,e. +S.j,)  +  p(«.<>, + 

Or  =  s—  '  ecc. 
3x,. 

e,o,)  +  T(o,J,  +  o.S 

Ne  seguono  le 

e,K„  +  e,K„  +  «,K,3  =  0 
e,K„  +  e,K„  +  e3Ka_o 
e,K3,  +  e,K„  +  i>,K,3  =  0 

K„     K„     K„ 

K..    K,3    K3. 

=0 

K31      Xja      K33 

K, 

K„     K„ 

t 

*„ 

*,.     *,.    6, 

K, 

K„     K,, 

l. 

=  (1,6, +  (■«,  +  £,«,)■ 

*., 

«a. 

•l^SS        *33       63 
<l>33        *33        63 

!i 

l.      l. 

0 

6, 

63            «3        0 
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*„ 

*„ 

*„ 

ei 

1     Y 

P 

J, 

♦„ 

*■■ 

*., 

Ss 

Y     1 

a 

J 

*>■ 

*8I 

*!. 

«. 

P     « 

1 

J 

«1 

e, 

e, 

0 

J.  J. 

J. 

0 

Le  curve  (28),  costituenti  l'integrale  generale  della  (22),  fanno  parte  di  una  rete:  una 
curva  qualunque  di  questa  rete  essendo  l'imagine  della  curva  di  intersezione  fra  la  super- 
ficie data  e  la  prima  polare  di  un  punto  del  piano  all'infinito.  Le  curve  di  questa  rete  sono 
dell'ordine  3  («  —  1),  ed  hanno  per  Jaeobiana  il  sistema  formato  dalle  due  curve  e  =  0, 
3  =  0.  Infatti,  è  chiaro  che  la  Ja«obiana  in  questione  è  l'imagitie  dei  luogo  di  un  punto 
in  cui  la  superficie  data  sia  toccata  da  una  prima  polare  avente  il  polo  all'infinito.  Questa 
proprietà  è  posseduta  dai  punti  della  sezione  all'infinito  (il  che  è  evidente),  e  dai  punti 
della  curva  parabolica:  perchè  un  punto  m  di  questa  curva  è  doppio  per  la  prima  polare 
di  un  punto  ni;  le  prime  polari  dei  punti  della  retta  mm'  si  toccano  adunque  tutte 
in  m,  e  siccome  la  prima  polare  di  m  tocca  in  m  la  superficie  data,  cosi  qualunque  punto 
della  retta  mm',  epperò  anche  il  suo  punto  all'infinito,  è  polo  di  una  prima  polare  toccante 
in  m  la  superficie  data. 

Dunque 

,  9J,3J,aj, 


s± 


dxi  dxi  dX'i 


È  assai  facile  di  riconoscere  in  una  superficie  qualsivoglia  due  particolari  linee  di  cur- 
vatura: l'una  delle  quali  è  la  sezione  fatta  nella  superficie  dal  piano  all'infinito;  l'altra  è 
la  curva  di  contatto  fra  la  superficie  data  e  lasviluppabDe  circoscritta  simultaneamente  ad 
essa  e  al  circolo  imi^inario  all'infinito.  La  prima  di  queste  curve  è  una  linea  di  curvatura 
perchè  lungo  essa  tutte  le  normali  delia  superficie  giacciono  io  un  medesimo  piano  (il 
piano  all'infinito).  La  seconda  curva  è  pure  una  lìnea  di  curvatura,  perchè,  lungo  essa, 
le  normali  della  superficie  data  sono  generatrici  deDa  svOuppabile  sopra  menzionata  *): 


*)  Infatti,  un  piano  e  una  retta  dioonsi  perpendicolari  fra  loro,  se  aono  conjugati  rispetto 
al  circolo  imaginario  aU'inflnito;  cioè  se  la  traccia  (aE'inflnito)  del  piano  è  la  polare  della 
traccia  della  retta,  riepetto  al  dotto  circolo.  Di  qui  segue  che,  se  il  piano  è  tangente  al  circolo, 
la  retta  passa  pel  punto  di  contatto;  dunque,  se  un  piano  tocca  in  un  punto  una  superfìcie  e 
in  un  altro  punto  il  circolo  imaginario  all'  infinito,  la  normale  alla  superficie  nel  primo  punto  è  la 
retta  che  unisce  i  due  punti  di  contatto. 
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giacché  questa  sviluppabile  è  simultaneamente  tangente  e  normale  (lungo  una  medesima 
curva)  aDa  superficie  data. 

Queste  due  curve  sono  algebriche  se  la  superficie  è  algebrica;  dunque  ogni  superficie 
algebrica  ha  almeno  due  linee  di  curvatura  algebriche  *). 

Per  la  nostra  superficie  S,  che  sì  è  supposta  inoltre  rappresentabile  sopra  un  piano, 
l'imitine  della  prima  delle  due  curve  anzidette  è 
(36)  e  ^  0 

e  l'imagine  dell'altra  è  rappresentata  dalla  (30).  Dunque  ]e  (36),  (30)  sono  due  soluzioni 
particolari  dell'equazione  diilerenziale  (15). 

Le  formole  superiori  sono  state  stabilite  in  vista  di  future  applicazioni,  che  si  riserbano 
ad  altra  occasione.  Per  ora  ci  limiteremo  a  considerare  l'esempio  semplicissimo  delle  super- 
ficie di  2."  ordine. 

È  evidente  che,  se  un  piano  sega  una  superficie  sotto  un  angolo  costante,  la  sezione  sarà 
una  linea  di  curvatura:  infatti,  lungo  essa,  le  normali  della  superficie  data  formeranno  una 
superficie  sviluppabile.  Se  la  superficie  data  è  di  2."  ordine,  la  proprietà  di  cui  si  tratta  è 
posseduta  dai  piani  polari  dei  tre  punti  all'infinito  che  formano  il  triangolo  coniugato  si- 
multaneamente alla  superficie  ed  al  circolo  imaginario;  infatti,  ciascuno  di  questi  punti  è  ver- 
tice di  un  cilindro  circoscritto,  le  cui  generatrici  sono  perpendicolari  al  piano  della  curva  di 
contatto,  epperò  le  normali  aUa  superficie  lungo  questa  curva  sono  tutte  contenute  nel  piano 
medesimo.  Per  tal  modo,  conosciamo  già  cinywe  linee  di  curvatura  della  superficie:  vale 
a  dire,  le  sezioni  fatte  dai  tre  piani  principali;  la  sezione  all'infinito;  e  la  curva  di  contatto 
colla  sviluppabile  simultaneamente  circoscritta  alla  superficie  ed  al  circolo  imaginario, 
ossia  la  curva  comune  alla  superficie  data  ed  al  cono  (concentrico  ad  essa)  che,  rispetto 
alla  medesima,  è  polare  reciproco  del  circolo  imaginario  all'infinito. 

Dando  all'equazione  della  superficie  la  forma 

S  =  8^Ti  +  J-C'  —  t  —  0 

i  suoi  piani  principali  saranno 

|  +  7j  =  0,     £  — Yj^O,    2»-C  — 1^0. 
Le  formole  per  la  rappresentazione  sul  piano  delle  x  possono  essere  le  seguenti: 

rx,x^  -j-  S3:l 


*)  Dalla  definizione  dì  queste  due  curve  risulta  chiaro  che  i  punti  ad  esse  comuni  sono  quelli 
cui  la  prima  di  esse  è  toccata  dalle  tangenti  comuni  al  circolo  imaginario  all'infinito. 
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rx,X2  -\-  sai 

rxix^  +  sxl 
onde 

6  =  3^», 

e  =  ra:,a;2  -{-sxl. 
In  questa  rappresentazione,  ie  rette  passanti  pel  punto  x,  =  Xs^O  e  quelle  passanti 
pel  punto  x-i^^X3  =  0  sono  le  iniagini  delle  generatrici  rettilinee;  e  le  coniche  passanti  pei 
due  punti  suddetti  sono  le  imagini  delle  sezioni  piane. 

Siccome  il  piano  C  =  0  è  perpendicolare  aOa  retta  4  =  ti  =  0,  cosi  «=^^^=^-0;  e 
il  cono  che  dall'origine  degli  assi  projetta  il  circolo  imaginario  all'infinito  sarà 

f +  T,^  +  C  +  2vÈvi==0. 
Abbiamo  quindi 

E,,:r''xt-['S{s  —  2-ir)xlxl  +3'a^3 

1)  -^Ei^:r^!et-j-s{s^2-ir)xìxl-\-s^xt 

=  En-  Tr^x\3Ì  —  rs  (a^-|-  si)  «3  -\-  s^  x,  Xo  x  l -\-  fs^xS, 
P„  =  0,  F,,  ^  0, 

A,,:Ai^  =  E„:— Es!,    A„  =  0. 
Ne  segue  che  l'equazione  differenziale  (22),  posto  dx^  =  0,  com'è  evidentemente  lecito, 
diviene  pel  caso  attuale 

2)  E^^dx^,—2E,idx,dXi  +  E^idxl  =  0, 
la  (15)  diviene 

3)  E,,dx'ì  —  E,,dxl^O 
e  la  (14)  si  riduce  alla  semplicissima 

dx,  dx.;  =  0. 
Quest'ultima,  il  cui  integrale  completo  è 

Xi  =  iùXg,    a^  =  <o'  a^ 
((0,  fa'  eostanti  arbitrarie),  dice  che  le  curve  aasìntotiehe  altro  non  sono  che  le  generatrici 
rettilinee  della  s 
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La  2)  ha,  in  virtù  di  ciò  che  si  è  dimostrato  in  generale,  l'integrale  completo 
s  È„  a;,  a;^  +  s  tj,  x^  %  +  U{rx,x,  — s4)  =  0 
ove  le  Co,  Tju!  Co  sono  costanti  legate  dalla  relazione 

cioè  l'integrale  completo  è  costituito  dal  sistema  di  coniclie  comuni  alla  superficie  data  ed 
ai  piani  tangenti  del  cono  polare  reciproco  del  circolo  iraaginario  all'infinito. 

L'integrale  singolare  della  stessa  2)  sarà  l'intersezione  della  superficie  data  con  questo 
cono,  cioè  la  curva  gobba  dì  4.°  ordine  la  cui  imagine  è 

4)  s^(a^  +  a^~'i-jXiX2)xl-\-{l  —  f){rx,Xi  —  8aD^  =  0^ 

e  questa  medesima  curva  sarà  anche  una  linea  di  curvatura. 

Se  le  linee  di  curvatura  sono  tutte  algebriche,  l'equazione  generale  delle  loro  im^ini, 
ossia  l'integrale  completo  della  3),  sarà  della  forma 
6)  oi'L  +  2a>M  +  N  =  0 

dove  0)  è  un  parametro  variabile  da  curva  a  curva;  L,  M,  N  sono  tre  funzioni  algebriche 
intere,  omogenee  in  XiX^x^;  e  propriamente  L  ^  0,  N  =^  0  saranno  le  imagini  di  due 
linee  di  curvatura,  ed  M  ^=  0  un'altra  curva  *)  determinajite  insieme  con  L  =  0,  M  ^  0 
la  rete  geometrica  alla  quale  apparterranno  le  imagini  di  tutte  le  altre  linee  di  curvatura. 
È  chiaro  che  tutte  le  curve  del  sistema  5)  saranno  note  quando  siano  date  cinque  **}  fra  esse 
appunto  come  sono  note  tutte  le  tangenti  dì  una  conica,  quando  ne  sono  date  cinque. 

Siccome  l'integrale  singolare 

LN  — M=  =  0 
dev'essere,  per  la  teoria  generale,  una  curva  dell'S."  ordine,  cosi  le  curve  del  sistema  5)  sa- 
ranno del  4."  Tale  è  appunto  la  curva  4);  invece  le  sezioni  fatte  nella  superficie  dai  piani 
principali  e  dal  piano  all'infinito  sono  coniche,  le  cui  imagini  sono  le  curve 

(X,  -\-  Xi)X3  =  (i 
(X,  —  Xs)Xs^-0 

rXiXi  —  s3^  =  0 

)"a;ia^-|-sa^  =  0 
tutte  di  2."  ordine:  così  che  queste  per  essere  considerate  qualicurvedel  4."  dovranno  essere 
prese  due  volte. 


*)  Imagine  di  quella  curva  (non  di  curvatura)  che  paBsa  pei  punti  ove  le  due  linee  di  curva- 
tura  anzidette   segano  la  curva  dell'integrale  singolare. 

**)  Le  quali  devono  essere  curve  dello  stesso  ordine  e  appartenenti  ad  una  stessa  rete. 
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Abbiamo  dunque  cinque  linee  di  curvatura,  le  oui  imagini  sono  : 

^  =  {x,  —  3^yxi==o 

Z  ^^(rXjXi  —  3  a;^)'  =  0 

U  ^  s'  {icf  +  «a  —  2  f  Xi  Xi)  »3  +  (1  —  "f  *)  (r  XfXi  —  s  a^f  ;=  0. 
Qaeste  curve  appartengono  tutte  ad  una  medesima  rete  ;  infatti  si  ha  identicamente 
T  =  rs(X  — Y)  +  Z, 
2U  =  s=(l  — Y)X+s^{l  +  Y)Y  +  2(l~f)Z. 
Ora,  in  luogo  della  5),  potremo  scrivere 
6)  w'X  +  2a>(ÌX+mY+nZ)+Y^0 

ove  l,  m,  n  sono  costanti  da  determinarsi  in  modo  che,  dando  inoltre  ad  <o  valori  opportuni, 
l'equazione  precedente  possa  identificarsi  con  ciascuna  delle  seguenti 

Z^O,        T=0,        U=0. 
Identiiìcaudo  la  6)  con  Z  =  0,  si  trova 

w=— 2^,        4im=l. 
La  6)  coincide  con  T  =  0  se  (oltre  a  4/m  =1)  sì  faccia 

(0  ^  —  2m,       m  — 1-{-  nrs  =  0. 
E  per  ultimo  la  coincidenza  della  6)  con  U  =  0  richiede  inoltre 
2  m{l  —  i)  -\-  2l{l  +  i)  —  n s" ^0 

e  corrisponde  ad 

_8m(l_-f) 
■*-      1  +  Y 
Riunendo,  -abbiamo  pertanto  che,  fatto 

»  +  2ra-X) 
2 


sV(s-2>-a+-i))(s+2'-a--()) 
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la  6)  si  riduce 

a   Z  = 

=  0 

per   co 

=  — 2f, 

a  T  = 
ad   U  = 

=  0 
=  0 

per   «) 
per  a 

=  -2™, 

1-7-1  /»-2i- (1  +  7) 
1  +  T  V  s  +  2r(l-Y) 

Dunque  la  6)  diviene 

„- 

K.  +  . 

.(xV 

»  +  2r(l-7),  Y./S-2, 
.-2r(l  +  ,)l   ^V  »  +  2, 

'(1  +  Y)  , 
'(l-vr 

+  ^ 

*                              A 

+  Y  — 0 

ìVs  — 2 

'(1  +  V)V»  +  2'(1-Y)     1 

ossia,  cambiando  i 

[0  in  - 

-»Vf 

+  2r(l~T) 
-2f(l  +  Y)' 

7) 

«T 

—  io(X'  +  T+Z')  +  Y'_0 

dove 

Z'  = 

s(s  +  2r(l-v))(ii +».)'»« 
!(s-2r(l  +  l))(i,-«,)'4 
4(ra:,ai,  — s»S)'. 

L'equazione  7)  rappresenta  una  serie  di  curve  di  4."  ordine,  aventi  tutte  gli  stessi  due 
punti  doppi  a;,  =  «a  ^=  0,  3;^  ^  «3  =  0.  Inoltre  queste  curve  hanno  otto  tangenti  comuni, 
delle  quali  quattro  concorrono  nel  primo  punto  doppio,  e  le  altre  nel  secondo.  Infatti,  for- 
mando i  due  discriminanti  della  7),  considerata  prima  come  una   forma  di  2.°  grado  in 

Xi' 

tro  tangenti 

8)  f^xt^s{s  —  2-{r) 3^4 -^8^4  =  0 

ì^Xl-\-s{s  —  2'{r)a^3^-{~s^X^  =  0 
ossia,  per  le  1), 

E^i^O,        Eh==0 
equazioni  indipendenti  dal  parametro  01.  Siccome  i  due  discriminanti  sono  proporzionali 
alle  funzioni  E^^,  Eh,  dalie  quali  non  differiscono  che  per  unfattore  costante,  cosi*) la 
7)  È  l'integrale  completo  dell'equazione  differenziale 

•)  Jacobi  a  pag.  1  del  toin.  68  del  Giornale  Cebij.e-Eorchakdt. 
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cioè  della  3).  L'integrale  singolare  è 

En  E^  =  0 

che  rappresenta  il  sistema  delle  otto  tangenti. 

Le  curve  7)  sono  adunque  le  imagini  delle  linee  di  curvatura  della  superficie  data; 
queste  linee  sono  tutte  tangenti  ad  otto  rette  che  sono  le  generatrici  della  superficie  uscenti 
dai  quattro  punti  che  questa  ha  comuni  eoi  circolo  ìmaginario  all'infinito  *).  Oltre  a  questi, 
le  otto  generatrici  si  segano  in  altri  dodici  punti;  i  punti  di  contatto  dei  dodici  piani  tangenti 
della  superficie  data  che  passano  per  le  corde  comuni  a  questa  ed  al  circolo  Ìmaginario 
all'infinito,  vale  a  dire,  i  dodici  onibeliei  della  superfìcie.  Questi  sono  adunque  allineati  a 
tre  a  tre  sulle  otto  generatrici  **). 

Nella  rappresentazione,  i  due  gruppi  di  quattro  rette  E,,  =  0,  E^^  =  0  hanno  lo  stesso 
rapporto  anarmonieo;  perciò  esse  rette  si  segheranno  in  sedici  punti,  situati  a  quattro  a 
quattro  in  quattro  coniche  passanti  per  «,^0^  =  0,  a^  =  X3  =  0***).  I  sedici  punti 
sono  le  imagini  dei  dodici  ombeliei  e  dei  quattro  punti  circolari  all'infinito;  e  le  quattro 
coniche  sono  le  imagini  delle  sezioni  fatte  neUa  superficie  dai  tre  piani  principali  e  dal 
piano  all'infinito. 

Milano,  3  mi^o  1870. 

*)  Sono  otto  rette  situate  contemporaneamente  nella  sviluppabile  clie  è    circoscrìtta  alla 
Bupei£cie  data  e  al  circolo  imaginaiio  all'infinito. 
**)  HAUII.TON,  Element»  of  quatemions,  p.  661. 
••*)  Inlrod.  ad  ima  teoria  geom.  delle  tm/rve pia/m  [Queste  Opere,  n.  29  (t.  1.")],  149,  e. 
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87. 

NOTE  A  UN  MÉMOIRE  DE  R.  STURM.  ['' 


tt  f»;'a  ed  appHeiUu,  sfrie   II,  tuiiio  IV  |187U-71I, 


Outre  les  huit  droites  triples  signalées  par  l'Auteur,  la  surface  Zj  a  une  eourbe  cuspi- 
dale (de  rebroussement)  du  54"  ordre  et  une  courbe  nodale  (doublé)  du  166*  ordre  (ou  des 
courbes  multiples  équivaleiites  à  ceUe-ci?),  La  eourbe  cuspidale  est  coupée  par  le  pian  Eq^ 
aux  9  points  atationnaires  de  Zg,  dont  ehafiuii  doit  étre  eompté  deux  fois,  et  aux  12  points 
de  contact  de  Za  avec  les  droites  I,  R,  dont  cliacun  doit  étre  eompté  troia  foia. 

Au  lieu  de  Z4  on  peut  étudier  la  eurface  réeiproque  F'  du  4"  ordre,  douée  d'un  point 
triple  0,  de  12  droites  concourant  en  0  et  de  8  autrea  droites  situées  sur  un  hyperbololde. 
li  sera  trèa-coniniode  de  représenter  cette  surface  sur  un  pian  ti,  en  projétant  les  points 
de  P  au  moyen  de  rayons  issus  de  0.  Alors  noua  aurons  en  x  «ne  courbe  cnbique  generale 
K^,  image  du  point  triple  0;  et  deux  quadrilatères  eomplets  cìrconscrits  à  une  méme  eo- 
nique  et  inserita  à  K3,  dont  Ics  12  soramete  et  les  8  cotés  seront  les  images  des  12  +  8  droi- 
tes de  F*.  Il  y  a  16  coniques,  dont  chacuno  est  simultanément  circonscrite  à  un  triangle  du 
premier  quadrilatere  et  à  un  triangle  du  second;  ees  coniques  correspondent  à  un  nombre 
égal  de  coniques  situéea  sur  W.  Les  sections  planes  de  eette  surfaee  seront  représentées 
par  les  courbes  du  4"  ordre  circonscrites  siniuìtanément  aux  deux  quadrilatères  eomplets.  Lea 
droites  du  pian  it  (qui  ne  pasaent  par  aucun  aommet  des  quadrilatères)  aont  les  images  dea 
seetiona  planes  passant  par  0.  Les  courbes  du  3°  ordre  qui  pasaent  par  9  sommets  des  qua- 
drilatères (exceptés  3  en  ligne  droite)  sont  les  images  de  courbes  planes  du  mèrae  ordre 
appartenant  à  la  surface.  La  courbe  de  contact  de  F*  avec  un  cone  circonacrit  est  repré- 
sentée  par  une  courbe  du  6*  ordre  circonscrite  aux  deux  quadrilatères;  cette  courbe  eat  la 
lacobienne  d'un  réseau  de  courbes  du  4^  ordre  circonscrites  aux  mémes  quadrilatères. 
L'image  de  la  eourbe  parabolique  est  une  courbe  de  l'il*  ordre  qui  touehe  K^  aux  12  som- 
mets des  quadrilatères  et  passe  par  les  pointa  d'inflexion  de  cette  méme  cubique,  Etc.  etc. 

L.  C 
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SULLA    SUPERFICIE   DI    QUART'  ORDINE 
DOTATA  DI  UNA  CONICA  DOPPIA. 

PRIMA    NOTA. 

Ber^ùonli  del  B.  Istituto  Lombardo,  serie  H,  Toluine  IV  (lS7i),  pp.  140-144. 


I  geometri  eonoseono  assai  bene  questa  superficie,  le  cui  più  importanti  proprietà  fu- 
rono messe  in  luce  dal  prof.  Clebsch  *)  mediante  la  rappresentazione  della  medesima, 
punto  per  punto,  sopra  un  piano.  Ora,  avendola  io  presa  ad  esempio,  nelle  mie  lezioni  del 
corso  normale  presso  il  K.  Istituto  Tecnico  Superiore,  per  l'applicazione  del  metodo  propo- 
sto dal  sig.  NSther  **),  m'è  occorso  di  notare  che  essa  si  ricava  immediatamente  da  una 
superficie  generale  dì  3.o  ordine,  alla  quale  si  applichi  una  trasformazione  di  2°  grado, 
espressa  dalle  seguenti  formole: 

0  dalle  reciproche: 

yi-y-i'-yi-  yi^x,''^i-  ^ì-  ^s^  :x,Xi-\-xi. 

Qui  a^i  :  a^a :  «3 :  «4 ,  yi'.yi'-y^:  )/4   sono  due  punti  corrispondenti  di  due  spazj,  che 

•)  Ueber  die  Ftaehen  vierler  Oréimng  welche  eine  Doppeleurve  zweiten  Gradea  besiUen  (Gior- 
nale CREi,LB-BOKCHARDT,t.  68),  Veggasi  inoltre:  KuMMBK nel Monatsbericht  16  luglio  ISBSdell'A- 
cad.  d.  a.  di  Berlino;  La  Gournerib  nel  Journal  de  l'Éeole  Polytechnique,  40«  caMer;  Catlet  nel 
Quarterly  Journal  of  Mathematica  t,  10  e  1 1;  Kokndobfek  nei  Mathematische  Annalen,  t.  1  e  3. 
**)  Ueber  Fldeiken,  ■weìnhe  Sehaafen  rationaler  Ourven  hesUzen  (Matli.  Annalen,  t.  3),  Il  metodo 
cui  si  allude,  ha  per  iaeopo  la  rappresentazione,  punto  per  punto  sopra  un  piano,  di  una  super- 
ficie che  possegga  una  serie  di  curve  ram,onali,  ciaBcuna  delle  quali  nasca  dall'intersezione  di 
quella  con  una  superSeìe  di  un  fascio;  e  consiste  nel  trasformare  da  prima  la  data  superficie  in 
un'altra  d'ordine  »,  fornita  di  una  retta  multipla  secondo  « — 2. 
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tattavia  riguardanei  come  sovrapposti  l'uno  all'altro;  rosi  che,  a  cagion  d'esempio,  il  punto 
Xi-.x^ix^:  w,=a,  :  «s :  dj :  a^  eoineida  col  punto  j/.  :  j/u :  j/s  :  ^4  =  «i  :  (*2 :  «3 :  a< - 

Due  punti  corrispondenti  sono  sempre  in  linea  retta  col  punto  0,  le  cui  prime  tre  coor- 
dinate Bono  nulle.  Il  punto  0  è  un  pufiio  fondamentale,  0  prmcipale  *)  per  entrambi 
gli  spazj;  inoltre  la  conica  (y,:^0,  yty4  —  yl  =  0)  e  il  suo  piano  mno  fondamentali 
per  lo  spazio  («/),  mentre  la  conica  (Xs^0,x,x,  +  xl-=O)  e  il  suo  piano  sono  fondamen- 
tali per  lo  spazio  (;r).  Al  punto  fondamentale  di  uno  spazio  corrisponde  tutto  il  piano 
fondamentale  dell'altro;  e  ad  un  punto  della  conica  fondamentale  di  uno  spazio  corri- 
sponde la  retta  che  unisce  questo  punto  al  punto  0.  Ai  piani  di  uno  spazio  corrispondono, 
nell'altro,  superficie  di  2.o  grado  passanti  per  la  conica  fondamentale  dei  secondo  spazio 
e  toccanti  in  0  il  piano  fondamentale  del  primo.  Ma  ai  piani  passanti  per  0  corrispondono 
di  nuovo  i  medesimi  piani,  ecc.  ecc.  **). 

Nello  spazio  (x)  sia  data  una  superficie  generale  f  di  3."  ordine,  passante  per  la  conica 
fondamentale  di  detto  spazio,  ma  non  toccata  in  0  dai  piano  fondamentale  dell'altro.  Ap- 
plicando a  questa  superficie  la  trasformazione  in  discorso,  si  ottiene  una  mperfieie  gene- 
rale F  di  4"  ordme,  dotata  di  eoniea  doppia;  per  essa  la  conica  doppia  è  J/i  =  0, 
ViVi  —  ^  =  0;  e  i  piani  tangenti  in  0  sono  il  piano  j/a  ^  0  e  quello  che  ivi  tocca  f.  Alle  se- 
zioni di  F  fatte  con  piani  passanti  per  0  corrispondono  sezioni  di  f  fatte  eoi  medesimi 
piani;  e  in  particolare  alla  conica  doppia  di  F  corrisponde  la  cubica  comune  ad  /  e  al  piano 
y,  =  0,  in  modo  che  due  punti,  di  questa  cubica  allineati  col  punto  0  rappresentano  un  solo 
e  medesimo  punto  della  conica  doppia  di  F. 

Cerchiamo  ora  le  rette  di  F.  Evidentemente  esse  non  possono  corrispondere  che  a  rette 
di  f,  appoggiate  alla  conica 

{X2=0,    X,Xi~}-3^^0). 

Diciamo  a  la  retta  di  f  posta  nel  piano  axj  =  0;  e  (61,  e,),  (bi,  Cg),  {63,  c^),  (è^,  e,),  (&5,  e^) 
le  dieci  rette  di  f,  incontrate  da  a,  cioè  situate  a  due  a  due  nei  cinque  piani  tritangentì  che 
passano  per  a. 

È  noto  che  f  possiede  altre  sedici  rette,  nessuna  delle  quali  incontra  a,  che  per  conse- 
guenza incontrano  tutte  la  conica 

(«2=0,  x,X4-\-xl=0). 

*)  Catlbt,  On  the  rafitmal  transformaUon  between  two  spaees  {Prooeed.  London  Math,  Soo., 
1870). 

**)  Malgrado  la  grande  analogia  di  questa  trasformazione  con  quella  notissima  che  è  la  ri- 
sultante di  una  trasformatone  lineare  coUa  trasformazione  per  raggi  vettori  reciproci,  pure  non 
credo  ch'ess»  sia  stata  mal  osservata  o  impiegata. 
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Esse  possono  indicarsi  come  segue: 

«I  che  sega  e,hhh,ì)i 

«3  »  iihhhh 

di        »         h^h^ì>3Cih^ 

h  »         eiCiCsCtCi 

Ci3         n  biCshgCiCs 

Ci,  »  hc^CshCi 

Cs3        »         ^ihh^i^ 
Cu       »         Cih^esbtCi 

Cu  »  6168636465 

634  »  6]  65636,65 

C3.     »     '^.^,636,6, 

C45        B         Ci  6563  64  6^  *), 

Soltanto  a  queste  ultime  rette  corrispondono  rette  di  F;  questa  superficie  ha  dun- 
que sedici  reMe,  situate  a  due  a  due  in  quaranta  piani.  Alla  retta  a  corrisponde  in 
P  il  punto  0;  pifi  precisamente,  ai  punti  di  a  corrispondono  i  punti  di  F  infinitamente 
vicini  ad  0  e  situati  nel  piano  ar^  —  0.  Alle  dieci  rette  (6,,  61)  corrispondono  in  F  al- 
trettante coniche,  tutte  passanti  per  0  ed  ivi  toccate  dal  piano  x^  =  0.  Per  0  passano 
altre  dieci  coniche  di  F  (toccate  in  0  dal  secondo  piano  tangente),  imagini  delle  coniche  in- 
tersezioni di  f  coi  piani  condotti  per  0  e  rispettivamente  per  le  dieci  rette  (6^ ,  e,  ) . 


*)  Questa  notazione  è  ricavata  da  quella  che  si  usa  comuiieaiente  per  le  27  rette  della  au- 
perflcie  di  3"  ordine  (ofr.  Bendieonti  Ist.  Lomb,  24  marzo  1870)  [Queste  Opere,  n.  84],  col  trala- 
sciare t'indice  6,  La  notazione  raedeeima  fa  subito  evidente  ohe,  se  dai  trentasei  Doppelsechse 
di  ScHAEFLi  formati  colle  27  rette  della  superficie  di  3,"  ordine  (vengasene  il  quadro  a  pag.  78  del 
mio  Mémoire  de  fféomélrie  pure  sur  les  swrfaceg  éa  3«  orare.  Giornale  Ghellb-Borchardt,  t,  68 
[Queste  Opere,  n.  79])  si  tolgono  isediciI>oj)j(e!»«cftse  ne'  quali  entra  la  retta  «^  ossia  «.rimangono 
i  venti  Jyoffehiierm.  che  Ci^bsch  ha  mostrato  poterei  formare  eoHe  sedici  rette  della  superfìcie 
di  4°  ordine. 
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La  superfleie  F  possiede  dieci  serie  di  coniche,  corrispondenti  a  quelle  che  si  ot- 
tengono segando  f  coi  dieci  fasci  di  piani  aventi  per  assi  le  rette  (S,,  e,).  Diciamo 
coniugate  le  due  serie  corrispondenti  a  fasci  i  cui  assi  h^  Cy  siano  in  uno  stesso  piano 
tritangente  condotto  per  a.  Due  coniche  appartenenti  a  serie  conjugate  sono  sempre  situate 
in  una  medesima  superficie  di  2.o  grado,  passante  per  la  conica  doppia;  e  il  piano  di  una  co- 
nica contiene  un'altra  conica  della  serie  conjugata.  Tutti  i  piani  contenenti  le  coppie  di 
coniche  appartenenti  a  due  serie  conjugate  sono  tangenti  ad  uno  stesso  cono  di  2."  grado: 
si  hanno  così  i  cmque  coni  quadrici  di  Kummer,  cireoseritti  ad  F,  i  quali  sono  indivi- 
duati dalle  cinque  radici  dell'equazione  di  5."  grado,  che  dà  i  cinque  piani  tritangenti 
di  f,  passanti  per  la  retta  a. 

Quando  suppongansi  note  le  cinque  radici,  la  risoluzione  di  quattro  equazioni  quadra- 
tiche farà  conoscere  le  coppie  dirette  (6,,  e,),  (b^,  e.),  (b^,  c^),  {ì>,,  O4)  situate  in  quattro 
piani  tritangenti.  Indi,  se  prendiamo  una  retta  da  ciascuna  delle  predette  quattro  coppie, 
p,  es.  61  Cg  63  64 ,  queste  quattro  rette,  avendo  già  la  trasversale  comune  a,  saranno  incontrate 
simultaneamente  da  un'altra  retta,  a.^,  unica  e  individuata:  la  quale,  avendo  così  quattro 
punti  comuni  con  /,  giacerà  per  intero  su  questa  superficie.  Le  sedici  quaterne  analoghe  a 
6,  Cu  ij  bf  daranno  adunque  senz'alcuna  nuova  irrazionalità  le  sedici  rette  di  f,  e  per  conse- 
guenza le  sedici  di  F:  il  che  coincide  coi  risultati  ottenuti  per  altra  via  dal  sig.  Clebsch. 

Rappresentando  f  sopra  un  piano  II,  avremo  a  un  tempo  rappresentata  anche  F.  Sce- 
gliamo «,  ffl|,  fflai  (*=,  «4,  «s  come  quelle  rette  di /che  sono  rappresentate  dai  sei  punti  fonda- 
mentali 0, 1,  2,  3,  4,  5  diri;  allora  i  cinque  punti  1,  2, ...,  5,  le  dieci  rette  12, 13, ... ,  46 
e  la  conica  12345  saranno  le  imagini  delle  sedici  rette  di  F,  che  indicheremo  con 
(ffl,),  (%},...  ,  {a-i),(e,.^),  (Cis), ...  ,(e«),  (&).  Il  punto  0,  imagine  della  retta  a  di  f,  rap- 
presenterà i  punti  di  F,  prossimi  ad  0,  e  situati  nel  primo  piano  tangente  x^  =0;  se  po' 
sia  0'  il  punto  di  II  corrispondente  al  punto  0  di  f,  sarà  0'  il  rappresentante  dei  punti  di  F, 
prossimi  ad  0  e  situati  nel  secondo  piano  tangente,  che  è  anche  il  piano  da  cui  È  toccata  / 
nello  stesso  punto.  Ne  segue  che  il  punto  0  di  F  sarà  rappresentato  in  II  daQa  coppia  di 
punti  0,  C. 

L'imagine  della  conica  doppia,  dovendo  corrispondere  alla  sezione  fatta  in  f  dal  piano 
x,=^0,  sarà  una  cubica  S  passante  pei  punti  00'12345;  nella  quale  ogni  punto  m  della  conica 
doppia  sarà  rappresentato  da  due  punti  m  m'  che  diremo  conjugati.  La  retta  mm' 
rappresenterà  una  cubica  di  F,  avente  un  punto  doppio  in  m  e  situata  in  un  piano  pas- 
sante per  la  retta  (ò).  Sia  q  la  terza  intersezione  di  S  colla  retta  mm';  e  q'  la  sesta  in- 
tersezione di  S  colla  conica  12345;  la  coppia  qq'  sarà  l'imagine  del  punto  9  in  cui  la  conica 
doppia  è  simultaneamente  incontrata  dalla  retta  (6)  e  dalla  cubica  predetta.  Variando 
mm',  varia  la  eubica  il  cui  piano  girerà  intorno  alla  retta  {b)\  dunque  g,  epperò  anche  q, 
rimane  fisso,  cioè  la  retta  mm'  passa  per  un  punto  fisso  di  S,  che  è  il  conjugate  della  sesta 
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intersezione  di  questa  cubica  colla  conica  12345.  Ne  segue  inoltro  clic  la  retta  qq'  è  tangente 
in  q  alla  cubica  S. 

Di  qui  si  ricava  subito  che  le  imagini  delle  sezioni  piane  di  P  sono  le  cubiche  che,  oltre 
al  passare  pei  cinque  punti  fondamentali  12345,  segano  la  cubica  S  in  due  punti  coniu- 
gati ram';  ehe  le  dieci  serie  di  coniche  in  F  sono  rappresentate  dai  cinque  fasci  di  rette 
uscenti  da  uno  dei  cinque  punti  fondamentali,  e  dai  cinque  fasci  di  coniche  aventi  per  base 
quattro  punti  fondamentali;  ecc.,  ecc. 

Siccome  la  teoria  delle  superficie  di  3."  ordine  è  ormai  molto  divulgata,  mi  pare  di  poter 
ragionevolmente  asserire,  che  il  metodo  qui  proposto  per  lo  studio  della  superficie  di  4." 
ordine,  dotata  di  una  conica  doppia,  sìa  il  piìi  semplice  che  si  possa  desiderare. 


y  Google 


SULLA    SUPERFICIE    DI   QUART' ORDINE 
DOTATA  DI  UNA  CONICA  DOPPIA. 

SECONDA  NOTA. 


Bendiconli  del  R.  Taliluln  Lombardo,  serie  II,  volume  IV  (187J|,  pp.  ! 


Nella  precedente  comunicazione  ho  indicata  una  trasìorniazione  razionale  di  2."  grado 
che,  applicata  ad  una  superficie  generale  di  3."  ordine,  conduce  alla  superficie  generale  di 
4."  ordine  dotata  di  una  conica  doppia.  Invece,  se  si  applica  la  medesima  trasEormazione 
ad  una  superficie  di  2,"  grado,  comunque  situata  rispetto  agli  eìemerìii  fondamentali,  si 
giui^e  ad  un  caso  speciale,  assai  interessante,  della  superficie  di  4,o  ordine  dotata  di 
una  conica  doppia;  caso  ch'io  credo  non  ancora  osservato,  e  che  qui  mi  propongo  di 
esplicare  *).  La  superficie  F  di  cui  si  tratta,  è  rappresentata  dall'equazione: 
(1)  )/l(p+2j/,KP  +  a«K^^-0 

dove  per  brevità  si  è  posto 
fp  =  'p(«/)  =  aii^!+a22;/|-f  «s3?/3  +  2as3!ya«/3  +  2a3,ì/aìf,  +  2aisJ/,jfs, 

K=K(?/)=^jy<  —y\, 


(2)  <f[x)^%x,V{x)  +  a,,y?,=(ì 

la  superile  di  2."  grado  sulla  quale  si  6  operata  la  trasformazione. 

*)  Il  Big.  KoBNDoRFEK  Iia  esposto  con  molti  particolari  (Math.  Awnalen,  t.  I,  p.  592)  \. 
teoria  della  superficie  di  4"  ordine  che,  oltre  alla  conica  doppia,  possiede  un  punto  conico  si 
Imato  juori  detta  coni»'.  Se  B'imagina  ohe  questo  punto  s'accosti  indefinitamente  alla  conici 
fino  a  cadere  in  essa,  si  ottiene  la  superficie  che  io  considero  in  questa  Nota,  preferendo  di  ri 
cavarne  le  propiietà  immediatamente  da  quelle  della  superficie  di  2.°  grado. 
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La  superficie  F  ha  la  conica  doppia 

e  in  essa  U  punto  singolare  y,  =  y^^  J/s^O,  cM  rappresenta  due  punti  doppj  infinitor 
mente  vicini  per  la  curva  di  4."  ordine  risultante  dal  segare  F  con  un  piano  condotto  ad 
arbitrio  pel  detto  punto:  donde  segue  che  quesk,  curva  è  razionale.  La  superfioie  ha  nel 
punto  singolare  un  solo  piano  tangente  y^^O,  il  quale  s^a  F  ìnngo  quaUro  rette  a,, 
«2,  Oj,  a,,  tutte  uscenti  dal  punto  singolare  e  dirette  ai  quattro  punti  dati  dal  sistema: 

i/5=0,  y,y^-{-yt=Q,  f  +  ^yi^  +  a^yì^O. 

Questi  quattro  punti  sono  i  vertici  di  un  quadrangolo  completo,  i  cui  punti  diaconali  uniti 
al  punto  singolare  danno  tre  rette,  che  dirò  a,,  a^,  03. 

La  superfìcie  ha  due  altri  punti  cuspidali;  essi  sono  le  intersezioni  della  conica  doppia 
eolle  tangenti  condotte  dal  punto  j/i  =^  ^2  =  ^3  =  0  alla  conica 

La  superficie  F  è  Vinviluppo  della  serie  di  superfìcie  di  2.<»  grado  (toccate  nel  punto 
singolare  dal  piano  y^  =  0) 

che,  oltre  al  cono 

a„y-~P^=0 
avente  il  vertice  iny,  =  y:i='y^  =  (i,  contiene  altri  tre  coni  cireoserita  ad  F,  I  vertici  di 
questi  coni  sono  situati  rispettivamente  nelle  tre  rette  a. 

Di  qui  segue  che  F  possiede  otto  serie,  coniugate  a  due  a  due,  di  coniche;  le  coniche 
di  due  serie  coniugate  giacciono  nei  piani  tangenti  di  uno  stesso  cono  quadrico  circoscritto. 

Olire  le  quattro  rette  «,,  %,  «^1  «j,  ^(*  superficie  contiene  otto  rette 

bu     h,,     h„     l„ 

Ci,       Ci,       C3,       Cj, 

formanti  un  così  detto  Doppelvier;  cioè  due  rette  6,  e  si  segano  se  hanno  indici  diversi; 
mentre  due  rette  h,  né  due  rette  e,  non  s'incontrano.  Inoltre  una  retta  a  incontra  la  5  e 
la  e  dello  stesso  indice. 

Dirò  1.",  2."  e  3."  cono  i  tre  coni  circoscritti  ad  F,  i  cui  vertici  sono  nelle  tre  rette 
a  ;  e  4."  cono  quello  il  cui  vertice  è  il  punto  ^,  =  y^  =  ^3  =;  0.  Le  dodici  rette  di  F  forma- 
no venti  paja,  situate  in  altrettanti  piani  tritangenti,  e  costituenti  altrettante  coniche 
che  appartengono  alle  otto  serie  suaccennate.  Giacciono  nei  piani  tangenti  al  l."  cono, 
epperò  appartengono  alle  prime  due  serie  conjugate  le  paja 
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{hcu    b,c,],       (he,    h,c,), 
(SiCs,     he).        {he,    hcl 


COSI  pei  a."  cono 


Da  uìtimo,  pel  4." 

(«jè,,    a^h^    <hh>    o-4^i]j 
l«,c,,    %C3,    a^e^,    a,cA. 

Di  qui  segue  che,  se  s'indicano  cogli  stessi  simboli  b,  ei  punti  in  cui  queste  rette  incon- 
trano il  piano  ^2  =  0  {cosi  che  la  retta  a,,  passerà  pei  punti  b,.  e  c^),  le  rette 

hiCs,    63C2,    he,,    he, 
si  segheranno  in  uno  stesso  punto  di  a,,  eioÈ  nel  vertice  del  1°  cono;  così  le  rette 

63^11    hcs,    he4,    hc^ 
passeranno  per  «no  stesso  punto  di  Kj,  oioè  pel  vertice  del  2.°  cono;  e  le  rette 

61  Cj,    he,,    63 C4,    hsg 
avranno  in  comune  un  punto  di  o.^,  cioè  il  vertice  del  3.°  cono  *). 

Per  conseguenza,  la  risoluzione  dell'equazione  di  8."  grado  che  dà  le  otto  rette  i,  e 
(ossìa  gli  otto  punti  6,  e),  è  ridotta  a  risolvere:  1,"  l'equazione  biquadratica  delle  rette  & 
(ovvero  l'equazione  eubica  delle  tre  rette  a);  2,"  l'equazione  quadratica  che  dà  le  due  rette 
6,  e  che  incontrano  la  retta  a,  corrispondente  ad  una  radice  dell'equazione  biquadratica. 

La  rappresentazione  della  superficie  F  sopra  un  piano  TI  ai  ottiene  assai  facilmente 
projettando  la  superficie  (2)  di  2."  grado,  di  cui  quella  è  la  trasformata,  da  un  suo  punto 
e  quindi  operando  su  questa  proiezione  un'ordinaria  trasformazione  di  2."  grado.  Nella 
rappresentazione  così  ottenuta,  si  hanno  cinque  punti  fondamentali,  1,  2,  3,  4,  5,  de'  quali 
gli  ultimi  tre  in  linea  retta:  le  rette  a  sono  rappresentate  dalla  retta  12  e  dai  punti  3,  4,  6; 
le  rette  b,  e  dai  punti  1,  2  e  dalle  rette  che  li  uniscono  agli  altri  tre.  La  retta  345  è  l'ima- 
gine  del  punto  singolare  i^i  =  j/z  =  ^3  =  0  ;  mentre  la  conica  doppia  è  rappresentata  da 

*)  Detti  «j,  i\,  Vj,  «4  i  vertici  dei  quattro  coni,  i  trs  gruppi  di  punti  ii|iijiijiij,  6,626364,  c^e^o^c^, 
formann  un  sistema  identico  a  quello  dei  dodici  punti  di  contatto  delle  tangenti  di  una  cubica, 
uscenti  da  tre  punti  di  essa  allineati  in  una  retta  (vedasi  la  mia  IntrodMuione  ad  ima  teoria  geo- 
melriea  delie  curve  piane,  n.°  149)  [Queste  Opere,  n.  29  (t.  1.°)], 
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una  eoniea  S  passante  per  i  punti  1,  2:  ad  ogni  punto  della  conica  doppia  corrispondono 
due  punti  di  S,  che  diremo  conjugati,  allineati  con  un  punto  fìsso  0,  posto  nella  retta 
345;  così  che  le  intersezioni  di  S  eoUa  retta  polare  di  0  sono  le  imagini  dei  due  punti  cuspi- 
dali. Le  sezioni  fatte  in  F  dai  piani  passanti  pel  punto  singolare  j/,  =  y^  =  j/j  =  0  sono 
rappresentate  daUe  coniche  di  una  rete  della  quale  fanno  parte  anche  S  e  il  sistema 
(12, 345).  Invece  alle  altre  sezioni  piane  di  F  corrispondono  le  cubiche  passanti  pei  cinque 
punti  fondamentali  e  seganti  S  in  due  paja  di  punti  conjugatì.  Le  coniche  passanti  per  1, 2 
e  per  le  ìmagini  de'  due  punti  cuspidali  rappresentano  le  curve  di  contatto  di  F  colle 
superficie  di  2."  grado  della  serie  (3);  le  quali  curve  hanno  tutte  un  punto  doppio  in 
y,  =  i/j  =  1/3  =r  0,  Fra  esse  vi  è  anche  la  eoniea  doppia;  ed  altre  due  sirbolvono,  cia- 
scuna, in  due  coniche  passanti  pel  punto  suddetto. 

Le  due  serie  di  coniche  relative  al  1."  cono  cireoseritto  sono  rappresentate  dalle  rette 
passanti  pel  punto  3  e  dalle  coniche  del  fascio  (12  4  5);  così  le  rette  (4)  e  le  coniche 
(12  5  3)  rappresentano  le  coniche  delle  due  serie  coniugate  relative  al  2."  cono;  e  le  rette 
(5)  e  le  coniche  (12  3  4)  sono  le  imagini  deUe  coniche  delle  serie  relative  al  3.°  cono. 
Finalmente,  i  fasci  di  rette  uscenti  dai  punti  1,  2  rappresentano  le  coniche  poste  nei 
piani   tangenti  al  i.°  cono,  cioè  a  quello  il  cui  vertice  è  il  punto  ^1  =  i/s  =  s/a  ==  0. 
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OBSERVATIONS  GÉOMÉTRIQUES  À  PROPOS  DE  LA  NOTE 
DE  Mr.  BRIOSCm  "SUR  LES  TANGENTES  DOUBLES  D'UNE  COURBE 
DU  4.«  ORDRE  AVEC  TTN  POINT  DOUBLÉ  „.    ["] 


Malkematische  Annaìen,  Band  IV  |18711,  pp.  89-102. 


En  f?upposant  que  p  ne  soit  pas  une  racine  de  l'équatìon  (4),  mais  plut6t  un  paramè- 
tre  arbitraire,  on  déduit  dea  équations  (3)  et  (5)  la  siiivante 

4F(6s^w  — m)=j)(24J;'s'  +  (E  — p=)ii+2p9  — 4fcw)  +  4J:'f^. 
Done.  quelque  soit  p,  la  conique 

(6)  24  ft  V  +  (E  —  p=)  ì;  +  2  p  6  —  4  ft  w  -=  0 

est  tangente  à  la  courbe  biquadratique  donnée 

6s'v  — M  =  0 
en  quatre  points,  situés  par  eouples  dans  Ics  deux  droites  ^  =  0.  L'équatìon  (6)  repré- 
sente  un  système  de  eoniques  quadritangents:  il  contient  quatre  eoniques  qui  se  déeompo- 
sent  en  deux  droites  (tangentes  doubles),  et  ees  quatre  eoniques  particulières  eorreepon- 
dent  aux  quatre  valeurs  du  paramÈtre  p  qui  satisfont  i'équation  (4).  En  eilet,  le  premier 
membre  de  eelle-ci  ne  diffère  du  discriminant  de  !a  formo  ternairo  (6)  que  par  un  faeteur 
indépendant  de  p. 

L' interprétation  géométrique  du  résultat  obtenu  par  Mr.  BmosCHi  est  done  la  sui- 
vante:  «  Une  eourbe  homologique-haimonique  *)  du  4."  ordre  avec  un  point  doublé 
possedè  deux  systèmes  de  eoniques  quadritangentes,  qui  ont  mème  eentre  et  axe  d'ho- 


*)  C'est-à-dire  que  la  oourbe  possedè  un  eentre  j:--i/  —  0  e:t  un  (we  z=0  de  homoUigie  hartìtow- 
que:  propiìété  géométrique  qui  correspoiid  à  l'absence  du  terme  linéaire  en  s  dans  l'équatìon 
de  la  courbe.  On  sait  d'ailleurs  que  toute  eourbe  hyperellìptique  peut  étre  transformé^ration- 
aellemeot  eu  une  eourbe  homologique-haTmoiùqBe. 
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mologie  harmonique  {c'est-à-dire  que  le  point  x  =y  =  0  est  le  pole  de  la  droite  s  =^  0). 
L'équation  de  l'un  de  ees  systèmes  est  (6),  où  p  désigne  le  paramètre;  en  permutant  E 
avec  D,  on  obtieiit  le  second  système.  Dans  eliaque  eystème,  les  couples  de  droites  me- 
nées  du  point  doublé  aux  points  de  contact  de  la  eoiirbe  donnée  avec  les  eoniques  qua- 
dritaiigeiites  forment  une  involution:  ce  qui  résulte  do  la  relation  (5).  Chaque  système 
eomprend  quatre  couples  de  tangents  doubtea;  et  les  valeurs  correspondantes  du  para- 
mètre sont  les  racines  de  l'équation  (4).  » 

En  désignant  par  tu  la  forme  qu'on  déduit  de  6  par  la  permutation  de  E  avec  D,  on 
voit  tout  de  suite  que  les  troia  groupes  de  quatre  droites 

«.6  =  0,        «.(0  =  0,        (0.6  =  0 

sont  harmoniques.  Les  formes  biquadratiques  h  =  0,  «8  =  0  sont  aussi  liéee  harmo- 
niquement  entre  eUes,  selon  la  dénomìnation  proposée  par  Mr.  Battaglimi  *);  dono 
les  formes  6,  m  sont  déterminées  par  les  conditions  que  les  invariants  quadratiques 

(v.»f,  («.«)■,  (».»)■,  (9».«)' 
soient  tous  égaux  à  zèro. 

On  peut  aussi  présenter  le  théorème  ei-devant  sous  la  forme  algébrique  qui  auit:  «  On 
donne  deux  formes  binaires  u  et  v,  biquadratique  la  première,  quadratique  l'autre;  et 
on  demande  à  satisfaire  à  l'équation 

u  =  v<p  —  f^, 
lì  y  a.  deux  systèmes  de  solutions,  dont  l'un  est  eontenu  dans  les  formules 
2fcf  =  e  — p«,      4P?  =  (p'  — E)ii  — 2p6  +  4i:«), 

p  étant  arbitraire.  La  permutation  de  E  avec  D  donne  l'autre  système  », 

On  obtient  très  rapideraent  le  16  tangentes  doubles  de  la  courbe  proposée,  en  lui  ap- 
pliquant  le  procède  ingénieux  que  Mr.  Geiser  **)  a  indiqué  pour  la  eourbe  generale 
du  4."  ordre.  En  supposant  donnée  une  surface  generale  du  3."  ordre,  si  l'on  place  l'oeil 
sur  une  des  27  droites,  la  projection  piane  du  contour  apparent  de  la  surface  sera  pré- 
ciseraent  une  courbe  du  4,^  ordre  avec  un  point  doublé.  Je  conserve  pour  les  27  droites 
la  notation  de  Mr.  SchlAfli,  omia  seulement  l'index  6;  si  a  est  la  droite  choiaie  pour 
y  piacer  l'oeil  0,  la  trace  de  a  sur  le  pian  de  projection  sera  le  point  doublé;  les  traces 
des  deux  plans  bitangents  contenaut  les  eoniques  touchées  par  a  seront  les  tangentes 
an  point  doublé;  les  einq  plans  tritangents  qui  passent  par  a  et  le  pian  tangent  en  0  au- 


*)  Sulle  forme  binarie  dì  grado  qualunque  {Atti  della  E.  Accademia  delle  Scienze  di  Napoli, 
voi.  Ili,  pag.  11).  ■ 

**)  Mathem.  Àonalen,  t.  1,  p.  129. 
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ront  pour  traees  lea  sìx  tangentes  issues  da  point  doublé.  Enfili,  les  16  taiigentes  dou- 
bles  seront  les  projeetions  des  16  droites 

«1,  «3,  «3,  a,,  «6,  6,  c,j,  c,E,  Cu,  c,5,  e^,  e^,  Cm,  c^,  Cg^,  c^^ 

de  la  surface,  qui  ne  eont  pas  reneontrées  par  a.  Or,  il  suit  de  la  théorie  très  eonnue  de  la 
surface  du  3."  ordre,  que  ces  16  droites  se  déterminent  linéairement,  dès  qu'on  eonnait 
les  restantes;  par  ex,  a,  est  la  droite  commune  aux  hyperbololdes  e,  &;(>,,  Ci  b^  64  qui 
ont  déjà  en  conimnu  c,,6s  et  a. 

Si  l'on  veut  que  le  contour  de  la  surface  donne  une  courbe  homologique-liarmonique 
il  faut  supposer  que  la  surface,  au  lieu  d'ètre  tout-à-fait  generalo,  présente  cette  smgu- 
larité  que,  dans  deux  des  plana  tritangeiites  qui  passent  par  a,  les  deux  droiteb  v  conte- 
iiues  se  coupent  aur  a.  Noue  supposerons  que  cela  arrive  pour  les  plans  00^04,  a  hc,^. 
Soit  donc  l'équation  de  la  courbe  proposée 

(I)  xyz'~(y+rx){y  +  X]x)iy+nx)(y  +  -klx)  =  0, 
l'équation  de  la  surface  Jj  sera 

(II)  w'(y  +  X'x)  +  2{fX'x+ey)$w  +  ifX'x+e'y)^ 

~}.'(e-fyiy+X\x){y  +  \lx)iy+Ux)  =  (ì, 

oti  w  ^  0  est  le  pian  de  projection  ;  e,  f  sont  deux  constantes  aibitraires,  inégales.  La  dro- 
ite a  est  x^y^O;  les  droites  (Ci,6|)  (c„  b^)  (e,,  63)  sont  données  par 

y  +  Xlx^O,    Xiw+fz)±X.iw  +  e5)  =  Q 
(r  =  l,2.3);  les  droites  (Cj,  b^,)  par 

x^O,       w+e3±X(e  — /)!/-=0 
et  les  droites  (e^,  65)  par 

y  =  0,    w  +  fs±X,X,X.,{e  —  f)x=^0. 
Coupons  la  surface  J3  par  un  hyperboloìde 
(IH)  z{^x  +  Sy)  +  w(Cx  +  Dy)  =  0 

mene  par  les  droites  a:  ^=  ?/  ^  0,  s  =  w  ^=  0,  la  deuxième  desquelles  peree  J,  aux  trois 
points  e,bt,  e-ib.,,  c^b^.  En  éliminant  w  entre  (II)  et  (IH),  on  a  l'équation  do  la  projection 
de  l'intersectioo  des  deux  surfaees:  équatìon  qui  représentera  une  courbe  du  5."  ordre, 
ayant  un  point  triple  en  x=^y  =  0  ot  tangente  à  la  eourbe  (I)  aux  points  CiÈi.Cs&j, 
(TaÉsCt  on  quatre  autres  points  allignés  avec  x  =  y  =  (ì  sur  les  droites 

{y+\^x){Ax+By)-{ey  +  f\'x){Gx  +  -Dy)^Q. 
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Or,  en  écrivant  que  l'équation  du  h.-'  degrè  coiitient  les  trois  facteui^  y  -\-  Xl  x,   on 
a  tes  troìs  conditione 

X  (a  —  f  C  -  X^,  (  B  —  f  D  ))  +  X,,  (a  —  e  C  —  X!.  (B  —  e  D))  =0 

qui  doiinent  huit  systèmes  de  valeurs  pour  A  :  E  :  C  :  D  correspondaiit  aux  eombinaisons 
de  signea  de  Xj,  X,,  hj.  La  eombinaison  (+  +  -f)  donne  ainsi  l'hyperbololde 

(w  +  e  s)  ({X,  +  ).j  +  X3)  2/  —  X,  X3  X3  xj 

lequel,  ayant  déjà  qiiatre  droites  a,  e,,  e^,  e^  communes  avec  J3,  eoupera  tette  surfaee 
suivant  deux  nouvelles  droites  h,  C45,  dont  les  projectìons  sur  le  pian  mj  =  0  seront 
deus  tangentes  doubles  de  la  courbe  (I),  savoir 

\x  =  i). 

Analoguement,  les   autres  combinaisons  de  signes  (H ),  ( 1 ),  ( h) 

( )^    (.^  +  +),    (H H).  (+  H )  donnent  lee  autres  7  couples  de  droites 

(a,  Cga),  (ffls  C31),  («3  e,;),  (([ja;),  (CuCis),  (CmCob),  (CsjCss).  Les  premières  quatre  couples  et 
les  quatre  dernières  appartiennent  respectivement  aux  deux  systèmes  de  coniques  qua- 
dritangentes,    dont   j'ai   déjà   parie, 

J'observe  eneore  que  la  seetion  de  J3  par  le  pian  w  =  0  est  la  cubique  honioìogique- 
harmonique 

ayant  un  point  d'inflexion  en  x=^=0,  et  pour  tangentes  issues  de  ce  point  les  trois  droites 
»/  +  X'3;  =  0,  Les  trois  points  de  eootaet  de  ees  tangentes,  situés  dans2^^=0,  et  deux 
autres  points  allignés  avec  a;  =  1/  =  0  sur  la  droite  f\^x  -\-  ey  =  Q  sont  autant  de  points 
de  tangence  entre  la  cubique  et  la  eourbe  (1).  Les  traces  des  27  droites  de  Jj  sont  distri- 
buées  dans  la  cubique  de  la  manière  suivante:  le  point  x^y  =  ^  est  la  trace  de  a;  les 
traces  de  e,,  Jj  sont  dans  a;  =  0;  celles  de  c^,  h^  dans  ^  =  0;  les  traces  de  i,  et  e,,  de 
i»2  et  e,,  de  63  et  63  coKncident  deux  à  deux  avec  les  points  de  contact  des  tangentes  is- 
sues du  point  d'inflexion.  Enfin,  les  traces  des  autres  16  droites  sont,  par  eouples,  alli- 
gnéea    avee  »  =  ;/  =  0  sur    les    8    droites 

(e  (X,  +  Xa  +  X,)  +  fi]  y  —  (e  X,  X,  X3  +  f  X  (X^  X3  +  X,  Xi  +  X,  X,))  a:  -:  0 

eorrespondant  aux  combinaisons  de  signes  de  Xi,  Xj,  X3.  Ces  8  droites  sont  les  traces 
des  8  hyperboloides,  qui  ont  tous  en  eommun  les  droites  x=^y  =  i),  s  =  w  =  0. 
Si  l'on  place  l'oeil  au  point  eoinraun  à  trois  droites  a,  h„  e,  de  J3,  la  projeetiondu 
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contour  apparent  de  la  surface  sera  la  eubique  homologique-harmonique 

Le  point  iE  =  ff  ^  0  est  la  projectioii  des  droites  a,  \,  c^\  les  droites  h^,  c,8eproj6teat 
en  deux  points  sur  1  =  0;  lea  troia  taiigentes  issues  du  point  3;^^=?/  — 0  représentent 
les  eouples  c^  et  h^,  c^  et  b^,  c^  et  63  ;  et  les  huit  tangentes  de  la  courbe,  issues  de  ces  deux 
points  seront  les  projections  des  autres  eeize  droites,  coTneidant  deux  à  deux: 

a,  et  Cu    ,    «2  et  Cj,    ,    %  et  Cji    ,    e^^  et  % 
6   et  «4    ,    C23  et  Cis    ,    C31  et  Cjs    ,    c,^  et  %. 

D'iei,  et  de  la  propriété  anharmonique  des  quatre  tangentes  issues  d'un  point  d'une  eu- 
bique, on  conclut  immédiatement  l'égalité  des  rapports  anharmoniques  des  trois  formes 
biquadratiques    eonsidérées    par    Mr.  Brioschi. 

Milan,  avril  1871. 
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NOTA   1.* 
Kentikonli  d^l  R.  Milulii  Lnmbardo,  aeiie  il,  vohiHio  iV  |187iì,pi).  !;GiJ-37H. 


Quattro  variabili  omogenee  indipendenti  x^x^x-^x,  siano  legate  ad  altre  quattro  varia- 
bili analoghe  yiyiyjy4  mediante  le  relazioni: 

(1)  X,:  x^:  x^:  X,  =  f,:  ^i'.  rp^:  rp^ 

dove  le  f  siano  funzioni  {algebriche  razionali)  intere  omogenee  di  uno  stesso  grado  n  deUe  y. 
Considerando  la  x  eie  y  come  coordinate  di  due  punti  corrispondenti  in  due  spazj  a 
tre  dimensioni,  le  (1)  esprimono  che  ad  un  punto  qualsivoglia  dello  spazio  (y),  purché  non 
comune  alle  quattro  superficie  y  =  0,  corrisponde  un  solo  e  determinato  punto  dello  spa- 
zio (x),  e  che  ai  piani 

(2)  «1  «1  +  aj  a;^  +  «3  Sa  +  a4  (Kj  =  0 
dello  spazio  {x)  corrispondono  le  superficie  d'ordine  n 

(3)  «,  f,  +  «.<?.  +  '3  ?.  +  «,  <p.  =  0 
formanti  un  sistema  lineare  triplamente  infinito. 

Suppongasi  ora  che  dalle  (1)  si  possano  desumere  le  y  espresse  razionalmente  colle  x, 
cioè  le  formolo  inverse  delle  (1)  siano 

(4)  i/i  :  »/i  :  J/3  :  »/4  =  (l'i  :  -ti  :  -t^  :  '!'4 

essendo  le  ^  funzioni  intere  omogenee  delle  x,  di  un  medesimo  grado  m, 

*)  Veggaai  intorno  a  questo  argomento  la  Memoria  del  prof.  Catlet,  On  the  rational  tran- 
sformaMon  belween  two  $paees  nei  t.  3  dei  Procc«ding3  of  the  London  Mafch.  Society,  Cfr,  anche 
NfiTHER,  Zmr  Theorie  dee  eindeutigen  Entspreehmis  algebraischer  GeMMe  von  belieMg  vielen  Dimen- 
sionen  (Math.  Annalen,  t.  2).  La  medeairoa  quistione  per  le  figure  piane  è  stata  trattata  da  me 
(Memorie  dell'Accademia  di  Bologna,  2.=  serie,  t.  2,  1863  e  t.  5,  1865;  ovvero  Giornale  di  Mate- 
matiche di  Napoli,  t.  1  e  3)  [Que^8te  Opere,  n,  40,  62  (t.  2.")],  da  Clifford  e  Catley  (loco  citato) 
da  NòTHER  (Math.  Annalen,  t.  3,  p.  164)  e  da  Rosanes  (Giornale  Ckblle-Borchardt,  t.  73). 
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Ciò  equivale  a  supporre  il  sistema  (3)  tale  che  tre  superficie  prese  arfrìiraràmenfe  da 
esso  abbiano  un  unico  punto  comune,  che  non  appartenga  a  tutte  le  superficie  del  sistema 
medesimo:  così  che  anche  ad  un  punto  qualsivoglia  dello  spazio  (a;),  purché  non  comune 
a  tutte  le  superficie  <])  ==  0,  corrisponde  un  solo  e  determinato  punto  dello  spaaio  {y). 
Dalle  (4)  segue  inoltre  che  ai  piani 

(5)  P,?/,  +  p2J/s  +  p3?/.  +  P,?/.  — 0 
corrispondono  le  superficie 

(6)  My  +  M:^  +  M^  +  %^A^() 

formanti  un  sistema  lineare  triplamente  infinito  ;  tre  qualunque  delle  quali,  in  virtii  deUe 
(1),  si  segano  in  un  solo  punto  non  comune  a  tutto  il  sistema.  Le  (1),  (2)  significano 
eziandio  che  ciascuna  superficie  dei  sistemi  (3)  e  (6)  è  rappresentabile  punto  per  punto 
sopra  un  piano. 

Analogamente  a  ciò  che  accade  per  le  trasformazioni  nel  piano  *),  ai  punti  ed  alle 
lìnee  fmdamerdali  o  principali  d'uno  spazio,  p.  e.  dello  spazio  (y),  vale  a  dire  ai  punti  ed 
alle  linee  comuni  a  tutte  le  superficie  tp,  corrispondono  superficie  costituenti  la  Jacobiana 
delle  superficie  ^.  In  particolare  ai  punti  di  una  curva  r-pla  comune  alle  (p  corrispondono 
curve  razionali  d'ordine  r,  D  luogo  delle  quali  fa  parte  della  Jacobiana  delle  t[).  La  stessa 
curva  che  è  r-pla  per  tutte  le  y  ò  (4)'— l)-pla  per  la  Jacobiana  di  queste  superficie;  ecc.**). 

Per  brevità  di  discorso  diremo  omaloide  ***)  una  superficie  quando  sia  rappresenta- 
bile punto  per  punto  sopra  un  piano;  e  omaloidale  un  sistema  di  superficie  algebriche  il 
quale,  come  i  sistemi  (3)  e  (4),  sodisfaccia  alle  due  condizioni:  1."  d'essere  lineare  e  tripla- 
mente infinito,  2."  che  tre  superficie  prese  ad  arbitrio  nel  sistema  si  seghino  in  un  solo 
punto  non  comune  a  tutto  il  sistema  medesimo.  Le  superficie  di  un  sistema  omaloidale 
sono  necessariamente  omaloidi. 

Queste  denominazioni  possono  valere  anche  per  le  figure  piane  (e  per  le  figure  descritto 
in  una  superficie  omaloide);  cosi  che  una  curva  omaloide  sarà  una  curva  razionale  cioè 
una  curva  di  genere  zero;  ed  una  rete  omaloidale  di  curve  sarà  un  sistema  lineare  dop- 
piamente infinito  di  curve  (razionali),  due  qualunque  delle  quali  si  seghino  in  un  solo 
punto  non  comune  a  tutte. 

Sia  ora  <p,  una  superficie  omaloide  di  grado  n,  della  quale  si  conosca  una  rappresenta- 
zione (punto  per  punto)  sopra  un  piano  II.  Tutte  le  altre  superficie  omaloidi  d'ordine  n. 


*)  Vedi  la  Nota  3,",  già  citata,  Swlle  PrasformcKioni  geometriche  delle  figure  piane  {Bologna, 
1865). 

**)  Vedi  la  citata  Memoria  di  NSther  nei  Math.  Annalen,  t,  2,  p,  293. 
**•)  Cfr.  Sylvester  ne!  Cambridge  and  Dublin  Matli.  Journal,  t.  6.  pag.  12, 
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aventi  gli  stessi  punti  multipli  e  le  stesse  linee  multiple  di  ip^,  segheranno  inoltre  ^  secondo 
curve  le  cui  imagini  su  TI  formeranno  un  certo  sistema  2,  Ora  assumasi  in  II  una  rete 
omaloidale  di  curve  K,  in  modo  che  ciascuna  di  queste  insieme  con  un  luogo  fisso  L  (un 
complesso  di  linee,  anche  prese  più  volte)  costituisca  una  curva  del  sistema  S.  Una  curva 
Ki,  formando  insieme  con  L  l'imagine  dell'intersezione  di  f^  con  un'altra  superficie  ana- 
loga (pi,  individua  un  fascio  (pj  +  a,  y,;  analogamente,  se  K;,  K;,  sono  due  altre  curve 
della  rete,  non  appartenenti  con  K,  ad  uno  stesso  fascio,  saranno  individuati  i  fasci 
fi  +  '^if-i,'pt  -j-  «s'fs;  e  siccome  i  tre  fasci  hanno  una  superficie  comune  tp,,  co^  essi 
individuano  e  costituiscono  un  sistema  lineare  triplamente  infinito 

«1  <Pi  +  «t  y,  +  «3  (ps  +  a,  f^  =  0. 

Questo  sistema  è  omaloidale,  epperò  può  servire  di  base  ad  una  trasformazione  razionale  d'or- 
dine n;  cioè  le  superficie  del  sistema,  considerate  nello  spazio  {y),  sì  possono  far  corrispon- 
dere [**]  ai  piani  d'un  altro  spazio  {x)  punteggiato  projettivamente  [^"J  al  primo,  e  ciò 
col  porre  le  formole  (1),  dalle  quali  seguiranno  le  (4).  Il  grado  delle  tjj,  ossia  il  grado  della 
trasformazione  inversa,  non  è  altro  che  l'ordine  delle  curve  di  ft  aventi  per  imagini  le  K. 

La  Jacobiana  della  rete  K  è,  come  si  sa  *),  composta  di  più  linee  k\  e  queste  sono  ap- 
punto le  imagini  delle  curve  che,  insieme  colle  curve  fondamentali  dello  spazio  {y),  costi- 
tuiscono l'intersezione  di  tp,  eolia  Jacobiana  delle  superficie  y  ["'].  Vale  a  dire,  le  k  sono  le 
imagini  delle  curve  dello  spazio  {?/)  corrispondenti  ai  puntine'  quali  le  curve  fondamentali 
delio  spazio  {x)  sono  incontrate  dal  piano  che  corrisponde  a  f,  {^^\  Se  le  9  hanno  in  comune 
una  curva  semplice,  una  curva  doppia,  una  curva  tripla , . . . ,  queste  prese  ordinatamente 
1 .  i!,  2.7,  3.11,...  volte  fanno  parte  della  intersezione  di  94  eolla  Jacobiana  delle  ^; 
e  la  residua  intersezione  di  queste  due  superficie  è  esclusivamente  rappresentata  dalle 
curve  fc  costituenti  la  Jacobiana  delle  K  (tenuto  conto  di  queUe  linee  di  f,  che  corrispon- 
dono a  punti  di  II)  ["*],  Perciò,  se  le  k  sono  le  imagini  di  l^  rette,  l.^  coniche,  l^  cubiche  (ra- 
zionali),,.. ,  le  superficie  i[)  avranno  in  comune  una  curva  semplice  d'ordine  l^,  una  curva 
doppia  d'ordine  \,  una  curva  tripla  d'ordine  1^,...  [''*].  E  dall'esame  delle  relazioni  fra  ì 
diversi  elementi  della  data  rappresentazione  di  tpj  si  potranno  senza  difficoltà  desumere 
eziandio  le  relazioni  fra  le  curve  fondamentali  dello  spazio  {x),  cioè  il  genere  di  ciascuna, 
i  punti  in  cui  s'incontrano  a  due  a  due;  ecc.,  non  che  le  proprietà  della  Jacobiana  delle  t[i, 
la  quale  dei  resto  si  compone  delle  superfìcie  che  corrispondono  ai  punti  e  alle  linee  fon- 
damentali dello  spazio  {y).  Cosi  il  sistema  delle  superficie  ^Jj  (e  con  esso  la  trasformazione 
inversa)  vorrà  ad  essere  completamente  conosciuto. 

Ogni  rete  in  11  analoga  a  quella  delle  curve  K,  condurrà  per  tal  modo  ad  una  trasfor- 
mazione nella  quale  è  impiegata  la  data  s 


*)  Vedi  la  citata  Nota  2.°,  Sulle  Irasformasinm  geometriche  delle  figure  ■pianti. 
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Ora  mi  sta  a  cuore  di  porre  in  chiaro  la  facilità  e  la  fecondità  del  metodo  che  propongo  ; 
a  questo  intento  gioveranno  alcuni  esempi, 

1°  Sia  fi  una  superficie  di  2."  grado,  rappresentata  mediante  proiezione  da  un  suo 
punto  sopra  il  piano  II:  eoa!  che  il  sistema  S  sarà  formato  dalle  curve  di  4."  ordine  do- 
tate di  due  punti  doppj  fissi  1,  2.  Allora  le  K  possono  essere: 

a)  Le  rette  del  piano  II  ;  il  luogo  L  è  composto  della  retta  12  e  di  una  conica  per 
1  2;  il  sistema  omaloidalo  è  dunque  costituito  dalle  suporfioie  di  2."  grado  aventi  in  co- 
mune una  conica  ed  un  punto,  e  la  trasformazione  inversa  è  di  2°  grado  *).  La  Jacobiana 
delle  K  rappresenta  [^^]  due  rette;  dunque  le  tjj,  oltre  ad  avere  un  punto  comune  (corri- 
spondente al  piano  della  conica  comune  alle  fp)  passeranno  per  una  conica  fìssa.  Si  ottiene 
la  medesima  trasformazione  assumendo  per  le  K  le  coniche  descritte  per  1  2  e  per  un  altro 
punto  fisso  o;  nel  qual  caso  L  sarà  una  conica  per  1  2.  Se  anche  L  passa  per  o,  si  ottiene 
una  trasformazione  speciale,  della,  quale  io  ho  già  trattato  altra  volta  **), 

b)  Le  coniche  per  1  e  per  due  altri  punti  fissi  o  Oi  ;  il  luogo  L  è  composto  dalla  retta  12 
e  di  un'altra  retta  per  2.  Il  sistema  omaloidale  è  costituito  dalle  superficie  di  2,"  grado 
aventi  in  comune  una  retta  e  tre  punti,  e  la  trasformazione  inversa  è  di  3.°  grado  ***).  La 
Jacobiana  delie  K  f '"J  rappresenta  una  conica  e  tre  rette;  dunque  le  ^  hanno  in  comune 
una  retta  doppia  ed  una  linea  semplice  di  S.°  ordine  (il  sistema  di  tre  rette  semplici). 
Si  ottiene  la  medesima  trasformazione  se  le  K  sono  cubiche  1^  2  passanti  per  altri  tre  punti 
fissi  oOiO^;  se  poi  a  questi  punti  si  danno  posizioni  speciali,  p.  e.  assumendoli  in  linea 
retta  ["],  ovvero  infinitamente  vicini,  si  giungo  a  trasformazioni  particolari. 

e)  Le  coniche  per  tre  punti  fissi  oOiO^;  il  luogo  L  riducesi  allora  alla  retta  12  con- 
tata due  volte.  Le  superficie  de!  sistema  omaloidale  sono  circoscritte  ad  un  tetraedro  fìsso, 
in  un  vertice  del  quale  hanno  un  piano  tangente  fisso.  La  trasformazione  inversa  è  del 
4,"  grado  f)-  La-  Jacobiana  delle  K  ["]  rappresenta  tre  coniche  e  due  rette;  dunque 


•)  È  questa  Vordinaria  trasformaaioue  conica,  stata  Btudìata  dal  prof.  Schiapabelli, 
(Sulla  trasformazione  geometrica  delle  figure  nelle  Memorie  dell' Aceademia  di  Torino,  1362)  e 
da  altri.  TI  prof.  Geisee  nel  Giornale  Cbislle-Borchahdt  (t.  70,  p.  249)  l'ha  adoperata  per  de- 
durre la  auperflcie  di  4,"  ordine  con  una  conica  doppia  dalla  superficie  generale  di  ■'i."  ordine. 
Faccio  qui  questa  citazione  eapiessamente  per  riparare  ad  una  involontaria  ma  poco  scusa- 
bile omissione,  nella  qualp  sorto  incorso  quando  ho  trattato  il  medesimo  argomento  con  un  me- 
todo assai  somigliante,  benché  non  identico  (Rendiconti  di  questo  R.  Istituto,  0  marzo  1871) 
[Queste  Opere,  n.  83]. 

•*)  Rendiconti  di  questo  E.  Istituto,  9  e  23  marzo  1871  [Queste  Opere,  n,  88,  89], 

***)  Questa  trasformazione  è  già  stata  indicata  dal  sig.  Catlet  (1,  e), 

t)  Le  auperflcie  òf  sono  superficie  di  Steiner  (4.°  ordine  e  3,°  classe)  aventi  in  comune  le 

tre  rette  doppio  e  una  conica.  Se  si  parte  dalla  rappresenta^iione  di  una  superficie  di  Stkinek 

{Rendiconti  di  questo   E,  Istituto,  24  gennajo  1867)  [Queste  Opere,  n.  71  (t.  2.")],  per  ottenere 

l'attualo  trasformazione  basta  assumere  come  linee  K  le  rette  del  piano  rappresentativo;  il 
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le  (|j  hanno  in  co  e  un  I  o  o  dopp  olì  o  i  uè  (tre  rette  doppie)  e  una  conica  sem- 
plice. Si  perviene  a!  n  edes  no  It  to  e  le  K  so  o  curve  di  4."  ordine  1'  2^  aventi  un 
altro  punto  dopp  o  lì  o  o  e  tre  p  t  e  1 1  e  j  e  fi  o^OìOì;  a  anche  qui  si  possono  di 
nuovo  fare  ipote      j  ec  al       Ila  g  io  t  ri    ca  nb  e  ole  di  questi  punti. 

2."  Sia  [p4  una  s  pe  f  p  e  prale  d  ord  o  rai  presentata  in  U  nel  modo  consueto, 
così  che  il  sistema.  S  sarà  formato  dalle  curvo  di  9."  ordine  1'  2'  3'  4^  5*  6'  dotate  di  sei 
punti  tripli  fissi. 

a)  Le  K  siajio  le  rette  de!  piano  U,  ovvero  le  coniche  12  3,  ovvero  le  cubiche 
1'  2  3  4  5,  ovvero  le  curve  di  4."  ordine  1^  2-  3M  5  6,  o  quelle  del  5."  ordine  1*  2'  3'  i'  6'  6'; 
le  quali  tutte  rappresentano  cubiche  gobbe.  E  luogo  L  sarà  l'imagine  di  una  curva  A  di 
6."  ordine,  tutt'al  piìi  del  genere  3.  Le  superficie  di  3.o  ordine  passanti  per  A  formano  adun- 
que il  sistema  omaloidale,  e  la  trasformazione  inversa  è  di  nuovo  del  3.'»  grado,  cioè  le  su- 
perficie 'J/  sono  pur  esse  dì  d.°  ordine  e  tutte  passanti  per  una  curva  fissa  A',  analoga  a  A; 
infatti,  la  Jacobiana  delle  K  ['']  rappresenta  sei  rette.  Questa  trasformazione  finché  si  sup- 
ponga A  affatto  generale,  è  quella  notissima  che  serve  alla  rappresentazione  piana  delle 
superficie  di  3."  ordine;  ma  essa  comprende  sotto  di  sé  un  gran  numero  di  trasformazioni 
speciaii,  corrispondenti  a  casi  particolari  della  curva  A  e  a  spezzamenti  delja  medesima 
in  linee  distinto;  dolio  quali  trasformazioni  speciali  alcune  soltanto  vennero  sin  qui  prese 
in  considerazione  *).'  Tali  trasformazioni  speciali  sono  assai  importanti  e  possono  offrire 
anche  maggiori  vantaggi  che  non  la  trasformazione  generale,  quando  si  tratti  di  appli- 
carle alla  rappresentazione  di  una  superficie  su  di  un'altra  **).  Questa  applicazione 
conduce  a  riconoscere  l'esistenza  e  le  proprietà  di  un'estesissima  serie  di  superficie  omaloidi: 
e  ciò  s'mtenda  detto  anche  dei  casi  compresi  in  tutte  le  altre  trasformazioni  generali,  sia 


luogo  L  (del  7."  ordine)  sarà  composto  delle  tre  rette  imagiDi  delle  rette  doppie,  contate  due  vol- 
te, e  di  un'altra  retta.  Di  questa  trasformanione,  la  quale  si  trova  già  accennata  in  una  mia  co- 
municazione alla  E.  Società  delle  scienze  di  Giottinga  (Nachrichten  3  maggio  1871)  [Queste  Opere 
n.  93],  ho  anche  fatto  applicazione  allo  studio  ed  alla  rappresentazione  piana  di  una  certa  su- 
perficie di  i.°  ordine  dotata  dì  i  punti  doppj,  in  una  Memoria  presentata  all'Accademia  di  Bo- 
logna [Queste  Opere,  n.  94].  Cfe.  Rete,  Geometrie  de.r  Lage,  %  Abth.  pp.  246  e  aeg,,  dove  la  rap- 
presentaMone  della  superficie  di  Steinee  e  di  alcune  altre  è  ricavata  da  una  corrispondenza 
fra  due  apazj,  della  quale  è  un  caso  particolare  la  trasformazione  nostra  attuale.  Però  la  corri- 
spondenza imaginata  dal  Big.  Rete  non  conduce  ad  una  trasformazione  !a  cui  inversa  sia  ra- 
zionale, giacché  le  superficie  delle  quali  egli  fa  uso  non  formano  un  sistema  omaloidale. 

*)  Vedi  perca,  Geiser,  ZiwtfteonetJernaoftsTt  sweifenumddHfte»  Grades  (Giornale  Ceelle- 
BOKCHARDT,  t.  69),  Stukm,  Ueber  das  Flaehermete  sfweit^  Ordmmg  (d.  Gt.  t.  70),  Catlet  1.  e. 

**)  E  ciò  perchò  quando  A  consta  di  varie  line*,  si  può  far  passare  anche  soltanto  per  al- 
cune di  queste  la  superficie  ohe  si  vuol  trasformale.  Per  le  appKoazioni  dello  quali  qui  si  discorre, 
veggasi  la  menzionata  comnnieazioDe  nelle  Nachrichten  di  Gottinga. 
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de!  3.0  grado,  sia  de'  gradi  superiori.  Le  medesime  trasformazioni  speciali  hanno  anche  la 
notevole  proprietà  che  non  in  tutte  lo  spezzamento  della  curva  A'  è  analogo  a  quello  di  A, 
h)  Le  K  siano  coniche  12  o  (dove  o  indica  un  punto  fisso,  diverso  dai  punti  fonda- 
mentali), o  cubiche  1^  2  3  4  o,  o  curve  di  4.0  ordine  1"  2  3  4  5  6  o,  o  curve  di  4.°  ordine 
F2'3M5  0,  0  curve  dì  5."  ordine  1^2^3M*5  6  o,  o  curve  di  6."  ordine  l'2'3'  4' 5*  6'  o, 
tutte  rappresentanti  curve  gobbe  di  i°  ordine  e  2.^  specie.  Il  luogo  complementare  L sarà 
[l'imagine  di]  una  curva  A  gobba  di  5."  ordine,  in  generale  del  genere  1,  incontrante  in 
10  punti  ciascuna  delle  predette  curve  gobbe  di  4.0  ordine.  H  sistema  omaloidale  è  dunque 
costituito  dalle  superficie  di  3.°  ordine  che  passano  per  A  e  per  un  punto  fisso  0  dello 
spazio.  La  trasformazione  inversa  è  di  4."  grado.  La  Jacobiana  delle  K  ['^]  rappresenta 
due  coniche  e  cinque  rette;  dunque  le  (fi  sono  superficie  di  i.°  ordine  aventi  in  comune 
una  conica  doppia  ed  una  curva  semplice  di  5."  ordine  (p  =  1).  La  Jacobiana  delle  f  è 
composta  della  superficie  di  3."  ordine  (per  la  quale  0  è  un  punto  doppio)  luogo  delle  co- 
niche passanti  per  0  e  seganti  in  cinque  punti  la  curva  A,  e  della  superficie  di  5.0  grado 
formata  daUe  retto  trisecanti  A.  La  Jacobiana  delle  t[)  e  composta  del  piano  della  conica 
doppia,  contato  due  volte,  e  della  superficie  di  lO.o  grado  formata  dalle  corde  della  curva 
di  6."  ordine  che  incontrano  la  conica  doppia. 

e)  Le  K  siano  coniche  1  o  Oi ,  o  cubiche  1'  2  3  o  o, ,  o  curve  di  4."  ordine  1*  2  3  4  5  o  o, , 
0  curve  di  4,°  ordine  l*2^3Mooi,  o  curve  di  5."  ordine  1' 2^3''4*5  o  o,,  o  curve  di 
6.0  ordine  l'2^3^4^66o  o,,  o  curve  di  6.o  ordine  1^  2-3^4^5°  6  o  Oi,  o  curve  di  7°  or- 
dine 1*2' 3'4^  5^6' 0  Oi,  0  curve  di  8,o  ordine  1' 2^3^4'5^6*o  Oi,  che  rappresentano 
curve  gobbe  razionali  del  5."  ordine.  Il  luogo  L  ['^]  è  l'imagine  d'un  luogo  di  4.»  ordine 
composto  di  una  retta  e  di  una  cubica  gobba,  o  di  due  rette  e  di  una  conica,  o  di  quattro 
rette;  e  le  superficie  di  3.o  ordine  passanti  per  questo  luogo  e  per  due  punti  fissi  sono  gli 
etementi  del  sistema  omaloidale.  La  trasformazione  inversa  è  del  5,°  grado.  Nel  caso  più 
generale  di  questa  trasformazione,  cioè  quando  le  f  hanno  ùi  comune  una  retta  ed  una 
eubica  gobba,  non  segantisi  in  alcun  punto,  la  loro  Jacobiana  è  composta  dei  due  piani 
passanti  per  la  retta  fissa  e  risp.  pei  punti  fissi,  dell'iperboloide  passante  per  la  cubica  gob- 
ba e  pei  due  punti  fissi,  e  della  superficie  di  4.°  grado  formata  daUe  corde  della  cubica 
gobba  incontrate  daUa  retta  fissa.  La  Jacobiana  delle  curve  K  ['"']  rappresenta  una  cubica 
gobba,  due  coniche  e  cinque  rette;  opperò  le  t[)  sono  superficie  di  5.o  ordine  aventi  in  comune 
una  retta  tripla  A,  due  rette  doppie  B,  C  non  segantisi  fra  loro  ma  segate  entrambe  da  A, 
e  una  curva  semplice  D  di  5.o  ordine  (p  =  0)  che  incontra  A  in  due  punti,  B  e  C  in  tre 
punti  *).  La  Jacobiana  delle  f})  è  composta  dei  piani  A  B,  A  C  contati  due  volte,  della  su- 

*)  Non  credo  sia  ancora  stata  studiata  questa  intereasanto  superficie  Fj  dì  5."  ordine,  do- 
tata di  una  retta  tripla  A  e  di  due  rette  doppio  B  e  C,  Essa  può  dedursi  da  una  euperlicie  F\ 
di  4."  ordine  dotata  di  un  punto  triplo  0',  mediante    una  trasformazione  di  3."  grado,  neD» 
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perfieie  di  i°  grado  formata  dalle  rette  che  incontrano  B,  C  e  D,  e  della  superfìcie  di 8° 
grado,  luogo  delle  corde  di  D  incontrate  da  A. 

d)  Le  K  siano  cubiche  1  2  3  4  o^,  o  curve  di  4,0  ordine  1^  2^  3  4  5  o^,  o  curve  di  5.0 
ordine  1^2'3M5  6o',  o  curve  di  5.o  ordine  l*2'3M''5^o%  o  curve  di  6.o  ordine 
1*2' 3' 4^6^60',  0  curve  di  7.o  ordine  l'2'3'4^  5'6'o^,  rappresentanti  curve  gobbe  ra- 
zionali di  5.0  ordine,  dotate  di  un  punto  doppio  fisso.  Il  luogo  L  rappresenterà  una  curva 
gobba  A  di  4.o  ordine  e  2.^  specie,  incontrante  in  10  punti  ciascuna  delle  curve  predette. 
Il  sistema  omaloidale  sarà  formato  dalle  superfìcie  di  3.o  ordine  che  passano  per  A  ed  inol- 
tre hanno  tra  loro  un  contatto  di  I.0  ordine  in  un  punto  fisso  0.  La  trasformazione  inversa 
è  di  5.0  grado.  La  Jaeobiana  delle  f  è  costituita  dall'iperboloide  passante  per  A  e  dalla  su- 
perficie di  6.0  ordine  luogo  delle  coniche  che  toccano  in  0  le  ^  e  incontrano  A  quattro  vol- 
te. La  Jaeobiana  delle  curve  K  [''^]  rappresenta  cinque  coniche  e  due  rette;  dunque  le  ^ 
sono  superficie  di  5.o  ordine  aventi  in  comune  una  curva  doppia  (razionale  e  dotata  di  un 
punto  triplo)  dì  6.0  ordine  e  una  conica  semplice  (che  incontra  la  curva  doppia  in  quattro 
punti),  n  punto  triplo  della  curva  doppia  è  triplo  per  tutte  le  t|i.  La  Jaeobiana  delle  <[) 
comprende  la  superficie  di  IO."  grado,  luogo  delle  eorde  della  curva  doppia  segate  dalla 
conica  semplice,  e  il  cono  di  2.o  grado  (contato  tre  volte)  che  projetta  la  curva  doppia 
dal  punto  triplo. 

e)  Le  K  siano  cubiche  1'  2  0  Oi  Oa,  0  curve  di  4.o  ordine  1'  2  3  4  0  Oi  o^,  0  curve  di  5.o 
ordine  1*  2  3  4  5  6  0  Oi  0,,  0  curve  di  6."  ordine  1^  2'  3^  4^  5  0  Oj  o,,  0  curve  di  7.o  ordine 
l'2'3'4'5^  6'o  Oi  Oji,  0  curve  di  7.°  ordine  l'2^3M^6  60  o,  o^,  0  curve  di  8.0  ordine 
1'  2' 3'  4^5'  6*0  0,  0;,  rappresentanti  curve  gobbe  razionali  di  6,0  ordine.  H  luogo  L  ['^]  sarà 
l'imagine  di  un  luogo  di  3.o  ordine  costituito  da  due  rette  non  sogantisi,  una  delle  quali 
contata  due  volte.  Dunque  il  sistema  omaloidale  si  compone  delle  superficie  di  3.o  ordine 
toccantisi  lungo  una  retta  e  segantisi  lungo  un'altra  retta  (non  appoggiata  alla  prima) 
e  in  tre  punti  fissi.  La  trasformazione  inversa  è  di  6.0  grado.  Le  <[i  sono  superficie  di  6.' 
ordine  aventi  in  comune  una  retta  quadrupla,  tre  rette  doppie  e  una  ciirva  semplice  di  5.o 
ordine. 

f)  Le  K  siano  curve  di  i.°  ordine  1  2  3  4  5  6  0',  0  curve  di  5.o  ordine  1°  2^  3M  5  6  0^, 
0  curve  di  6.0  ordine  1^  2'  3^  4^  5'^  6  0',  0  curve  di  7.*'  ordine  1'  2'  3'  4^  5'  6*  0^,.  0  curve  di 
8.0  ordine  1^2'3"4*5'6'o',  le  quali  rappresentano  curve  gobbe  ragionali  di  6."  ordine 


quale  te  Bupetflcie  <p  abbiano  in  0  un  punto  doppio  e  pasaino  per  una  curva  di  4,"  ordine  e 
1.»  specie,  descritta  per  O'  su  ¥\  e  per  due  corde  di  questa  curva,  uscenti  da  0'.  La  euperflcie 
P5  possiede  10  rette  semplici,  i  delle  quali  incontrano  E  e  C,  mentre  le  altre  6  sono  appoggiate 
ad  A,  Nella  rappresentazione  minima  di  F^ ,  la  quale  si  ottiene  proiettando  F',  da  0',  le  imagini 
delle  sezioni  piane  di  quella  suporflcie  sono  curve  di  3."  ordine  passanti  per  quattro  punti  fissi, 
i  quali  sono  le  intersezioni  di  dae  coniche  ohe  rappresentano  le  rette  doppie.  La  retta  tripla  è 
rappresentata  da  ima  retta. 
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aventi  tutte  uno  stesso  punto  triplo.  Il  luogo  L  rappresenta  ora  una  cubica  gobba  A;  e  le 
superficie  del  sistema  omaloidale  passano  per  A  e  hanno  tutte  fra  loro  un  contatto  di 
2.'^  ordine  in  un  punto  fisso.  La  trasformazione  inversa  è  di  6,"  grado.  Le  ij*  sono  superficie 
di  6."  ordine  aventi  io  comune  una  retta  tripla  ed  una  curva  doppia  di  6."  ordine. 

3."  Sia  ora  tp4  una  superficie  di  3.^  ordine,  dotata  di  un  punto  doppio  0;  rappresentan- 
dola su  n  mediaiite  proiezione  dal  detto  punto,  l'iraagine  dell'intersezione  con  un'altra 
superficie  di  3."  ordine,  che  abbia  lo  stesso  punto  doppio,  sarà  una  curva  di  5."  ordine 
segante  in  sei  punti  fissi  123456  la  conica  dalla  quale  6  rappresentato  il  punto  0. 

a)  Siano  le  K  coniche  1  o,  Oj ,  che  rappresentano  curve  gobbe  razionali  di  5,"  ordine 
con  un  punto  triplo  in  0.  H  luogo  L  sarà  una  cubica  23456,  che  rappresenta  una  curva 
gobba  A  di  4,"  ordine  e  1."  specie,  passante  per  0  e  segante  ciascuna  delle  predette  curve  di 
5."  ordine  in  altri  sci  punti.  li  sistema  omaloidale  sarà  perciò  formato  dalle  superficie  di 
3."  ordine  che  passano  per  A,  hanno  in  0  un  punto  doppio  ed  inoltre  due  punti  sempli 
fissi  comuni  Oi,  0^.  La  trasformazione  inversa  è  del  5."  grado.  La  Jaeobiana  delle  f  è 
costituita  dalle  superficie  di  2."  grado  0,A,  O^A,  dal  piano  OOiO^  e  dal  cono  cubico  OA. 
Le  <^  sono  di  nuovo  (come  nel  caso  2.",  e)  superficie  di  5."  ordine  aventi  in  comune  una  retta 
tripla  A  e  due  rette  doppie  B,  C  (non  segantisì  queste  ultime  fra  loro,  ma  segate  entrambe 
da  A);  ma  oltre  a  ciò  le  -j»  passano  per  una  curva  fissa  D  di  ò."  ordine  (^=1)  che  sega  A  in 
tre  punti,  B  e  C  in  due  punti.  La  Jaeobiana  delle  -Jj  ò  formata  dalia  superficie  di  6."  grado, 
luogo  delle  rette  appoggiate  a  B,  C,  D,  dai  piani  AB,  AC  costati  due  volte,  e  dalla  super- 
ficie di  3."  grado,  pur  contata  due  volte,  che  è  il  luogo  delle  corde  di  D  incontrate  da  A. 
i)  Le  K  siano  coniche  0,0^03,  epperò  rappresentino  curve  gobbe  razionali  di  6." 
ordine,  con  un  punto  quadruplo  in  0.  Il  luogo  L  sarà  una  cubica  123456  che  rappresenta 
una  curva  piana  A  di  3."  ordine.  Le  superficie  di  3."  ordine  costituenti  il  sistema  omaloidale 
passano  per  A  ed  hanno  tutte  in  comune  U  punto  doppio  0  e  tre  punti  semplici  0,,  Oj, 
O3.  La  trasformazione  inversa  è  del  Q."  grado.  La  Jaeobiana  delle  f  comprende  d  piano  di 
A,  da  contarsi  due  volte,  i  piani  OO2O3,  OOaO,,  00,0s,  ed  il  cono  cubico  OA.  Le  ([1 
sono  superficie  di  6,"  ordine,  aventi  in  comune  tre  rette  triple  (concorrenti  in  un  punto)  0 
una  curva  semplice  di  6."  ordine  (ìì  =  1)  che  sega  ciascuna  retta  tripla  in  tre  punti. 

e)  Le  K  siano  cubiche  0^0,0212,  che  rappresentano  curve  gobbe  razionali  di  7.°  or- 
dine, aventi  un  punto  quadruplo  in  0  ed  inoltre  un  punto  doppio  e  due  punti  semplici 
fissi.  Il  lungo  L  sarà  una  conica  3456,  che  rappresenta  una  conica  appoggiata  in  sei  punti 
a  ciascuna  deOe  curve  gobbe  di  7.°  ordine.  Il  sistema  omaloidale  è  ora  formato  dalle  super- 
ficie dì  3."  ordine  passanti  per  la  detta  conica  ed  aventi  il  punto  doppio  0,  le  quali  inoltre 
abbiano  tre  punti  semplici  comuni,  e  in  uno  di  questi  siano  toccato  da  un  piano  fisso.  La 
trjtótormazione  inversa  è  del  7."  grado.  Le  superficie  ^  hanno  in  comune  una  retta  quadru- 
pla, due  rette  triple,  una  conica  doppia  ed  una  curva  semplice  di  4."  ordine, 
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d)  Le  K  siano  curve  di  4."  ordine  o''12345o,,  che  rappresentano  curve  gobbe  razio- 
nali di  7,"  ordine,  aventi  due  punti  tripli  ed  un  punto  semplice  fisso.  H  luogo  L  sarà  una 
retta  pel  punto  6  e  rappresenterà  una  conica  passante  per  0  ed  incontrante  in  altri  quat- 
tro punti  ciascuna  delle  curve  di  7."  ordine.  li  sistema  omaìoidale  si  compone  delle  super- 
ficie di  3."  ordine  che,  oltre  al  passare  per  questa  conica  e  ad  avere  il  punto  doppio  0, 
posseggono  due  punti  semplici  comuni,  in  uno  de'  quali  hanno  ha  loro  un  contatto  di  2." 
ordine.  La  trasformazione  inversa  è  del  7."  grado.  Le  superficie  ijj  hanno  in  comune  una 
retta  quadrupla,  una  retta  tripla,  una  curva  doppia  di  5."  ordine  e  una  retta  semplice. 

e)  Le  K  siano  curve  di  4."  ordine  i>^Oil-234,  alle  quali  corrispondono  curve  gobbe  di 
7."  ordine  con  un  punto  triplo  e  due  punti  doppi  fissi.  Qui  il  sistema  omaìoidale  è  costituito 
dalle  superficie  di  S.»  ordine  che  hanno  il  punto  doppio  0,  passano  per  due  rette  fisse  (l'u- 
na  rappresentata  dal  punto  1,  l'altra  dalla  retta  56)  che  non  si  segano,  ed  inoltre  si  toccano 
in  due  punti  dati.  La  trasformazione  inversa  è  del  7."  grado.  Le  superficie  ^  hanno  in  co- 
mune una  cubica  tripla,  [una  retta  tripla],  due  rette  doppie  ed  una  conica  semplice. 

/)  Le  K  siano  curve  di  4,"  ordine  o'OiOal  234,  che  rappresentano  curve  gobbe  razio- 
nali di  8."  ordine,  dotate  di  un  punto  quadruplo  0  e  di  un  punto  triplo.  H  luogo  L  riducesi 
qui  alla  retta  56  che  rappresenta  una  retta  appoggiata  in  quattro  punti  a  ciascuna  delle 
curve  gobbe  di  8."  ordme.  Il  sistema  omaìoidale  è  costituito  dalle  superficie  di  3."  ordine 
passanti  per  questa  retta,  aventi  in  0  un  punto  doppio,  ed  inoltre  tre  punti  semplici  co- 
muni, con  un  contatto  di  2."  ordine  in  uno  di  questi.  La  trasformazione  inversa  è  dell'8." 
grado.  Le  $  hanno  in  comune  una  retta  quintupla,  due  rette  triple,  una  curva  doppia 
di  4°  ordine  e  una  conica  semplice. 

g)  Siano  le  K  curve  dì  5.°  ordine  0^0,0423456,  alle  quali  corrispondono  curve 
gobbe  razionali  di  9."  ordine,  aventi  due  punti  quadrupli  e  due  punti  semplici  fissi.  Ti 
luogo  L  qui  scompare  affatto.  Le  superficie  di  3."  ordine  costituenti  il  sistema  omaìoidale 
hanno  in  comune  il  punto  doppio  e  tre  punti  semplici,  con  un  contatto  di  3."  ordine  in  uno 
di  questi.  La  trasformazione  inversa  è  de!  9."  grado.  Le  tj)  hanno  in  comune  una  retta 
sestupla,  due  rette  triple,  una  curva  doppia  del  6.»  ordine. 

4,"  Sia  fi  una  superficie  gobba  di  3.°  grado,  la  cui  retta  doppia  indicherò  con  D.  È 
noto  *)  che  essa  può  essere  rappresentata  in  un  piano  II,  in  modo  che  le  imagini  deUe  sue 
sezioni  piane  siano  coniche  passanti  per  un  punto  fisso  1  e  seganti  armonicamente  un  dato 
segmento.  L'imagine  dell'intersezione  con  un'altra  superficie  gobba  di  3."  ordine,  dotata 
della  medesima  retta  doppia  D,  sarà  una  curva  di  4."  ordine  con  un  punto  triplo  in  1.  Se- 
condo che  si  assumono  per  !e  K  le  rette  del  piano  li,  ole  coniche  loo,,  o  lo  cubiche 
V0O1O2O3,  0  le  curve  di  4."  ordine  1^00|...O5,si  ottengono  trasformazioni  le  cui  inverse  sono 
ordinatamente  di  2.°  3.°  4."  5."  grado.  H  sistema  omaìoidale  è  formato  da  superficie  gobbe 


*)  Eendieonti  di  questo  E.  Istituto,  24  gennajo  1867  [Queste  opere,  b.  71  (t.  2.")]. 
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di  3."  grado  che  hanno  in  comune  la  retta  doppia  D  ed  inoltre:  nel  1.»  caso  tre  genera- 
trici *);  nel  2."  due  generatrici  e  due  punti;  nel  3."  una  generatrice  e  quattro  punti; 
nell'ultimo  sei  punti  fissi.  In  tutti  questi  casi  le  <^  sono  pur  esse  superficie  gobbe  dotate 
di  una  comune  retta,  multipla  ordinatamente  secondo  i  numeri  1,  2,  3,  4;  le  quali  hanno 
dippiù,  in  comune,  nel  1."  caso  tre  punti;  nel  2."  due  generatrici  e  due  punti;  nel  3.o  quattro 
generatrici  ed  un  punto;  nell'ultimo  s 


*)  È  questa  la  trasformazione  già  ottenuta  (l.",  h). 
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NOTA   2.'^ 


;i  del  II.  litUuto  Lurnhard 


Ò."  Sia  fi  una  superficio  di  3."  ordine  con  due  punti  doppj  (eoniei)  Pi ,  P.  ;  essa  può  essere 
rappresentata  sul  piano  n  in  modo  che  de'  sei  punti  fondamentali  123456,  ciascuno  de' 
gruppi  123,  145  sia  in  linea  retta.  L'imagine  dell'intersezione  con  un'altra  superfìcie  di 
3."  ordine,  dotata  dei  medesimi  punti  doppi  Pu  P^»  sarà  una  curva  di  5."  ordino  23456'. 

a)  Le  K  siano  rette,  ovvero  coniche  246,  ovvero  cubiche  23456^  che  rappresentano 
cubiche  gobbe  per  Pi,  P^.  E  luogo  L  sarà  l'imagine  di  una  curva  gobba  ragionale  di  5." 
ordine  A,  che  ha  due  punti  doppj  in  P,,  P3,  e  incontra  ciascuna  cubica  gobba  in  altri 
quattro  punti.  E  sistema  omaloidalc  è  dunque  formato  dalle  superficie  di  3.°  ordine  y  che 
hanno  in  comune  i  punti  doppi  P^  P^  (epperò  la  retta  P1P2)  e  la  curva  A,  La  trasforma- 
zione inversa  è  di  3."  ordine;  cioè  le  ^  sono  superficie  di  S."  ordine,  passanti  per  due  coniche 
C,  C  (non  aventi  punti  comuni),  per  la  retta  comune  ai  loro  piani  e  per  un'altra  retta  K 
appoggiata  in  un  punto  sì  a  C  sì  a  C.  La  Jacobiana  delle  f  è  composta  dei  due  coni  cu- 
bici PiA,  PjA  e  della  superficie  di  2.°  grado,  luogo  delle  rette  trisecanti  A.  La  Jaco- 
biana delle  ij)  è  composta  dei  piani  di  C,  C,  contati  due  volte  e  della  superficie  di  4."  gra- 
do, luogo  delle  retto  appoggiate  a  C,  C,  R.  Le  cubiche  gobbo  corrispondenti  allo  rette 
dello  spazio  (y)  incontrano  in  tre  punti  C,  in  tre  C,  in  due  R. 

6)  Le  K  siano  coniche  236,  che  rappresentano  cubiche  piane  con  un  punto  doppio 
in  Ps;  il  luogo  L  sarà  una  eubica  456'  e  rappresenterà  una  curva  gobba  razionale  A  di  S." 
ordine  che  ha  in  Pi  un  punto  triplo,  passa  semplicemente  per  Pj  e  incontra  in  altri  quattro 
punti  ciascuna  di  quelle  cubiche  piane.  Le  y  sono  adunque  le  superficie  di  3."  ordine  dotate 
de'  punti  doppj  Pi,  P,,  che  hanno  in  comune,  oltre  la  retta  PiP^,  la  curva  A;  e  la  loro 
Jacobiana  è  costituita  dal  cono  quadrico  PjA  preso  due  volte  e  dal  cono  di  4."  ordine  PsA. 
La  trasforma5;ione  inversa  è  di  3."  ordine.  Le  superficie  cubiche  <)i  hanno  un  punto  doppio 
Q,  si  toccano  lungo  una  retta  che  passa  per  Q,  e  si  segano  secondo  una  curva  A  di  i."  or- 
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dine  e  2.*  specie,  appoggiata  alla  retta  nominata  in  tre  punti.  La  Jaeobiana  delle  ([i  è  for- 
mata dal  cono  di  4."  ordine  Q  A'  e  dalla  superficie  di  2."  grado  (contata  due  volte)  che  passa 
per  A'.  Alle  rette  dello  spazio  (y)  corrispondono  cubiche  piane  per  le  quali  Q  è  un  punto 
doppio. 

e)  Le  K  siano  coniche  26o,  ovvero  cubiche  2346^0,  che  rappresentano  curve  gobbe 
di  4."  ordine  passanti  per  due  punti  fissi  P,,  0  ed  aventi  un  punto  doppio  pure  fisso,  Pj. 
La  curva  gobba  A,  corrispondente  al  luogo  L,  è  anch'essa  di  4."  ordine,  passa  per  P^,  ha 
un  punto  doppio  in  P,  e  incontra  in  altri  quattro  punti  ciascuna  delle  anzidette  curve 
rappresentate  dalle  K.  Ne  segue  che  il  sistema  omaloidale  è  costituito  dalle  superficie  di 
3."  ordine  che  hanno  in  comune  i  punti  doppj  P,,  Pj,  il  punto  semplice  0,  la  retta  Pj  P^  e 
la  curva  A;  la  Jaeobiana  delle  quali  comprende  la  superficie  di  2."  grado  OA,  il  piano 
OPiPa,  il  cono  quadrico  P.A  ed  il  cono  eubico  P^A,  La  trasformazione  inversa  è  del  4." 
ordine;  e  le  superficie  ij;  hanno  in  comune  due  rette  doppie  D ,  D'  che  si  segano,  due  rette 
semplici  R,  E'  poste  in  uno  stesso  piano  con  D',  ed  una  cubica  gobba  A'  che  incontra  D 
ed  W  in  due  punti,  D'  in  un  punto.  La  Jaeobiana  delle  r[)  è  composta  della  superficie  di 
4,"  grado  D'D'A'E  (luogo  delle  rette  appoggiate  a  D,  K,  A'),  della  superficie  di  2."  grado 
DD'AK'  (luogo  delle  rette  che  incontrano  D,  A,  R'),  e  dei  piani  DD',  D'RR.':  dove  le 
ultime  tre  superficie  sono  da  contarsi  due  volte.  Alle  rette  dello  spazio  {y)  corrispondono 
cubiche  gobbe  che  incontrano  A'  in  tre  punti,  R  e  D  in  due,  D' in  un  solo, 

d)  Le  K  siano  coniche  6oiO,,  o  cubiche  246"0|03 ,  o  curve  di  4."  ordine  23456Xoi, 
alle  quali  corrispondono  nello  spazio  curve  gobbe  di  5."  ordine  con  due  punti  doppj  P,, 
P,  e  due  punti  semplici  pure  fissi  0, ,  Oj.  Le  (p  sono  in  questo  caso  le  superficie  di  3."  or- 
dbie,  aventi  in  comune  i  punti  doppj  P,,  P^,  i  punti  semplici  0,,  0^,  la  retta  P,  Pj  e  una 
cubica  gobba  A  che  passa  per  Pi,  Pj,  e  incontra  in  altri  quattro  punti  ciascuna  delle  accen- 
nate curve  dio."  ordine.  La  Jaeobiana  delle  f  comprende  la  superficie  di  2."  ordine  0,0^  A, 
i  piani  OiP|Ps,  OiP|Pj,  ed  i  coni  quadrici  Pi  A,  P^A,  La  trasformazione  inversa  è  di  5." 
grado;  e  le  (Jj  sono  superficie  di  5."  ordine  aventi  in  comune  una  retta  tripla  A,  due  rette 
doppie  E, ,  B;  (appoggiate  ad  A,  ma  non  segantisi  fra  loro),  due  coniche  H,  K  (che  fra  loro 
non  s'incontrano,  ma  ciascuna  delle  quali  ha  un  punto  comune  con  A,  B,,  B,)  ed  una  retta 
semplice  E,  appoggiata  alle  B,,  Bf,  H,  K  La  Jaeobiana  delle  ^  è  composta  della  superfi- 
cie di  i."  grado,  luogo  delle  retto  appoggiate  ad  A,  H,  K;  dei  piani  ABi,  AB^;  e  delle  su- 
perficie di  2."  grado  BiBsH,  BiB^K:  gli  ultimi  quattro  luoghi  essendo  da  contarai  due 
volte.  Alle  rette  deDo  spazio  (y)  corrispondono  cubiche  gobbe  che  incontrano  A  in  due 
punti,  H  e  K  in  due,  B,  e  Bj  in  uno  solo  *). 

e)  Le  K  siano  cubiche  26'oiO;03,  ovvero  curve  di  4."  ordino  2346^0^0^,  rappre- 


•)  Questa  trasformaKiono  è  «n  caso  particolare  di  quella  già  considerata,  3.",  a). 
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sentanti  curve  gobbe  di  6."  ordinG,  per  le  quali  il  punto  triplo  P;,  il  punto  doppio  P,  ed  i 
punti  semplici  OiOgOa  sono  fissi.  Le  tp  sono  superficie  di  S."  ordine,  dotate  de'  punti 
doppi  Pii  Pj  e  segantisi  ne'  punti  (semplici)  fissi  0,  Oj  O3  ed  in  una  conica  A,  parimente 
data,  che  passa  por  P^  ed  incontra  in  quattro  altri  punti  ciascuna  delle  predette  curve 
di  6.'^  ordine.  La  Jacobiana  delle  f  è  costituita  dal  piano  dì  A,  dai  tre  piani  O1P1P3, 
OiPiPj,  OgPiPs,  dalla  superficie  di  2,"  grado  OiOaOgPaA  e  dal  cono  quadrieo  P2A.  La 
trasformazione  inversa  è  di  6,"  grado;  cioè  le  4^  sono  superficie  di  6."  ordine,  che  hanno 
in  comune  una  retta  quadrupla  A,  tre  rette  doppie  B,  Bj  B3,  una  cubica  gobba  C  e  due 
altre  rette  (semplici)  D ,  R.  Le  rette  B,  Bj  B^  a  due  a  due  non  s'incontrano,  ma  sono  se- 
gate tutte  e  tre  daUe  A,  D,  R.  La  cubica  gobba  C  ha  due  punti  comuni  con  A,  ed  uno 
con  ciascuna  dello  Bi,Ei,B3,  R.  La  Jacobiana  delle  r|j  è  composta  della  superficie  di 
4.0  ordine,  luogo  delle  rette  appoggiate  ad  A,D,  C;  della  superficie  di  3."  ordine  luogo 
dì  coniche  che  incontrano  due  volte  C  ed  una  volta  A,  B;,  Bj,  B^;  della  superficie  di  2." 
ordine,  luogo  deUe  rette  appoggiate  a  B;,B2,Bi,;  e  de'  tre  piani  AB,,  AB^,  AB3:  ove 
questi  luoghi,  ad  eccezione  del  primo,  siano  contati  due  volte.  Alle  rette  dello  spazio  (y) 
corrispondono  cubiche  gobbe  che  incontrano  A  e  C  due  volte,  le  B  e  D  una  volta  *). 

/)  Le  X  siano  cubiche  6't>|t>gOsO,  0  curve  di  i.°  ordine  2iQ''Oi0^o<,o,  0  curve  dì 
5.°  ordine  23456^0, OiOjO,  imaginì  di  curve  gobbe  del  1°  ordine,  che  hanno  in  comune 
i  punti  tripli  Pi  P;  e  i  punti  semplici  OiOjOgO.  Le  superficie  di  3."  ordine  tp,  oltre  ai 
punti  doppj  Pi  Pj,  ai  punti  semplici  OiOjOgO  ed  alla  retta  PiPj,  hanno  ancora 
un'altra  retta  comune  A,  alia  quale  le  predette  curve  gobbe  si  appoggiano  tutte  in  quat- 
tro punti.  La  Jacobiana  deUe  f  consta  de'  sei  piani  PiPsO,,  PiP^Oj,  P,  PjOs,  PiP^O, 
PiA,  PjA  e  della  superficie  di  2°  grado  OiOjOaOPiPaA.  La  trasformazione  in- 
versa è  di  7.0  grado,  e  le  superficie  (di  7."  ordine)  -J)  hanno  in  comune  una  retta  quin- 
tupla A,  quattro  rette  doppie  Bi  B;  Bj  B  (che  a  due  a  due  non  si  segano,  ma  che  sono  tutte 
incontrate  da  A),  una  retta  semplice  B  (seconda  trasversale  comune  alle  B)  e  due  coni- 
che semplici  C,,  C^  (che  tra  loro  non  si  segano,  ma  ciascuna  delle  quali  incontra  in  un  punto 
ciascuna  deUe  A,  B).  La  Jacobiana  delle  ^  è  composta  della  superficie  di  4.°  ordine,  luogo 
delle  rette  che  incontrano  A,  Ci,  C^;  de'  quattro  piani  AB,,  AB^,  AB3,  AB,  e  di  due 
superficie  gobbe  dì  S."  ordine,  la  prima  luogo  di  coniche  che  incontrano  AB,  B2B3  B  C^, 

•)  Di  qui  sì  caya  una  rappresentazione  piana  assai  semplice  della  auperflcie  di  6.0  ordine, 
dotata  di  una  retta  quadrupla  A  e  di  tre  rette  doppie  B,  situate  com'è  detto  sopra.  Nel  piano 
rappresentativo  si  tracci  una  conica  A,  come  imagine  della  retta  quadrupla;  in  essa  prendansi 
due  pmiti  1,  2,  e  fuori  di  essa  quattro  punti  o,  a,  b,  e.  Le  coniche  descritte  per  oab  e  deter- 
minano su  A  un'involuzione  di  4."  grado.  Le  imaginì  delle  sezioni  piane  saranno  allora  le  cu- 
biche passanti  per  o  1  2  e  per  quattro  altri  punti  di  A  formanti  un  grupppo  dell'involuzione. 
Alle  tre  rette  doppie  corrisponderanno  i  raggi  oa,  oh,  oc. 
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l'altra  luogo  di  coniche  che  ineontraiio  ABiB^EaBC^;  ove  queste  superficie,  ad 
occczioue  della  prima,  biarm  contate  due  volte.  Alle  rette  dello  spazio  (y)  corrispondono 
cubiche  gobbe  che  incontrano  due  volte  A,  ed  una  volta  ciascuna  delle  B,  C. 

6."  Sia  ip4  una  superficie  di  3.°  ordine  con  tre  punti  doppj  P,,  P^,  P,;  i  sei  punti  fon- 
dameutali  della  sua  rappret-entaaiono  piana  possono  essere  assunti  in  modo  che  tre  di 
essi,  4,  5,  6  giacciano  nei  lati  23,  31,  12  del  triangolo  formato  dagli  altri  tre.  Allora 
l'iinagine  dell'intersezione  di  tft,  con  un'altra  superficie  ^,  dello  stesso  ordine  e  dotata  de' 
medesimi  punti  doppj,  sarà  una  curva  di  3,"  ordine  passante  pei  punti  4  5  6.  Tale  interse- 
zione è  una  curva  gobba  di  6."  ordine  (per  la  quale  P,,  P^,  P^  sono  punti  doppj);  giacché 
le  due  superficie  hanno  necessariamente  in  comune  le  rette  PsPa,  PsPi,  PiPi-  Di  qui 
consegue  che,  partendo  dalla  superficie  tp,,  si  giungerà  a  trasformazioni  le  cui  inverse  sa- 
ranno tutt'al  più  di  6.0  grado. 

fi)  Le  K  siano  rette,  ovvero  coniche  456,  che  rappresentano  cubiche  gobbe  passan- 
ti pei  punti  P,  Pb  Pa  e  seganti  in  altri  due  punti  una  cubica  gobba  fissa  A,  che  contiene  pur 
essa  i  tre  punti  dati.  Questa  cubica  gobba  A  è  comune  alle  f  del  sistema  omaloidale;  la 
cui  Jacobiana  comprende  i  coni  quadrici  P^  A,  Pj  A,  P^A  e  due  volte  il  piano  PiP^Pj. 
La  trasformazione  inversa  è  del  3°  grado;  e  le  superficie  cubiche  <[)  hanno  in  comune  un 
punto  doppio  Q,  tre  rette  A,,  A^,  A^  uscenti  da  Q  e  tre  altre  rette  Bi,  Bj,  B„,  che  a  due 
a  duo  non  si  segano,  ma  ciascuna  deUe  quali  incontra  due  rette  A.  I  piani  AjA^Bi, 
AaAjBi,  A^AaBa,  presi  due  volte,  e  l'iperboloide  E,B,Ba  costituiscono  la  Jacobiana 
delle  ■]).  Le  cubiche  gobbe  corrispondenti  alle  rette  dello  spazio  (y)  passano  per  Q  e  incon- 
trano in  due  punti  ciascuna  delle  rette  B, 

b)  Le  K  siano  coniche  45o,  che  rappresentano  curve  gobbe  di  4.o  ordine,  passanti 
per  tre  punti  fissi  0,  P^,  P^  ed  aventi  un  punto  doppio  in  P,.  La  curva  A  comune  alle 
superficie  tp  è  in  questo  caso  una  conica  che  passa  per  P^,  P^  e  incontra  in  altri  due 
punti  ciascuna  di  quelle  curve  gobbe.  La  Jacobiana  delle  f  comprende  i  piani  PiPjO, 
PiPsO,  il  cono  quadrico  PiA,  e  due  volte  il  piano  PiPjP^  e  quello  di  A.  La  trasfor- 
mazione inversa  è  di  4."  gra.do;  e  le  superficie  -[j  hanno  in  comune  un  punto  triplo  Q,  un 
punto  doppio  Q',  due  rette  doppie  Aj,  A,  (concorrenti  in  Q),  la  retta  QQ',  due  altre 
rette  Bi,  Rj  (concorrenti  in  Q',  l'una  nel  piano  A.QQ',  l'altra  nel  piano  AjQQ')  e 
una  conica  C  incontrata  dalle  rette  Ai  A^  R,  R^.  La  Jacobiana  delle  <|i  è  composta  del 
cono  QC,  della  superficie  di  2.o  grado  AiAjRiRjC  e  dei  piani  AiA^,  A,B,,  A^Ra: 
dove  gli  ultimi  quattro  luoghi  siano  presi  due  volte.  Le  cubiche  gobbe  corrispondenti  alle 
rette  dello  spazio  (y)  passano  per  Q  e  Q',  incontrano  in  un  altro  punto  ciascuna  delle  rette 
Al,  A2  e  in  due  punti  la  conica  C. 

e)  Le  K  siano  coniche  60[0;,  imagini  di  curve  gobbe  del  6."  ordino,  per  le  quali 
Pi,  Pa  sono  punti  doppj  e  Pj,  Oi,  0^  punti  semplici  fissi;  esse  segano  poi  in  altri  due 
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punti  lina  retta  fissa  A,  che  passa  per  P^  e  che  è  comune  a  tutto  le  superficie  f  del  b 
omaloidale.  La  Jacobiana  delle  quali  comprende  il  cono  quadrico  che  ha  il  vertice  in 
Ps  e  passa  per  0,  0,  P,  P^  A,  i  piani  0,P,Ps,  O^PiP^,  P,  A,  P^A  e  due  volte  il  piano 
P,  Pa  Pj.  La  trasformazione  inversa  è  del  5."  grado.  Le  superficie  (di  5,"  ordine)  tjj  hanno  in 
comune  un  punto  doppio  Q,  una  rotta  tripla  A,  due  rette  doppie  B,  e  B^  (segate  da  A,  ma 
non  situate  in  uno  stesso  piano),  due  rette  semplici  Ci  e  C^  appoggiate  alle  Bj  B^,  e  tre 
altre  rette  semplici  uscenti  da  Q  (l'una  K  appoggiata  alle  B,  Bj,  la  seconda  Ri  alle  A  Ci, 
la  terza  E^  alle  A  Ca).  La  Jacobiana  delle  fj)  è  costituita  dalla  superficie  di  2."  grado 
A  Ci  Ca  B,  B^  e  da  altri  cinque  luoghi  da  contarsi  due  volte,  i  quali  sono  i  tre  piani  A  Bi , 
AB,,  AR,R,  e  le  due  superficie  di  2."  grado  AB,B,C,RR,,  ABiB^C.RE,.  AUe  rette 
dello  spazio  (y)  corrispondono  cubiche  gobbo  che  passano  per  Q  e  segano  due  volte  A  ed 
una  volta  ciascuna  deUe  rette  B,  B^CiCg. 

d)  Da  ultimo  le  K  siano  cubiche  oH56oi,  alle  quali  corrispondono  curve  gobbe  di 
6.0  ordine  dotate  di  quattro  punti  doppj  0,  Pi,  P^,  Pa  e  passanti  per  un  altro  punto  fisso 
0,.  In  questo  caso  lo  superficie  f  de!  sistema  omaloidale,  oltre  ai  punti  doppj  Pi,  P,,  P3, 
hanno  due  punti  semplici  comuni  0,0,,  nel  primo  de'  quali  toccano  un  piano  dato;  ma, 
oltre  alle  rette  che  congiungono  fra  loro  i  punti  doppj,  non  hanno  alcuna  linea  comune. 
La  Jacobiana  delle  rp  comprende  quella  superficie  del  sistema  che  ha  un  punto  doppio 
anche  in  Oi,  i  piani  OPaPg,  OP3P,,  OPiP^  e  due  volte  il  piano  PiP^Pj.  La  trasforma^ 
zione  inversa  è  del  6.°  grado.  Le  superficie  di  6.»  ordine  -^  hanno  in  comune  un  punto  dop- 
pio Q  e  un  punto  triplo  Q',  una  conica  tripla  A,  tre  rette  doppie  Bi,  B^,  B3  (che  concor- 
rono in  Q'  e  segano  A),  e  tre  rette  semplici  Ri,  Re,  K3  uscenti  da  Q,  appoggiate  tutte  ad 
A  ed  inoltre  rispettivamente  segate  da  B,,  B^,  B^.  La  Jacobiana  delle  1^  comprende  tre 
volte  iì  cono  quadrico  Q'A,  e  due  volte  U  piano  A  e  le  superficie  di  2."  grado  ABìBsKìRs, 
ABsBiRjRi,  ABiB^RiEi.  Le  cubiche  gobbe  corrispondenti  alle  rette  dello  spazio  (y) 
passano  per  Q  e  incontrano  tre  volte  A,  ed  una  volta  ciascuna  delle  rette  B. 

7."  Suppongasi  che  (pj  sia  ima  superfìcie  di  3.°  ordine  con  un  punto  uniplanare  P;  la 
rappresentazione  piana  che  si  ottiene  dalla  projezione  centrale  ha  tre  punti  fondamen- 
tali 1,  2,  3  in  linea  retta.  Qualunque  altra  superfìcie  di  S."  ordine,  dotata  del  punto  uni- 
planare P  collo  stesso  piano  tangente  U,  interseca  <yj  secondo  una  curva  di  Q°  ordine, 
per  la  quale  P  è  un  punto  sestuplo,  e  la  cui  imagine  6  una  eubica  descritta  ad  arbitrio  nel 
piano  rappresentativo. 

Se  le  K  sono  rette,  imagini  di  cubiche  piane  con  un  punto  doppio  in  P,  le  superficie  tp 
del  sistema  omaloidale  hanno  in  comune  una  curva  gobba  (razionale)  A  di  &.°  ordine, 
per  la  quale  P  e  quadruplo.  Il  piano  TJ,  contato  due  volte,  e  U  cono  quadrico  che  projetta 
A  da  P,  contato  tre  volte,  costituiscono  la  Jacobiana  delle  <p.  La  trasformazione  inversa 
è  del  3.°  grado;  e  le  >[>  sono  superficie  di  3."  ordine,  dotate  di  un  punto  doppio  Q,  con  uno 
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atesso  cono  osculatore  C,  le  quali  si  toccano  lungo  una  sezione  piana  comune,  passante 
per  Q.  La  Jacobìana  delle  '['  è  costituita  dai  piano  della  curva  di  contatto,  preso  sei  volte, 
e  dal  cono  C.  Alle  rette  dello  spazio  (?/)  corrispondono  cubiche  piane  con  un  punto  doppio 
io  Q. 

Partendo  dalla  medesima  superficie  y^  di  S.°  ordine  col  punto  uniplanare  P,  si  possono 
ottenere  altre  trasformazioni,  le  cui  inverse  sono  del  4,",  5,°,... ,  9,'»  grado, 

8.0  Sia  ^1  una  superficie  (di  Steiner)  di  4.°  ordine  con  tre  rotte  doppie  concorrenti 
nel  punto  triplo  0.  Adottando  il  noto  metodo  di  rappresentazione,  secondo  il  quale  le  se- 
zioni piane  hanno  per  imagini  le  coniche  coniugate  ad  un  quadrilatero  fisso,  una  conica 
descritta  ad  arbitrio  nel  piano  II  corrisponderà  all'intersezione  di  ip4  con  un'altra  super- 
ficie di  Steiner,  dotata  delle  medesime  rette  doppie. 

Assumendo  per  le  K  le  rette  del  piano  II  si  ottiene,  come  ho  già  detto  sopra,  una  tra- 
sformazione dì  4."  grado  (l,**,  e),  la  cui  inversa  è  del  2.".  Se  invece  le  K  sono  coniche  o^  o^  O3 , 
il  sistema  omaloidalc  sarà  formato  da  superficie  di  Steiner  che  (oltre  al  possedere  le  me- 
desime rette  doppie)  passano  per  tre  punti  fissi  Oi,  0^,03;  la  Jacobiana  deUe  quali 
comprende  due  volto  i  piani  determinati  dalle  rette  doppie  prese  a  due  a  due,  ed  inoltre 
i  tre  conL  quadrici  che  passano  per  le  rette  doppie  0  pei  punti  fissi,  combinati  a  due  a  due. 
Alle  retto  dello  spazio  (x)  corrispondono  le  curve  gobbe  di  4.»  ordine  e  2."  specie  passanti 
pei  tre  punti  Oi  O2  O3  e  segate  due  ['"']  volte  da  ciascuna  delle  rette  doppie.  Il  sistema  delle 
iji  è  affatto  analogo  a  quello  delle  f ,  purché  i  tre  punti  Oi  o^  O3  siano  distinti.  Ma  so  le  coniche 
K  si  toccano  in  un  punto  o,  e  si  segano  in  un  altro  Oj,  ovvero  se  sì  osculano  ìq  un  punto  o^ , 
le  ^  saranno  superficie  di  Steiner  appartenenti  a  quelle  forme  particolari  *),  nelle  quali- 
due  rette  doppie  ovvero  tutto  e  tre  sono  coincidenti. 

9."  Se  al  sistema  omaloidale  delle  f  in  (5.",  f)  si  applica  opportunamente  la  trasfor- 
mazione (1.",  ì)),  si  ottiene  un  nuovo  sistema  omaloidale  di  superficie  f  di  i.°  ordine, 
aventi  in  comune  una  retta  doppia  D,  tre  rette  semplici  E^  E^  E,  appoggiate  a  D,  due 
punti  doppi  ^1  P^i  ^^  punto  semplice  0,  e  per  conseguenza  anche  la  conica  che  passa  per 
Pi  Ps  0  incontra  D  Ei  E^  E3.  Si  giunge  così  ad  una  trasformazione  di  4.»  grado,  la  cui 
inversa  è  del  7.°,  perchè  alle  rette  dello  spazio  (x)  corrispondono  curvo  gobbe  di  7."  ordine, 
che  hanno  due  punti  tripli  P,  Pj,  un  punto  semplice  0,  e  sono  appoggiate  a  D  in  quat- 
tro ed  a  ciascuna  E  in  due  punti.  La  Jacobiana  deOe  9  comprende  i  piani  0  P,  Pj, 
P,D,  P,D,  gli  iperboloidi  DP.P^EaEa,  OPiP^E^E,,  DPiP^E.E^  e  la  superficie  dì 
3.°  grado  D^EiEiE^OPiP;,.  Le  -^  sono  superficie  di  7."  ordine,  aventi  in  comune  una 
retta  quadrupla  A,  una  retta  tripla  B,  tre  rette  doppie  Bi  B^  B3,  due  coniche  semplici 
Ci,  Cj,  ed  un'altra  retta  doppia  R:  dove  queste  linee  giacciono  fra  loro  come  le  omo- 
nime in  (b°,  f).  La  Jacobiana  dì  questo  sistema  comprende  due  volte  il  piano  A  B  e  le 


•)  Rendiconti  di  questo  R.  Istituto,  24  gennaio  1867  [Queste  Opere,  n.  71  (t.  2.")], 
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superficie  cubiche  A'BBiBaBaCi,  A'BBiE^BsCj,  ed  una  volta  gli  iperboloidi  BB^Ba, 
BBgB,,  BB.Bj  e  la  superfloio  di  4."  ordine  A^B^BìB^B^CCj.  Alle  rette  dello  spazio 
(y)  corrispondono  curve  gobbe  di  4.''  ordine  e  2.»  specie,  che  incontrano  B  in  tre,  ciascuna 
delle  B,  B^  Bj  in  due,  e  ciascuna  delle  A  Ci  C^  in  un  solo  punto. 

IO.**  Sia  ^4  una  superfìcie  di  5."  ordine,  dotata  di  una  cubica  gobba  doppia  C'^,  Impie- 
gando la  rappresentazione  d'ordine  minirao,  additata  dal  signor  Clebsch  *),  1'  interse- 
zione di  ip4  con  un  altra  superficie  di  5.»  ordine,  dotata  della  medesima  curva  doppia,  avrà 
per  imagine  una  curva  di  6."  ordine  descritta  per  gli  undici  punti  fondamentali  12345... 
a)  Assumendo  per  le  K  le  rette  del  piano  rappresentativo,  le  y  vengono  ad  avere 
in  comune,  oltre  la  curva  doppia,  una  curva  gobba  A  di  9.°  ordine  (^=6),  che  incontra 
C'^'  in  tredici  punti.  Alle  rette  dello  spazio  {x)  corrispondono  curve  gobbe  di  4,"  ordine  e 
2.'^  specie  che  segano  0^  in  sette  e  A  in  cinque  punti.  La  Jaeobiana  delle  f  è  costituita 
dalla  superficie  di  10."  grado,  luogo  delle  eorde  di  C'  segate  da  A,  e  dalla  superficie  di 
S."  ordine  (contata  due  volte)  luogo  delle  cubiche  gobbe  che  incontrano  0^'  in  quattro 
e  A  in  sette  punti.  La  trasìormaaione  inversa  è  del  4.0  grado;  e  le  superficie  (di  4.°  ordine)  ij* 
hanno  in  comune  un  punto  triplo  Q  ed  una  curva  gobba  A'  deiril.°  ordine  (j'=6),  per  la 
quale  Q  è  un  punto  sestuplo.  Alle  retto  dello  spazio  (y)  corrispondono  curve  gobbe  di  5."  or- 
dine, che  hanno  in  Q  un  punto  triplo  o  segano  A'  in  dieci  punti.  La  Jaeobiana  delle  <)(  è  co- 
stituita dal  cono  di  5."  ordine  che  projetta  A'  da  Q,  e  dalla  superficie  di  7."  ordine,  luogo 
delle  coniche  che  passano  per  Q  e  incontrano  A'  in  cinque  punti,  per  la  quale  A'  è  una 
curva  doppia  e  Q  un  punto  quintuplo, 

b)  Le  K  siano  curve  di  4."  ordine  1^2-3''456;le  superficie  y  avranno  allora  in  comune, 
oltre  alla  curva  doppia  C",  una  cubica  gobba  (semplice)  A  segante  0"  in  quattro  punti,  e 
tre  rette  Ri ,  Rj ,  E^,  corde  della  curva  doppia.  Alle  rette  dello  spazio  (3;)  corrispondono  curve 
gobbe  di  7."  ordine,  ciascuna  delle  quali  incontra  0"'  in  dieci,  A  in  otto  e  ciascuna  retta 
R  in  due  punti.  La  Jaeobiana  dello  <p  comprende  le  tre  superficie  quadriehe  C'R.  Rj, 
O^'RaRi,  O^'RiRa,  la  superficie  di  4."  grado  che  è  formata  dalle  corde  di  0"' segate  da  A,  e 
la  superficie  di  6.0  ordine,  luogo  delle  cubiche  gobbe  che  incontrano  A  e  C-^'  in  quattro  e 
ciascuna  R  in  un  punto.  La  trasformazione  inversa  è  adunque  del  7."  grado;  e  le  superfi- 
cie (di  7."  ordine)  '1^  hanno  in  comune  una  eubica  gobba  tripla  A,  tre  rette  doppie  B,  B^  Ba 
(corde  di  A)  ed  una  curva  semplice  (razionalo)  A'  di  ò.*"  ordine,  che  sega  A  in  sei  e  eia- 
scuna  B  in  due  punti**).  La  Jaeobiana  delle  (|j  è  composta  delle  tre  superficie  quadriehe 


*)  Mathem.  Annalen,  t,  1.  p.  284. 
**)  Nella  rappreaent azione  d'ordine  minimo  di  una  auperflcie  '^i,  le  imagini  delle   sezioni 
piane  sono  curve  di  i."  ordine  con  nove   punti  fissi  a^  %  03  h,  h^  h.^  flj  e^  e.^;  aUa  curva  tripla, 
alle  tre  rette  doppie  ed  alla  curva  X  corrispondono  ordinatamente  una  curva  di  6."  ordino 
Oi  Oiaabi  bubsc^o^c^,  le  rette  OjCj,  OjC,,  CjCj  ed  una  conica  tjftjòg. 
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ABjBa,  AB3B1,  ABiB^;  della  superficie  di  8.°  grado  A^BIB^BaA',  luogo  delle  corde  di 
A  segate  da  A';  e  delia  superficie  di  10,"  ordine  A^BJBjB'A'^,  luogo  delle  eonielie  che 
incontrano  A  e  A'  iu  due  e  ciascuna  retta  B  in  un  punto.  Alle  rette  dello  spazio  {y)  corri- 
spondono curve  gobbe  di  5.°  ordine,  che  incontrano  la  curva  tripla  in  sei,  ciascuna  retta 
doppia  in  due  e  la  curva  A'  in  quattro  punti. 

Credo  che  questi  esempj  possano  ormai  bastare  a  dimostrare  il  mio  assunto:  cioè  che 
la  rappresentazione  piana  dì  una  data  superfìcie  (omaloide)  sia  un  mezzo  singolarmente 
pronto  ed  efficace  per  giungere  ad  ottenere  in  tutt'i  suoi  particolari  qualsiasi  trasforma- 
zione (razionale),  il  cui  sistema  omaloidale  contenga  la  superficie  data  *), 

Le  proprietà  qui  enunciate  si  dimostrano  facilmente,  quando  si  consideri  che  una  curva 
razionale  d'ordine  n  (nello  spazio  a  tre  dimensioni)  è  determinata  da  4w  condizioni;  che, 
se  essa  deve  passare  con  r  rami  per  un  punto  dato,  ciò  assorbe  2r  condizioni;  ma  che,  se 
deve  avere  un  punto  r-plo  in  un  punto  0  semplice  per  tutte  le  superfìcie  y  del  sistema  oma- 
loidale **),  il  numero  delle  condizioni  assorbite  sarà  r{r-\-l).  Al  punto  0  corrisponde  nello 
spazio  {x)  una  superficie  omaloide  d'ordino  r  (segante  tutte  Io  <^  esclusivamente  in  curve 
fisse,  fondamentali,  e  faciente  parte  di  ciascuna  delle  '\  di  una  rete  contenuta  nel  sistema), 
la  quale  nel  primo  caso  è  compresa  due  volte  nella  Jacobiana  delle  ^,  ma  nel  secondo  vi 
è  compresa  r-\-l  volte.  Ad  una  curva  A  d'ordine  i,  la  quale  sia  r-pla  per  tutte  le  y,  corri- 
sponde una  superficie  (da  contarsi  una  volta  neUa  Jacobiana  delle  tjj),  il  cui  ordine  è  uguale 
al  numero  delle  intersezioni  non  fìsse  di  A  eolla  curva  razionale  che  corrisponde  ad  una 
rotta  arbitraria  dello  spazio  {x\  e  che  sega  qualunque  ^  secondo  aJcuno  curve  fìsse  ed  i 
curve  razionali  d'ordine  r. 


*)  Colgo  quest'occasione  per  aggiungere  alle  citazioni  già  fatte  al  principio  della  1.°  Nota 
[Queste  Opere,  n,  91]  quella  di  una  nuova  Memoria  del  sig.  Noethbk,  JJeh&r  die  emdeviigen  Satim- 
trtm$formatìonen  (Math,  Annalen,  t.  3,  p.  ò47),  della  quale  ho  ricovuto  un  esemplare  separato 
il  dì  7  maggio.  In  questa  Memoria  do!  sig.  Nobtheb  e  nella  mia  Nota,  Ueber  die  AbbUdung  al- 
gebrmseher  Fldchen  (Naohiioliteti  di  Gotting»,  3  maggio)  [Queste  Opere  n.  93],  cte  trattano  il 
medesimo  argomento  (l'applicazione  deJle  trafiformaaioni  di  3."  grado  alla  rappresentazione 
di  superficie  algebriche)  e  che  sono  state  pubblicate  precisamente  negli  stessi  giorni,  il  lettore 
troverà  le  piii  singolari  coincidenze  anche  in  minuti  particolari.  La  qual  cosa  non  dee  recare 
meraviglia  ad  alcuno,  ed  a  me  è  cagione  di  compiacenza:  tanto  più.  ohe  sono  appunto  le  belle 
ricerche  del  sig.  Nobther,  inserite  ne'  suoi  lavori  precedenti,  che  mi  hanno  invogliato  a  ripren- 
dere questi  studj,  e  ohe,  combinate  coi  risultati  già  da  me  ottenuti  per  le  figure  piane,  mi  condus- 
sero finalmente  alla  completa  determinazione  delle  trasformazioni  generali  nello  spazio;  scopo 
di  questa  e  della  1.='  Nota  (4  maggio)  comunicata  al  E.  Istituto. 

**)  Le  quali  avranno  ivi  un  contatto  d'ordine  r  —  1,  cosi  che  rappresentando  una  deDe  due 
superficie  omaloidi  che  determinano  la  curva,  l'imagine  dì  questa  avrà  un  punto  r-plo  in  o, 
e  di  0. 


y  Google 


SULLE    TRASFORMAZIONI    RAZIONALI    NELLO    SPAZIO. 


Può  accadere,  come  noi  casi  5.°  6.°  e  9.°,  che  le  -s,  oltre  alle  curve  fondamentali  neces- 
sarie per  individuate  lì  isistema,  abbiano  ancora  in  comune  una  linea  R,  determinata  da 
quelle,  la  quale  supporrò  d'ordino  i  e  multipla  secondo  r  per  le  f.  Allora  a  tutt'i  punti  di 
R  corrispondono  lìnee  coincidenti  in  una  linea  unica  E.'  d'ordine  r,  che  è  multipla  secondo 
i  per  le  -[i.  La  linea  R  {e  analogamente  R')  non  è  incontrata  dalla  curva  razionale  che  cor- 
risponde ad  una  retta  arbitraria  dello  apa:^io  (.x),  ed  è  mnltipk  !;oeondo  4!-  per  la  Jacobiana 
delle  'f.  Ecc.,  ecc. 
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VoN  L.  Ckbmona  in  Mailand  *). 


Matheniali.ichs  Annalen,  Band  IV  (1871),  pp.  213-3!». 


Unter  den  versehiedenen  Htìlfsmittebi,  deren  man  sich  bedieneii  kann,  um  zur  geome- 
trisclien  Abbildung  algebraischer  Flàcheii  aiif  einer  Ebene  zu  gelangen  (ìalls  sie  mSglieh 
ist),  scheinen  mir  die  rationalen  Transformationen  des  Raumes  eines  der  emiaiìhaten  und 
sehnellsteii.' Kaiiowa^e  Transformationen  nenne  ieh  eolche,  welebe  einen  (dreifaeh  ausgo- 
dehnten)  Raum  aut  einem  anderen  Raume  eindeutig  abbilden  (gleichgiiltig  ob  man  aueh 
die  zwei  Riiume  als  sieh  de  kende  fasst),  so  dass  den  Ebenen  des  ersten  Ramnes  rationale 
Flaoben  «*"  Ordnung  entsprechen,  die  ein  lineaies  dreifaeh  unendliches  System  bilden. 
Natfirlieh,  um  eine  eindmtige  Abbildung  zu  erroiehen,  raussen  jene  Flachon  cine  solehe 
Zahi  von  gemeìnscbaftlichen  Fundamentalpunkten  und  Curven  haben,  dass  je  drei  von 
iinen  in  einem  einzigen  veranderlichen  Punkte  sich  schneiden;  unter  dieser  Vorausse- 
tzung  wird  das  System  homaMdisch  genannt  **).  Einige  soleher  Trasformationen  stnd 
sehr  bekannt;  namentlich  der  Fall  n=2,  wenn  die  Flàchen  2'*'  Ordnung  des  linearen  Sy- 
stems einen  Fundamentalkegelschnitt  und  einon,  nicht  auf  dcm  Kegelschnitte  gelegenen, 
Fundamentalpunkt  haben;  und  der  Fall  n=d,  wenn  eine  Fundamentalraumcurve  seehster 
Ordnung  vorhanden  ist,"  Der  erste  Fall  stimmi  mit  der  Methode  der  reeiproken  Badien 
uberein  ;  der  zweite  fuhrt  zur  bekannten  Abbildung  einer  allgemeinen  Fische  dritter 
Ordnung  auf  einer  Ebene.  Fiir  diese  letzte  Transformation  hat  man  nur  vorausgesetzt, 
dass  die  Fundamentaleurve  nicht  in  TheUe,  oder  sofort  in  zwei  zusammonfallende  Raum- 


*)  Au9  den  Nachtiohten  der  kgl  Geeellaohait  der  Wissenschaften  zu  Góttingen,  (1871,  Nr.  6), 
mit  Zuaàtzen  dea  Verfassera.  p''] 

**)  Dieselbe  Benenoung  moge  fur  Netze  von  ebenen  ralionàlen  Cuiven  gelten.  Homalo'id 
móge  eine  Plaehe  heissen,  wena  aie  aul  einer  Ebene  abbildbar  iat. 
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curven  dritter  Ordnung  oder  in  seehs  Gerade  zerfalle  *).  Fugen  wir  dieseni  noeh  hinzu, 
dass  Herr  Cayley  **)  eine  besondere  merkwttrdige  Transformation  gefuiideii  hat,  wobei 
den  Ebetien  des  ersteii  Kaumes  ein  System  von  windschieEeo  cubìschen  FlSchen  entspriclit, 
wdche  die  doppelte  Gerade  und  drei  Erzeugeiido  gemein  haben,  indem  die  den  Ebeneii 
des  zweiten  Eaumes  entsprechenden  Flachcn  niir  zweiter  Ordnung  sind  iind  in  ciner 
Geraden  und  drei  festeii  Pimkten  sieh  durchaehneiden. 

Schon  die  Transformation  zweiten  Grades  bietet  einen  Fall  dar,  welcher,  so  weit  mir 
bekannt,  unbemerkt  geblieben  iat:  namlieh  den  Fall,  dass  der  FundamentaJpunkt  auf 
dem  Fundamentalkegelschnitte  liegt.  Dann  entaprechen  den  Ebeoen  jedes  Kaumes 
Flàohen  zweiter  Ordnung,  welche  dureli  einen  featen  Kegelschnitt  gelien  und  in  einem 
Punkte  dieser  Curve  eine  feste  Ebene  beruhren.  Wenn  man  dieae  Transformation  auf 
eine  allgemeino  Flaelie  dritter  Ordnung  ***)  anwendet,  erbàlt  man  auf  eine  uogemein 
einfacke  Weiae  alle  die  Eigenechalten  der  mit  einem  Doppelkegelschnitie  iehafteten  Flaehe 
vierter  Ordnung,  deren  Kenntnisa  man  Herrn  Clebsch  verdanbt  f), 

Setzt  man  aber  ìm  Falle  w  =  3  voraus,  dass  die  Fundamentalraumcurve  sechster  Ord- 
nung in  Theile  zerfallt  (was  auf  aehr  viele  verscbiedene  Weiaen  geschehen  kann),  so 
gelangt  man  zur  Abbildung  einer  sehr  ausgedeknten  Eeike  von  algebraischen  Flàehen 
auf  der  Ebene.  lek  erlaube  mir,  hier  einige  Beispiele  mitzutkeilen. 

Sei  K  die  Fundainentalcurve  dea  eraten  Eaumes,  sodass  eine  cubisehe  Kaumcurve, 
welche  K  in  8  Punkten  begegnet,  K  zur  vollen  Durchschnittseurve  zweier  cubischen  Fla- 
chen  erganzt;  und  sei  K'  die  analoge  Fundamentalcurve  ftìr  den  zweiten  Raum.  Dann 
entspreehon  den  Punkten  von  K  die  Geradon,  welcbe  K'  dreiraal  schneiden,  und  deren 
Ort  eme  Flacke  k'  achter  Ordnung  ist,  auf  weleher  K'  eine  dreifache  Curve  iat.  Anaìoger- 
weise  entaprechen  den  Punkten  von  K'  die  Erzeugenden  einer  Finche  le  achter  Ordnung, 
auf  welcher  K  eine  dreifache  Curve  ist.  Zerfallt  K  in  Theile,  so  geachieht  eine  ahnliche 
Zerlegung  fur  K',  fc,  fc'. 

Geht  man  non  von  einer  Flaehe  F  aus,  welche  einen  Theil  von  K  einfacli  oder  mehr- 
fach  enthàlt,  so  gelangt  man  zu  einer  auf  F  eindeutig  abbildbaren  Flaehe  F,  deren  Ord- 


*)  Gbisee,  Boechaedt's  Journal  Bd.  69.,  Stuem,  emenda  Bd.  70.  Von  einigen  anderen 
Fallen  der  cubischen  Tiansfonnation  hat  HetrNoBTHEK  in  aeiner  reiehhaltìgen  Abhandlnng 
(Math,  Annalen,  Bd.  3,  pp.  199,  205)  Anwendungen  auf  Abbildungeaiifgaben  gemacht. 

**)  On  (he  rational  Transformation  between  fwo  spaees  (Proeeedings  of  the  London  Mathema- 
tica! Society,  V.  Ili,  1870,  p.  171). 

***)  Ich  habe  achon  anderswo  diese  Anwendung  ausgefiihrt  (Eendioonti  del  E.  Istituto  Lom- 
bardo, 9  u.  23  marzo  1871)  [Queste  Opere,  n.  88,  89].  Herr  Geiser  batte  bereits  {Bokchaedt'S 
Journal,  Bd.  70)  die  eindeutige  Beziehung  ewischen  denselben  Fla^hen  aus  der  gewShnUchnn 
Transformation  zweiten  Grades  abgeleitet. 
t)  Boechardt's  Joomal,  Bd.  69. 
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nuiig  der  Anzalil  der  Punkte  gleicli  ist,  in  deiien  eine  beliebige  von  K  iiclitmal  gusuliuit- 
tene  cubische  Raumcurve  der  Flàehe  F  ausserhalb  K  noch  begegnet.  Eine  Curve,  wel- 
che  ein  Beitindtheil  von  K  1 1  wird  so  oft  von  F'  enthalten,  als  eine  beliebige  Erzeugeiide 
dea  pntbpieehenden  Bebtandtheih  von  k  uod  die  FliLche  F  iiicht  auf  K  gelegeiie  Punkte 
^emem  haben  Nich  die^ei  Methode  ergeben  sich  aueh  Flachen  mii  RUckìcehreurven ;  denn 
man  bcaucht  nui  eme  Flaehe  1  anzunehmen,  welehe  in  oinon  Theil  von  k  eingesehrieben  ist. 
Erttteb  Bei&piel  —  t  be^teht  aus  einer  Geraden  d  und  einer  Raumcurve  C3  Mntter 
Ordnung  vom  Gesehleehte  1,  welehe  C,  in  drei  Punkten  schneidet,  Dann  zerfàllt  K'  in  eine 
Curve  C'4  vierter  Ordnung  und  erster  Species,  und  in  einen  Kegelselinitt  G'j,  dei  sich  auf 
C'j  in  drei  Punkten  stutzt.  Betraelitet  man  nun  eine  Flaehe  Fj  zweiter  Ordnung,  die' 
durch  Ci  geht,  so  wird  ihr  im  andern  Kaume  eine  Flaehe  F'5  funfteì-  Ordnung  entspreehen, 
die  C'j  ah  Doppelmrve  hesitd  und  C'^  einfaeh  enthalt.  Hicraua  entspringt  die  ganze  'lieo- 
rie  dieser  letztem  Flaehe,  welehe  Herr  Clebsch  zuerst  dargelegt  hat  *).  Die  7  Punkte  a,  in 
denen  d  der  Flaehe  Fj  ausserhalb  Ci  noch  begegnet,  und  die  7  Geraden  von  Fj,  welehe 
von  C,  und  C5  geschnitten  werden,  bOden  sieh  auf  F'5  als  Gerade  ab  ;  und  man  hat  somit 
die  7  Paaro  von  Geraden  dieser  Flaehe.  Das  System  der  Erzeugenden  von  F;,  welehe  Ci 
treiien,  entspricht  der  Schaar  von  Kegelsehnitten,  die  entstehen,  wenn  man  F'5  mit  dcm 
Busche!  zweiter  Ordnung  schneidet,  dessen  Grundeurve  C'4  ist.  Die  7  Punkte  a  werden  von 
einem  aehten  Punkte  von  F^  zu  einem  Schnittpunktsystemc  von  drei  Flachen  zweiten 
Grades  ergànzt;  dieser  achte  Punkt  entspricht  der  Spitze  des  Kegels  zweiter  Ordnung, 
welcher  F's  umgesehrieben  ist.  Die  einzige  Kaumeurve  vierter  Ordnung  und  zweiter  Species 
welehe  dureh  die  7  Punkte  n  und  dreimal  durch  Ci  gelegt  werden  kann;  die  21  oubischen 
Raumeurven,  welehe  durch  liinf  Punkte  a  und  zweimal  dureh  C,  gehen;  die  35  Kegel- 
schnitte,  welehe  aut  F3  liegen  und  dureh  je  'ò  Punkte  a  gehen;  endlich  die  7  Geraden  von 
Fi,  die  durch  je  einen  Punkt  a  gehen,  ohne  Gì  zu  sehneiden,  bilden  sich  auf  F'^  als  die  64 
Kegclschnitte  ab,  weiche  der  oben  angefuhrten  Sehaar  nieht  angehSren.  Analogerweise 
bestimmen  auch  die  7  Punkte  a  die  64  Sehaaren  von  cubischen  Raumeurven,  welehe 
auf  F5  liegen.  Jedem  Punkte  von  C'^  entspreehen  die  zwei  Punkte  gleiehzeitig,  in  denen 
Fj  von  einer  sich  auf  Cs  dreimal  stiitzenden  Geraden  geschnitten  wird;  die  ganze  Doppel- 
eurve  von  F'5  entspricht  also  einer  Raumcurve  neunter  Ordnung,  welehe  durch  Ci  l'iini- 
ma!  und  dureh  jeden  Punkt  a  zweimal  geht.  —  Projieirt  man  Fj  von  einem  auf  ihr  belie- 
big  gewahlten  Punkte  auf  eine  Ebene,  und  wendet  man  auf  das  so  entstehonde  ebene 
Gebilde  eine  Transformation  zweiten  Grades  an,  so  werden  wir  die  niedrigste  Abbildung 
der  Flaehe  F'5  erreiehen,  wobei  die  ebenen  Sehnitte  durch  Curven  vierter  Ordnung  mit 
einem  doppelten  und  sieben  einfachen  Fundamentalpunkten  dargestellt  werden. 


*}  Abhandlungen  dei  Gottinger  Societàt,  1870,  Bd.   15. 
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Durch  die  umgekelirte  Transformation  erhalt  man  aus  einer  ciibischen  Màche  F's, 
welche  die  Rauincnrve  C,  enthalt,  cine  Flàeke  F4  vierter  Ordnung  mit  der  Doppelgeraden 
Ci.  Die  3  Schnittpunkte  a  von  F'g  mit  C^  (ausserhalb  C',);  die  1.0  Geraden  i  von  P'^,  welche 
C,  zweimal  selineiden,  und  die  3  Kegelschnitte  von  F'g,  welche  durch  je  eineii  Punkt  a 
gehen  und  mit  C,  auf  je  einer  Flache  zweiten  Grades  liegen,  sind  die  Bilder  der  16  Gera- 
den von  Fi.  Der  Doppelgeraden  entsprieht  die  Durchschnittscurve  von  F3  mit  der  Ebene 
von  C',;  und  den  obenen  Schnitten  von  Fi  entsprechen  Raumeurven  tìinfter  Ordnung 
(vom  Gftsohleehte  2),  welehe  von  den  durch  G't  und  die  Punkte  a  gehendon  eubisehen  FIS- 
chen  ausgeschnitten  werdeo.  Bildet  man  demnach  F'a  auf  einer  Ebene  so  ab,  dass  funf 
Gerade  i  durch  fiinf  Fundamentalpunkte  1,2,3,4,5  dargesteUt  werden,  so  wird 
sieh  soìort  die  niedri^te  AbbUdung  von  F',  ergeben.  —  Ist,  in  der  Darstellung  von  F'3,  0 
der  sechste  Pundamentalpunkt,  und  6 ,  7 ,  8  die  Bilder  der  Punkto  a,  so  werden  die 
ebenen  Sehnitte  von  F,  durch  Curven  vierter  Ordnung,  0-.  1.  2.  3.  4.  5.  6.  7.  8,  abge- 
bildet  *). 

Benutzt  man  dieselbe  Transtormatioo,  um  eine  durch  den  Kegelsehnitt  C'^  gehende 
eubische  Flache  F'3  umzugestalten,  so  wird  sich  eine  Flache  F„  sechster  Ordnung  ergeben, 
welche  die  Doppeleurve  C5  (vom  OeschlecMe  1)  hfsiM.  Auf  dieser  Flache  Hegen  10  Gerade, 
welche  die  Doppelcurve  dreimal  treffen;  und  16  Kegelschnitte,  welehe  sich  auì  C5  in  funf 
Punkten  stùtzen.  Um  zur  niedr^sten  ebenen  Abbildung  von  F^  zu  gelangen,  reicht  ea  hin 
die  Flachen  F'3  so  abzubOden,  dass  ein  Pundamentalpunkt  der  Geraden  entsprieht,  die 
mit  C'k  zu  einem  ebenen  Gesammtschnitte  von  F3  ergànzt:  dann  werden  die  ebenen 
Sehnitte  von  Fs  dureh  Curven  sechster  Ordnung  dargesteUt,  welche  5  zweifaehe  und  10 
einfacbe  feste  Punkte  haben.  Daa  Bild  der  Doppelcurve  wird  eine  Curve  ftìnfzehnter 
Ordnung  mit  6  ftìnffaehen  und  10  dreifachen  Punkten  sein. 

Geht  man  von  einer  Flache  F,  dritter  Ordnung  aus,  welche  die  Gerade  Ci  enthalt,  so 
flilirt  dieselbe  Transformation  zu  einer  Màche  acMer  Ordnung  F'g  mit  der  dreifachen  Curve 
C'j  und  dem  doppeìtmi  Kegehchnitte  C'j.  Die  Flachen  zweiten  Grades,  welehe  durch  C, 
gehen,  schneiden  noeh  aus  F'g  Curven  vierter  Ordnung  und  zweiter  Speeies  aus:  unter 
diesen  giebt  es  5,  die  in  zwei  Kegelschnitte,  und  12  andere,  die  in  eino  Gerade  und  eine  eu- 
bische Raumeurve  zerfallen,  Jeder  der  10  Kegelschnitte  bildet,  zusammen  mit  G,  und  C',, 
die  Grundcurve  eines  Busohels  von  eubisehen  Flachen,  welehe  ausserdem  aus  F'j  ratio- 
naie  Raumeurven  sechster  Ordnung  ausschneiden,  von  denen  4  aus  zwei  eubisehen  Raum- 
eurven bestehen:  somit  hat  man  16  Raumeurven  dritter  Ordnung,  ausser  den  oben  er- 
wahnten  12.  —  In  der  niedrigsten  ebenen  Abbildung  entsprechen  den  ebenen  Schnitten 
von  P's  Curven  siebenter  [''^]  Ordnung,  welche  einen  dreifachen  (1),  fiinf  zweifaehe 


*)  Mathematische  Annalen,  Bd.  1,  S.  261. 
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(2,  3,  4,  5,  6)  und  zwolE  einfache  (7,  8,  9,  ...,  18)  feste  Punktc  besitzen.  Die  dreifacho 
Curve  bildet  Kieh  als  eine  Curve  dreizehnter  Ordnung  1".  2'.  3' ...  6'.  7'.  8- ...  18'  ab, 
und  der  doppelte  Kegelschiiitt  ala  eine  Curve  fuofter  Ordnun<f  T.  2.  3 ...  18, 

Zweites  Beispiel.  —  Die  Bestandtheile  der  Fundamentaleiu've  K  seien  eine  Raumcurve 
C5  fUnfter  Ordnung  vom  Gesehleehte  2  und  eine  Gerade  C, ,  die  C^  zweimal  trifft;  dann 
wird  auch  K'  sicii  in -zwei  Linien  C'5,  C'i  derselben  Art  zerlegen,  Wendet  man  diese 
Transformation  auf  eine  Flaehe  Fj  zweiten  Grades  an,  die  durch  Ci  geht,  so  wird  eine 
Fldehe  F',  vierter  Ordnung  entstehen,  ìvelóke  die  doppeUe  Gerade  C\  lesitzt.  Die  8  Paare 
von  Geraden,  welchfi  auf  dieser  Flàche  vorhanden  sind,  entspreelien  den  8  Punkten,  in 
welchen  C-,  der  Flaehe  F^  ausserhalb  Ci  noeh  begegnet,  und  den  8  Geraden  von  F,,  die 
durch  diese  Punkte  und  durch  Ci  gehen. 

Unterwirft  man  dieser  Transformation  eine  eubisehe  windsohiefe  Flaehe  Fa,  dercn 
Doppelgerade  Ci  ^ei,  so  werden  wir  eine  Flaehe  F'5  funfter  Ordnung  mit  der  drdfachen  Qe- 
raden  C,  fmden  Die  11  Punkte,  in  denen  Fs  von  C5  ausserhalb  C,  noch  getroffen  wird, 
und  die  aus  diesen  Punkton  ausgehenden  Erzeugenden  von  F3  liefern  sofort  die  11  Paare 
von  Geiaden,  die  auf  F'5  existiren.  Der  dreifaehen  Geraden  C'i  wird  die  Durehsehnitts- 
curve  von  Fj  mit  der  Fische  zweiten  Grades  entsprechen,  welchc  der  Ort  der  die  Curve 
C'5  dreimal  schneidenden  Geraden  ist  *). 

Mittelst  derselben  Transformation  fiihrt  eine  allgemeine,  durcli  C,  gelegte,  eubisehe 
Fiàehe  F3  zu  ei/ner  Flaehe  ¥^  siebenter  Ordnung  mit  der  dreifaehen  Geraden  C,  und  ìler  Doppel- 
curve  C'5,  Diese  Flaehe  entbàlt  13  Gerade,  die  von  C,  gescbnittene  Sehnen  von  C'5  sind. 
Richtet  man  die  ebenc  Abbildnng  von  F3  so  ein,  dass  die  Gerade  Ci  von  eiuem  Kegeìsehnit- 
te  dargesteilt  wird,  so  ergiebt  sich  die  niedrigste  Abbildung  von  F7,  wobei  den  ebenen 
Sehnìtten  dieser  Fische  Curven  siebenter  Ordnung  mit  einem  dreifaehen  (1),  ftìnf  zweì- 
faehen  (2,  3,  4,  5,  6)  und  dreizehn  etnfachen  (7,  8, ... ,  19)  festen  Punkten  entsprechen. 
Die  dreifaelie  Gerade  wird  durch  eine  Curve  sechster  Ordnung  1*.  2*...  6',  7.  8...  19, 
und  die  Doppelcurve  durch  «ine  Curve  zwolfter  Ordnung  1*.  2^.  3'...  6^  7^  8^..  19^ 
dargesteilt. 

Drittes  Beispiel.  —  K  besteht  aua  zwei  cubischen  Raumcurven  Cj,  Kg,  die  vier  gemein- 
same  Punkte  haben:  dann  ist  auch  K'  eia  Shnliches  System  von  zwei  Raumcurven  C'3, 
K'3.  Stellt  man  sich  nun  cine  durch  C^  gehende  allgemeine  eubisehe  Flàche  F^  vor,  so  wird 
das  entaprechende  GebUde  im  zweiten  Raume  eine  Flaehe  F\  fUnfter  Ordnung  mii  einer 
unebenen  Doppelcurve  C'3  drifter  Ordnung  sein.  Den  5  Punkten  a,  in  wclehen  K3  die  Finche 
F3  ausserhalb  Cj  noeh  trifft,  und  den  6  Geraden  h  von  F^ ,  welehe  die  Curve  Cj  zweimal 
schneiden,  entsprechen  die  11  Geraden  von  F'^;  und  dio  Doppelcurve  C'„  entapricht  einer 


•}  Matli.  AnuaJen,  Bd.  3.  S.  186. 
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Curve  nemiter  Ordiiung,  we!ci).e  dei"  Ort  der  BegegiiungRpnnkte  voii  F^  niit  deii  Geradeii 
ist,  die  K3  zweiinal  und  Cj  einmai  treffen.  Ordnet  man  die  ebeae  Abbildung  von  F3  so  aii, 
dass  die  Geraden  i>  diirch  sechs  Punkte  1,  2, . . . ,  6  dargesteUt  werden,  und  sind  7,  8, . . , ,  11 
die  Bilder  der  funt  Punkte  a,  so  wird  man  ohne  weiteres  die  niedrigste  Abbildung  von  F\ 
erhalten,  wobei  die  ebenen  Schnitte  sich  als  Curven  vierter  Ordnung  1,  2,  3 ...  11 
abbilden,  und  die  Doppeleurve  durch  cine  hyperelUptische  Curve  siebenter  Ordnung  mit 
eilì  Doppelpunkten  dargesteUt  wird  *). 

Viertes  Beispiel.  —  K  besteht  aus  einer  Curve  C,  vierter  Ordnung  und  erster  Speeies, 
und  aus  zwei  windsehief  liegenden  Selinen  A,  B  derselben.  Durchaus  ahniich  wird  dann 
die  Zerlegung  von  K'  sein.  Wenn  man  dureh  A  und  B  eine  allgemeine  cubisehe  FliicJie  Fj 
hindurchlegt,  so  wird  Uir  im  andern  Raume  eine  Fìache  funfter  Ordnung,  F5,  entsprechen, 
die  zwei  sich  nickt  sckneidende  Doppelgerade  A.',  B'  hesikt.  T)iese  Flaehe  enthalt  13  Gerade: 
sie  entstehen  aus  den  8  Punkten,  in  welchen  C<  die  Flache  Fj  aMS8erha]b  A  und  B  noch 
triffl,  und  aus  den  5  Geraden  von  F3,  die  A  und  B  schneìden.  Den  zwei  Doppelgeraden  von 
F5  entspreelien  zwei  Raumeurven  funfter  Ordnung  (vom  Geschlechte  2),  die  bezuglich  mit 
A,  B  den  Gesammtdurchselinitt  von  F^  mit  zwei  dureli  Cj  gelienden  Flaeben  zweiten 
Grades  bilden.  Nimmtman  nun  die  Fundamentalpunkte  1,  2, ...,  6  der  ebeneii  Abbildung 
von  F3  80  an,  dass  den  Geraden  A,  B  die  Kegelschnitte  1.3.4.5.6,  2.3.4.5.6  entsprechen, 
so  wird  KÌcli  auch  dio  niedrigste  AbbUdung  von  F\  ergeben:  die  Bilder  der  ebenen  Schnitte 
diescr  Flaclie  werden  Curven  ftìnfter  Ordnung  sein,  die  zwei  Doppelpunkto  1,  2  und  zwSlf 
einfache  feste  Punkte  3,  4, ...,  14  haben:  wo  die  Punkte  7,  8, ...,  14  den  Durchschnitts- 
punkten  von  Fj  und  Gj  entsprechen  **). 

Legt  man  F3  nicht  durch  A  und  B,  aber  dureh  C,  hindurch,  so  erhalten  wir  wieder  eine 
Flàeke  F'^  funfter  Ordnung,  mit  der  Doppeleurve  d  (erster  Speeies).  Die  14  Geraden  dieser 
Flache  entsprechen  1.  den  2  Punkten  a,  in  welchen  A,  B  die  F,  ausserhalb  C4  noch  treiìen; 
2.  den  10  Geraden  h  von  F^,  welche  Sehnen  von  Cj  sind;  3.  den  2  Kegelschnitten,  die 
durch  einen  Punkt  a  gehen  und  C,  viermal  begegnen.  Um  zur  niedrigsten  Abbddung  von 
Fs  zu  gelangen,  wird  man  funf  Fundamentalpunkte  1,  2, .  „ ,  5  der  Abbildung  von  Fj  so 
annehmen,  dass  sie  funf  Geraden  b  darstellen.  Ist  0  der  sechate  Fundamentalpunkt 
dieser  letzten  Abbildung,  und  sind  6,  7  die  Bilder  der  zwei  Punkte  a,  so  werden  dio 
Curven  vierter  Ordnung  0M.2.3...7  den  ebenen  Schnitten  von  F'5  entsprechen. 

Dieselbe  Transformation  bietet  eine  unmittelbaro  und  ungemein  leichte  Eehandlung 
einer  Aufgabe  dar,  die  von  Herrn  Clebsch  vorgeiegt  und  von  Herrn  Luroth  gelijat 
wurde***).  Die  Aufgabe  lautet:  «Die  Anzahl  der  Kegelschnitte  zu  bestimmen,  welche 


*)  Math.  Annalen,  Bd.  1,  S.  284. 
**)  Math.  Annalen,  Bd.  1,  8.  306. 
"*)  Math,  Annalen,  Bd.  3,  S.  124. 
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cine  Curve  vierter  Ordiiuiig,  erster  Spficies,  in  drei  und  fiinf  ihrer  Sehnen  in  je  eiiieoi 
Punkte  treffen  ».  Sci  Cj  die  Raumeurve  ;  A,  B,  C,  D,  E  ilire  gegebenen  Sehnen.  Ich  nehme 
daa  System  (C<,  A,  B)  ala  Fundamentalcurve  eines  durch  eine  eubische  Traneformation 
umznformenden  Eaumes  an;  sowird  der  zweite  Raum  ein  ahnlichea  FundamentaJsystem 
(C'j,  A',  B')  beaitzen,  Dann  entspreehen  den  Sehnen  C,  D,  E  drei  Gerade  C,  D',  E',  welehe 
ebenao  Sehnen  von  C,  aind,  und  ea  entspricbt  irgend  einera  Kegelaehnitte,  weleher  C^ 
dreimal,  A  und  B  je  einmal  trifEt,  eine  Gerade,  welehe  C,  nur  einmal  begegnet.  Die  vorge- 
legte  Autgabe  gestaltet  sich  alao  in  die  folgende  um:  «  Die  Anzahl  der  Geraden  zu  bestim- 
men,  welehe  cine  Curve  C'j  (vierter  Ordnung  und  erster  Speeiea)  und  drei  ihrer  Sehnen 
C,  D',  E' in  je  einem  Punkte  treffen».  Der  Durchschnitt  des  Hyperboloìda  (CD' E') 
init  der  Curve  C,  giebt  dann  ohne  weiteres  die  zwei  Liisungen  der  Frage. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  man  viele  andere,  die  Kegelaehnitte  und  die  unebenen 
cubischen  Curvcn  ini  Raunie  betreffenden  Aiifgaben  in  ahnlicher  Weise  vereinfachen  und 
auflòsen  kann. 

Funftes  Beispid.  —  Die  Bestandtheile  von  K  sind  eine  Curve  vierter  Ordnung  und 
zweiter  Speeies,  G^,  und  ein  Kegelschnitt  C3,  der  sich  auf  C,  in  vier  Punkten  stutzt; 
dann  wird  K'  ein  ahnlichea  System  (C,,  C;)  sein. 

Ist  eine  durch  Ca  gehende  eubische  Finche  F3  gogeben,  so  liefert  die  Transformatìon 
eine  Flàche  siebenter  Ordnung  F,  mit  dem  dreifachen  Kegélsckniite  Cj  una  der  Doppelcurve 
C\.  Diese  Flàehe  enthait  9  Gerade  und  16  (einiaehe)  Kegelaehnitte:  eine  Gerade  ist  eine 
Sehne  von  C'j;  dio  anderen  8  Geradon  sind  Sehnen  von  C'j ,  welehe  noch  C'^  treiien.  In  der 
niedrigsten  Abbildung  werden  die  ebenen  Sehnitte  durch  Curven  seehster  Ordnung  darge- 
stellt,  die  fiinf  feste  Doppelpunkte  1,2,3,4,5  und  neun  einfache  gleichfalls  feste 
Punkte  6,  7,  8, . . . ,  14  haben,  Der  dreif ache  Kegelschnitt  bildet  sich  auf  eincr  Curve 
seehster  Ordnung  1',  2^3^4^.6^.6^  7.8 ...  14  ab,  und  die  Doppeleurve  C4  auf  einer 
hyperelliptischen  Curve  neunter  Ordnung  1*.  2^3'.  4'.5^.  7^  8^..  14*. 

Legen  wir  durch  Cj  eine  Flaehe  zweiten  Grades,  so  werden  wir  eine  Fliiche  vi&rler  Ord- 
nung mit  dem  Do'ppelkegelschnUte  C'a  erhalten, 

Einer  durch  G4  geiegten  Flàche  Fj  vierter  Ordnung,  welehe  eine  von  C^  dreimai  ge- 
Bchnittene  Doppelgerade  besitzt,  entspricht  eine  Flàche  seehster  Ordnung  Fé,  loelche  C's  ein- 
fach,  C\  zweifach  enIMU  und  einen  auf  C's  gelegenen  dreifackm  Punkt  0  hai  Dieser  Flàeho 
gehSren  die  drei  von  0  ausgehenden  Sehnen  von  C,  an,  und  ausserdem  vier  andere  Ge- 
rade, welehe  C^  dreimal  schneiden.  In  der  niedrigsten  Abbildung  von  F'^  werden  die  ebe- 
nen Sehnitte  durch  Curven  siebenter  Ordnung  abgebildet,  die  neun  Doppelpunkte  und 
sieben  einfache  Punkte  gemein  haben.  Das  BUd  des  dreifachen  Punktes  0  iat  eine  Curve 
dritter  Ordnung,  welehe  die  neun  doppelten  und  drei  einfaehen  Fundamentalpunkte  ent- 
balt.  Der  Doppeleurve  C,  entsprieht  eine  hypereOiptische  Curve  vierzehnter  Ordnung, 
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weiche  viermal  diirch  jeden  doppelteii,  zweimal  durch  die  oben  erwàhiiten  drei  einfaehen, 
und  dreimal  diirch  die  iibrigeii  einfaclien  Fuiidamentalpuiiktc  geht. 

Seckstes  Beispiel.  —  Drei  Kegelsehoìtte  A,  B,  C  ma«hcn  die  Fundamentalcurve  K 
aus:  A  liat  zwei  Punkte  gemein  mit  jeder  der  beiden  andcren,  und  diesc  schneidcn  sich  nur 
in  einem  Punkte,  Die  Fundamentaleurve  itn  anderen  Raume  wird  dann  aus  einer  Raum- 
eurve  G4  vierter  Ordnung  und  zweiter  Speeies,  und  aus  zwei  sich  krenzenden  Sehnen  der- 
selben  R',  S'  zusammengesetzt,  Ist  im  ersten  Raume  eine  cubisehe  Flaehe  F^  gegeben, 
welcho  dureh  den  Kegelschnitt  C  gelit,  se  wird  ibr  eine  Flaehe  sechster  Ordnung  F'a  ent- 
sprechen,  weleke  eine  Doppelcmve  C,  una  eine  Doppelgerade  R'  hesilst.  Dìese  Flaehe  etithàlt 
10  Gerade,  von  denen  4  die  Doppeicurve  dreima!  sebneiden,  dagegen  schiiciden  die  Ubri- 
gen  C'4  zweimal  und  R'  einnial.  —  Io  der  niedrigsten  Abbildung  von  Fc  werden  die  ebe- 
nen  Schnitte  durch  Curven  sechster  Ordnung  mit  5  zweìfaehen  und  6-1-4  einfaehen  fe- 
sten  Punkten  daigestellt.  Der  Doppelgeraden  entspricht  eine  cubisehe  Curve,  weiche  die 
5  zweifaehen  und  6  einfaehen  Fundamentalpunkte  enthàlt;  und  der  Doppelcurve  d  ent- 
spricht eine  Curve  zwiilfter  Ordnung,  weiche  dureh  die  5  -f-  f>  +  4  Fundamentalpunkte 
beziiglich,  4,2,  3mal,geht,  Uebrigens  ist  diese  Flaehe  ein  besonderer  Fall  der  oben  im 
ersten  Beispieio  betraehteten  Flaehe  sechster  Ordnung,  weiche  eine  Doppelcurve  funfter 
Ordnung  vom  Gesehleehte  1  besitzt. 

Die  voriiegende  Transformatìon  fiìhrt  wieder  zu  einer  Flaehe  vierter  Ordnung  mit  ei- 
nem Doppelkegelschnitte,  wenn  man  von  einer  durch  die  Geraden  R',  S'  gelegten  Flaehe 
zweiten  Grades  ausgeht. 

Siehentes  Beispiel.  —  K  besteht  aus  vier  windschief  iiegenden  Geraden  0,  D  ,  E  ,  F 
und  aus  ihren  Transversalen  A  ,  B;  im  zweiten  Raume  werden  wir  ein  ahnlichea  System 
(C,  D',  E',  F',  A',  E')  haben,  Wendet  man  diese  Transformatìon  ani  eine  dureh 
A  ,  B  ,  C  gehende  cubisehe  Flàcbe  F,  an,  so  wird  man  me  mit  drei  dreifacken  A' ,  B' , 
C  und  drei  siceifachen  Geraden  D',  E',  F'  iehafteie  Fliiche  niehenter  Odnung  F',  ablei- 
ten.  Diese  Flaehe  enthalt  noch  9  einfaelie  Gerade,  In  der  niedrigsten  Abbildung  haben 
die  ebenen  Schnitte  zu  Bildern  Curven  vierter  Ordnung,  die  neun  einfache  teste  Punkte 
1  ,  ^,,.,,9  haben.  Den  vielfachen  Geraden  A',  B',  C ,  D',  E',  F  entsprechen  die 
Kegelsehnitte  1.2.3.4.5,  1.2,  .5. 4. 6,  6.6.7,8,9  und  die  Geraden  8,9,  9.7,  7.S, 

Achfefi  Beispiel.  —  Setzen  wir  nun  voraus,  dass  K  aus  einer  ebenen  eubisehen  Curve 
Ks  und  aus  einer  eubisehen  Raumcurve  C3  bestehe,  wobei  C3  und  K3  drei  Punkte  gemein 
haben;  dann  wird  K'  eine  mit  eioem  dreifachen  Punkte  0  behaftete  Raumcurve  K'^  sechs- 
ter Ordnung,  vom  Gesehleehte  1.  Legt  man  dureh  K^,  eine  Flaehe  F3  dritter  Ordnung,  so 
wird  der  umgeformte  Ort  eine  Flaehe  Fa  seehster  Ordnung  sein,  weiche  K's  zur  Doppelcurve 
und  0  zum  dreifachen  Punkte  hai  Diese  Flaehe  enthalt  6  sich  nieht  schneidende  Gerade, 
weiche  den  6  ausserhalb  K3  fallenden  Durchschnittspunkteo  a  voq  F3  mit  C^;  und  27  Kegel- 
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schnitte,  welehe  deii  27  Geradeii  von  F^  eiitsprecheii.  Die  ebenen  Schnitte  von  F'e  werden 
auf  F3  durch  Curven  sechster  Ordnung  dargestcllt,  welehe  von  den  die  seehs  Punkte  a  eiit- 
haltenden  Flàehea  zweiten  Grades  ausgesehnitten  werden.  Handelt  es  aich  also  darum, 
die  eubisohe  Flàelie  F3  in  die  Flache  seclister  Ordnung  F'a  iiberzufiihren,  so  kaiin  man  statt 
der  cnbischen  Transformation,  deren  Gmndcurve  aus  Kg  nnd  C^  besteht,  eine  quadrati- 
sche  Transformation  anwenden:  das  heisst,  ein  dreimal  unendliches  lineaies  System  von 
Flàclien  zweiten  Grades  als  den  Ebenen  des  anderen  Raunies  entsprecbend  annehmen. 
Alle  diese  Flàehen  gehen  durch  die  seehs  testen  Punkto  a;  folglich  ist  diese  Transforma- 
tion nur  unter  der  Bedìngung  rational  umkehrbar,  dass  man  sìe  mit  der  Gleichung  der 
Flache  verknupft,  dio  transforinìrt  werden  soU,  In  der  That  schoeiden  sìeh  je  drel  jener 
Flàehen  zweiten  Grades  noch  in  zwei  Punkten;  und  die  Flache  Fj  wird  nnr  von  einom 
derseìben  durchlaufen.  —  Die  gewohnliche  Daistellung  von  Fg  giebt  unmìttelbar  die 
niediigste  ebene  Abbildung  von  F's  ;  den  ebenen  Schnìtten  entsprechen  Curven  sechster 
Ordnung,  welehe  seehs  doppelte  und  seehs  einfaehe  feste  Punkte  haben.  Das  Bild  des 
dreifachen  Punktes  0  besteht  aus  drei  Punkten,  die  in  der  Abbildung  von  F^  den  drei 
Begegnungspunkten  von  C^  und  K3  entspreehen.  Die  Doppeleurve  K'o  wird  durch  eine 
Curve  funfzehnter  Ordnung  mit  seehs  ftìnHachen,  seehs  dreifachen  und  drei  doppelten 
Punkten  dargestellt. 

Geht  F3  durch  C3,  nicht  durch  K3,  so  wird  eine  Fldcke  F,  vierter  Ordnung  mit  dem  drei- 
fachen Punkte  0  entstehen;  den  6  auf  Fj  liegeoden  Sehnen  von  C3  und  den  6  Punkten,  in 
welchen  F3  und  K3  ausserhalb  C3  stch  treffen,  entspreehen  ].2  Gerade  von  F^,  weiche  durch 
0  gehen.  Die  niedrigste  Abbildung  faUt  hier  mit  der  Centralprojection  aus  0  zusammen. 

Bei  dieser  Transformation  entspreehen  den  windsehiefen  Flàehen,  deren  Erzeugende 
Sehnen  von  C3  sind,  die  Kege!  mit  der  Spitze  0.  Insbesondere  entsprieht  der  von  Tangenten 
von  G3  gebildeten  Flàehe  der  von  0  an  die  Flache  gelegte  Beruhrungskegel  (zweiten  Gra- 
des), welchei  der  Ort  der  die  Curve  K'^  dreimal  treffenden  Geraden  ist. 

Sei  C3  das  System  von  drei  Geraden  A ,  B ,  C ,  von  denen  die  beiden  ersten  wind- 
schief  liegen,  wShrend  beide  von  der  dritten  geschnitten  werden.  Dann  wird  K'  aus  einer 
Eaumcurve  C'j  (vierter  Ordnung  und  erster  Species)  und  zwei  ihrer  Sehnen  A' ,  E'  be- 
stehen,  welehe  einen  Punkt  0  der  Curve  gemein  haben.  Nehmen  wir  nun  eine  windschiefe 
Flache  (m  -f  w)'"  Ordnung  an,  auf  welchcr  A  eine  m-faehe,  B  eine  ji-faehe  Directrix, 
und  C  eine  einfaehe  Erzeugende  sein  moge.  Der  entspreehende  Ort  im  andern  Eaume 
wird  dann  ein  Kegel  (m  +  n—lf^'  Ordnung  mit  der  Spitze  0  sein:  dieser  Kegel  besitzt 
eine  (m  — 1)  tache  und  eine  (w  — 1)  faehe  Kante,  A',  B'.  ["] 

Geht  man  von  einer  durch  C'i  gelegten  und  mit  dem  dreifachen  Punkte  0  behafteten 
Flache  F,  vierter  Ordnung  aus,  so  fuhrt  dieselbe  Transformation  zu  einer  Flache  funfter 
Ordnung  F^,  auf  welcker  A  und  B  doppelte,  C  eine  dreifache  Oeraàe  ist,  Djese  merkwurdige 
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Flàehe  besitzt  10  Gerade,  von  denen  4  A  und  B  schneiden,  wahrend  die  iibrigcn  zu  zwei  in 
drei  dureh  C  gehenden  Ebenen  liegcn.  Die  Projection  von  F'^  aus  dem  dreifacheii  Punkte 
0  giebt  sotort  die  niedrigste  ebene  AbbOdimg  von  F^,  in  welcher  den  ebenen  Schnitten 
Curven  dritter  Ordnung  entsprechen,  die  vier  Punkte  1,  2,  3,  4  geniein  baben,  Sind  a.,  p 
die  Mittelpunkte  der  Geradenbuschel,  welche  die  ebenen  dnreh  A,  B  resp,  gehenden  Schnìtte 
darstellen,  so  ist  die  Gerade  «p  das  Bild  von  C;  den  Doppelgeraden  A,  B  entsprechen  aber 
zwei  in  1  2  3  4  sich  schneidende  Kegelsclinitte  (a),  (b).  Seien  a'  a",  p'  p"  die  Durchschnitts- 
punkte  von  (a),  (6)  mit  der  Geraden  a^;  dann  treffen  die  Bilder  der  ebenen  Schnitte 
von  Fé  den  Kegelschnitt  (a)  in  zwei  mit  p,  den  Kegelschnitt  (i)  in  zwei  mit  a  geradlinig 
liegenden  Punkte,  und  dio  Gerade  ap  in  drei  Punkte,  welche  eine  Gruppe  der  eubi- 
schen  Iiivolution  {«a' a",  pp'p")  bilden. 

Neuntes  Bmpid. — Seien  nun  die  Bestandtheile  von  Keine  cubìscheEaumcurveCB,  eine 
Gerade  Ci,  und  ein  Kegelschnitt  Cj,  welcher  C^  dreìmal  und  C,  zweimal  begegnet.  Dann 
besteht  K'  aus  einer  rationalen  Curve  C'j  fQnfter  Ordnung  mit  einem  dreifaehen  Punkte  o, 
und  aus  einer  Sehne  C'i  derselben  Curve.  Mittelst  diesor  Transformatlon  geht  eine  durch  Cj 
gelegte  Maehe  F^  zweiten  Grades  in  eine  Fiache  F'.^  funfter  Ordnung  mit  dem  drdfachen 
Puntute  0  und  der  Doppeleurve  C'iUber.Di&se  Flaehe  enthalt  ausserC'i  noch  9  Gerade,  welche 
den  drei  (nieht  auf  U^  iiegenden)  Begegnungspunkten  a  von  F^  mit  C3,  und  den  sechs  aus 
den  Punkten  «  ausgehenden  Geraden  von  Fj  entsprechen:  und  diese  10  Geraden  bOden  10 
Doppddreim  *).  Auf  F^  liegen  fiinf  Sehaaren  von  Kegelsehnitten  :  und  die  Auflòsung  der 
Gleichung  fiìnften  Grades,  welche  diese  funf  Sehaaren  giebt,  liefert  ohne  weiterea  die 
Aufl5sung  der  zwei  Gleichungen  zehnten  Grades,  von  denen  die  zehn  Geraden  und 
die  zehn  Doppeldreien  abhangen.  — ■  Den  ebenen  Schnitten  von  F'5  entsprechen  auf 
Fj  Curven  vierter  Ordnung  und  erster  Species,  so  dass  eine  quadratische  Transformation 
existirt,  welche,  mit  Hiìlfe  der  Gleichung  von  F^,  von  dieser  Flaehe  zu  F'5  ftìhrt.  —  Aus 
der  Central  projection  von  F3  und  einer  darauf  folgenden  qnadiatisehen  ebenen  Transfor- 
mation ergiebt  sich  die  niedrigste  Abbildung  von  F'^,  wobei  die  Bilder  der  ebenen  Schnitte 
Curven  dritter  Ordnung  sind,  die  dureh  vier  feste  Punkte  gehen.  Der  Doppeleurve  ent- 
sprieht  eine  hyperelliptisehe  Curve  sechster  Ordnung  mit  7  Doppelpunkten,  welche  mit 
den  4  Fundamentalpunkten  und  3  anderen,  das  BDd  des  dreifaehen  Punktes  0  ausmar 
cbenden,  Punkten  zusammenìallen, 

Durch  die  umgekehrte  Transformation  fuhrt  eine  den  Punkt  0  und  die  Gerade  C,  enthal- 
tende  eubische  Flaehe  F's  zu  einer  Fiache  sechstef  Ordnung  F^,  welche  eine  doppelte  Raum- 
curve  dritter  Ordnung  C3  und  eine  diese  nieht  sehneidende  Doppelgerade  C,  iesilzt.  Dieae 


•)  Mathem.  Annalen,  3.  Band,  8.  75,  Anmerkimg. 
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Ftache  enthalt  10  Gerade,  welclie  deii  Punkten  entspreeheii,  in  welchem  F'a  und  C'^  sicli 
ausserhalb  o  und  C,  noeh  treffen;  12  Kegelschnitte,  welehe  den  10  von  C,  geschnittenen 
Geraden  von  F'3,  dem  in  der  Ebene  oC,  liegendeii  Kegelschnitte  von  F3  und  dcm  Punkte  0 
entspreclien  ;  32  eubische  Raumcurven,  welehe  den  16  von  C',  nicht  getroffenen  Geraden 
von  F'3  und  den  16  durch  0  gehenden  und  von  C,  geschnittenen  Kegelschnitten  von  F'j 
entspreclien;  u.  s.  w.  —  Man  biJde  F'3  auf  einor  Ebene  so  ab,  dass  die  Gerade  C'i  durch  den 
Kegelschnitt  1. 2, 3. 4. 5  dargostellt  werde  ;  sei  0  der  seehste  Fundamentalpunkt  dieser  Ah- 
biidung;6das  Bild  des  Punkteso(von  F'3);  und7, 8, ...,  16die  Bilder  der  Begegnungs- 
punkte  von  F,  und  C'5.  Dann  haben  wir  die  oìedrigste  Abbildung  von  Fs:  die  ebenen 
Schnitte  werden  durch  Curven  siebenter  Ordnung  0^  r.2^...  6^7. 8...  16;  die  Doppel- 
gerade  durch  eìne  hypereUiptiache  Curve  seehster  Ordnung  0'.  1^  2^...  6^.  7. 8  ...  16;  und 
die  eubische  Doppeleurve  durch  cine  ebenfalls  hyperelliptisehe  Curve  eilfter  Ordnung 
0^^.2^..6^7^8^..16^  dargestellt  *). 


Es  sehien  mir  nicht  tiberflussig,  eìne  grosscre  Anzahl  von  Beispieieii  anzuiuhren,  uni  die 
Ntìtziiehkeit  dieses  Verfahrens  mCgliebst  gut  zu  beweiscn;  denn  es  sind  nicht  nur  alle 
sehon  von  Herrn  Clebsch  und  Wother  untersuchten  Fìaehen,  sondem  auch  manche  an- 
dere  auf  die  leiehteate  Wcise  entstanden  **).  Die  oben  angewandten  Transformationen  sind 
solcher  Art,  dass  ihnen  umgekerte  Transformationen  gleicher  Ordnung  entspreehen  ;  cs 
giebt  aber  nooh  andere,  welehe  bei  der  Doikehrung  ihre  Ordnung  àndem.  Z.  B.  giebt  es 
(unter  anderen)  drei  eubische  Transformationen,  denen  Transformationen  vierten,  funften, 
seehsten  Grades  beziigìich  entspreehen  ***)  Die  Flaehen  dritter  Ordnung  des  ersten  Rau- 
mes,  welehe  auf  den  Ebenen  des  zweiten  sieh  abbilden,  haben  bei  der  ersten  Transfor- 
mation  eine  Curve  funfter  Ordnung  (vom  Geschlechte  1)  und  einen  Punkt;  bei  dei  zweiten 
eine  eubische  Raumeurve,  eìne  dìese  nicht  schneìdende  Gerade  und  zweì  Punkte  ;  bei 
der  dritten  einen  Doppelpunkt,  drei  eìnfache  Punkte  und  einen  ebenen  Schnìtt  gemeìn. 

Es  lìegt  keine  Sehwierigkeit  vor.wenn  man  Transformationen  hBherer  Ordnung  be- 
traehten  wìll,  raogen  sie  aus  Verbindungen  und  "Wiederholungen  der  bekannten  quadra- 
tìschen  und  cubisehen  Transformationen,  oder  vielmehr  aus  direeten  Forschungetì  her- 
vorgehen.  Ich  werde  hìer  nur  wenìge  Beispiele  noch  angeben. 


•)  Math.  Annalen,  Bd.  3,  8.  203. 
**)  S.  uberdiess  die  netie  Abhandliiug  vffliH.  Nììther,  welehe  gsnau  gleichzeitig (Math.  An- 
nalen, Bd.  3,  p.  647)  ersohien,  wie  diese  Mittheilung  in  den  Gott.  Naehrichten  vom  3.  Mai  und 
meine  etste  Note  [Queste  Opere,  n.  91]  in  den  Rendiconti  de-ll'  Istituto    Lombardo   vom  4. 
dessplben  Monats. 

***)  Die  beiden  erstern  eind  in  der  ohen  citirten  Abhandlung  von  H.  Catiet  berulurt. 
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Es  giebt  eine  Transf  ormation  zwdten  Grades,  deren  Umbehrung  zuni  vierten  Grade  ftlhrt. 
Den  Ebenen  des  eraten  Raumes  eiitspredheii  Flàcheo  zweiteii  Grades,  welehe  vier  feste 
Punkte  und  in  einem  dcrselbeo  eine  feste  Beriihrungsebene  haben.  Den  Ebenen  des  zweiten 
Eaumes  entspreehen  Steiner'  sche  Fiachen,  welehe  die  drei  Doppelgeraden  nnd  noch 
einen  Kegelsehnitt  gemein  haben,  Geht  man  von  einer  belìebig  ini  ersten  Ranine  lie- 
genden  Màche  zweitcr  Ordnung  aus,  so  erhalt  man  eine  mit  drei  konisch&n  und  einem 
unìplanaren  Punkte  léhaftete  Flache  vierter  Ordnung,  welehe  vier  im  letzten  Punkte  sich 
lo'euzende  und  auf  einer  Efaene  liegende  Gerade  besitzt.  Es  ist  dies  vielleieht  das  erate 
Beispiel  einer  auf  einer  Ebene  abbOdbaren  Plàche  vierter  Ordnung,  welehe  weder  eine 
doppelte  Linie  noch  einen  dreifaehen  Punkt  hai. 

"Wenn  man  die  ini  vierten  Beispiele  betrachtete  Transformation  zweimal  ausfùhrt,  so 
entsteht  eine  'IVansformation  fiinften  Grades,  wobeì  den  Ebenen  jedes  Kaumes  Fiachen 
fùnfter  Ordnung  entspreehen,  wolche  eine  feste  Doppeleurve  vierter  Ordnung  und  erster 
Speeies  besitzen  und  dureh  vier  feste  Sehnen  dieser  Curve  gehen.  Mittelst  dieser  Transfor- 
mation bewirkt  man  den  Uebergang  von  einer  Flàehe  dritter  Ordnung  zu  einer  Flikke  sie- 
benter  Ordnung  mit  einer  dreifaehen  Curve  vierter  Ordnung  und  erster  Speàes.  Die  niedrigste 
ebene  Abbildung  dieser  Flàche  ist  so  besehaffen,  dass  den  ebenen  Si^hnitten  Curven  fìinfter 
Ordnung  mit  einem  dreifaehen  (0)  und  neun  einfaehen  f eaten  Punkten  1,  2, . . , ,  9,  und  der 
dreifaehen  Curve  eine  Curve  neunter  Ordnung  0^.  V.  2', . .  9'  entspricht  Die  Punkte  dieser 
Curve  bilden  solche  Tripel,  dass,  wenn  eine  von  0  ausgehende  Gerade  die  Curve  in  vier 
Punkten  sehneidet,  die  vier  Paare  von  zugehorigen  Punkten  mit  1,  2, . . , ,  9  zusammen  auf 
einer  Curve  vierter  Ordnung  lìegen,  welehe  in  0  einen  Doppelpunkt  hat. 

Es  giebt  eine  Transformation  vierten  Grades,  "bei  welcher  den  Ebenen  eines  Raumos 
Fiachen  vierter  Ordnung  entspreehen,  welehe  einen  doppelten  Kegelsehnitt,  eine  Curve 
vierter  Ordnung  und  zweiter  Speeies  und  einen  Punkt  gemein  haben.  Die  umgekehrte 
Transformation  ist  wieder  vierten  Grades. 

Bei  einer  anderen  Transformation  vierten  Grades  entspreehen  den  Ebenen  des  ersten 
Raumes  Flaehen  vierter  Ordnung,  weiehe  einen  gemeinsamen  Doppelkegelsehnitt  haben 
und  durch  eine  feste  Curve  ìflnfter  Ordnung  (vom  Gesehleehte  1)  gehen.  Die  umgekehrte 
Transformation  ist  nur  dritten  Grades. 

Es  giebt  eine  Transformation  w'"  Ordnung,  bei  welcher  den  Ebenen  eines  Raumes  Fia- 
chen ti'«f  Ordnung  entspreehen,  welehe  eine  {n  —  2)  fache  Gerade  und  eine  Curve  (3  n  —  if'' 
Ordnung  {vom  Geschìechte  3  n  —  7)  gemein  haben.  Diese  Curve  trifft  die  vielfaehe  Gerade 
in  3n  —  7  Punkten.  Die  umgekehrte  Transformation  ist  wieder  w^°  Grades. 


Schliesslich  konnen  wir  aussagen:  sohald  die  ebene  Abbildung  einer  Fliiche  volkogen  ist, 
ist  man  im  Stande,  alle  die  Trasfùrmationen  ansugeben,  bei  welchen  den  Ebenen  eines  Raumes 
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Flàchen  entspreehen,  die  derselben  Art  sind,  wie  die  gegebene,  undwelcke  diesétben  vielfacken 
Linien  una  PunUe  hesitsen.  [^"] 

Sei  namlich  f  die  Fiache,  doren  ebene  Abbiiduiig  II  gegeben  ist,  Dann  wird  y  von  alien, 
dieselben  yielfachen  Linien  imd  Puokte  besitzenden  Flaelien  <pi,  (pj  ,...  (derselben  Ord- 
nung  n)  ausserdem  in  Curven  geschnitten,  deren  Bilder  aaì  Q  ein  gewisscs  System  li 
ausmachen.  Nehinen  wir  nun  auf  [I  ein  ìiomaloìdisches  Netz  von  rationalen  Curven  K  an, 
deren  jede,  zusamnien  mit  einem  nnverànderlichen  Orte  L  (einem  Complexe  von  meli- 
reren  auch  vielfach  zu  rechnenden  Curven),  zu  einei'  Curve  des  Systems  -  erganzen  moge. 
Drei  nioht  zu  eitiem  und  demselben  Btìschei  gehòrende  Curven  Ki,  Kj,  Ka  des  Netzes 
bestimmen  drei  Busche]  von  Fìachen  f  -\-  a,fi,  f  +  a^f.^,  f  +  «3^3,  welcbe  ein  homaìòi- 
disches  System  von  Flàchen 

(1)  af  +  a.tpi  +  cL^f,  +  «s®,  =  0 

iiefem.  Dann  kSnnen  wir  die  Flàchen  dieses  Systems  aJs  den  Ebenen  einea  anderen  Raumes 
entsprechend  annehnien,  sodass  eìne  eindeutige  Transformation  w*™  Orades  entstehen  wird. 
Die  Ordnung  der  Kaumeurven,  welehe  den  Curven  K  der  Abbildung  II  entspreehen,  stimmt 
mit  dem  Grade  der  umgekehrten  Transformation,  das  heisst  mit  der  Ordnung  der  das 
homaloìdische  System  im  zweiten  Raume 

(2)  P't+P.ti  +  P.'h+li.fc-O 

ausmachenden  Flaehen  ^^  uberein. 

Die  Jacobi  '  sehe  Curve  des  Netzes  K  besteht  *)  aus  mehreren  Linien  k;  und  die  diesen 
Linien  entsprechenden  Raumcurven,  zusammen  mit  den  (vielfach  zu  rechnenden)  dem 
ganzen  Systeme  (1)  gemeinsamen  Curven,  erganzen  sich  zum  vollen  Durchschnitto  der 
gegebenen  Fiache  v  mit  der  Jacob:  '  schen  Flaehe  des  Systems  (1).  [^  ']  Anders  gesagt:  dio  le 
sind  die  Bilder  der  Kaumeurven  (des  orsten  Raumes),  welehe  den  Puiibten  entspreehen, 
wo  die  Fundamentalcurven  des  zweiten  Raumes  (d.  h.  die  den  Flàchen  <^  gemeinsamen 
Curven)  von  der  der  gegebenen  Flàehe  'f  entsprechenden  Ebene  geschnitten  werden,  Haben 
also  die  Flàchen  (1)  eine  einfache,  eine  zweifache, , , ,  eine  r-fache  Curve  gemein,  so  wird 
diese  1.3,2.7;...,  r(ir^l)  mal  **)  im  Durchschnitte  der  gegebenen  Flàehe  rp  mit  der 
Jacobi 'schen  Flàehe  des  Systems  (1)  enthalten  sein;  der  ìernere  Schnitt  dieaer  Flàchen 
aber  wird  ausschliesslich  durch  die  Curven  k  dargesteUt,  aus  deoen  die  Jacobi  '  sche  Curve 
des  Netzes  K  besteht  (mit  Eiicksicht  auf  die  von  den  Fundamentalpunkten  von  E  darge- 


*)  Sitile  Irasforma^oni  geometriche  delle  figure  piane  (Mem.  Accad.  Bologna,  18BB,  serie  2, 
t.  6)  [Queste  Opere,  n.  62  (t.  2.")]. 

**)  Max  Nòthee  in  dm  Math.  Annalen,  Bd.  2,  S.  293. 
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stelltcn  Linien  voti  y).  Wenn  (in  der  gRgebenen  Flàehe  -f)  l,  Geraden,  l^  Kegelsohnitte,  t, 
{rationale)  Ciirven  dritter  Ordnung  u.  s.  w.  deii  Linien  k  der  Abbildung  II  entsprechen, 
werden  die  Flachcn  $  des  zweiten  Raumes  cine  einfache  Curve  /i'"  Ordnung,  eine  zwei- 
fache  Curve  Ij'"  Ordnung,  eine  dreifaehe  Curve  //"  Ordnung,  u.  a.  w.  haben.  Und  die 
Betrachtung  der  Verhaltniase  der  gegebenen  AbbOdung  II,  des  Netzea  K  und  des  Ortea 
L  mit  don  ihnen  entsprechenden  Rauraobjecten,  wird  uns  obne  wesentliehe  Schwierig- 
beiten  zur  Entdeckung  der  inneren  EigenschaEten  des  Systems  (2)  fìihren;  womit  man 
aber  auch  im  Stande  sein  wird,  die  umgekehrte  Transformation  als  voUstandig  erkiàrt 


Jedes  Netz  von  Curven,  wie  K,  liefert  eine  rationale  Transformation  der  bier  in 
Betraeht  kommenden  Art.  Nan  erlaube  icb  mir  noeh  ein  Beispiel  anzufuhren,  um  die 
Fertigkeit  und  die  Fruchtbarkeit  der  bier  vorgescblagenen  Methode  einleuchtend  zu 
macben  *). 

Sei  (p  eine  Flàche  dritter  Ordnung:  und  1,  2,  3,  4,  5,  6  die  Fundamentalpunkte 
ihrer  ebenen  Abbildung  II,  Als  Curven  K  nehme  icb  die  durch  1,  o,,  o^  **)  beschriebenen 
Kegelaehnitte  ao,  so  daas  L  eine  Curve  siebenter  Ordnung  1'.  2*.  3",  4',  5^6"  sein  wird. 
Diese  Curve  zerfallt  in  einen  Kegelschnitt  2.  3.  4.  5.  6  und  eine  Curve  ìunfter  Ordnung 
1^2^3■.4^.  5*.  6^;  und  die  entsprechenden  Raumlinien  stnd  ebie  Gerade  Rund  eine  cubi- 
sche  unebene  Curve  C3,  die  keinen  Punkt  gemein  haben.  Die  Flàchen  dea  Syatema  (1)  sind 
also  dritter  Ordnung  und  enthalten  R ,  C^  und  zwei  gegebene  Punkte  0, ,  0;,  ;  und  je  zwei 
von  denselben  aehneiden  einander  in  einer  Curve  funfter  Ordnung  (p  ^^  0),  die  durch  0,, 
Oj  geht  und  R  viermal,  Cj  achtmal  trifft.  Soìche  Curven  funfter  Ordnung  entaprechen 
den  Geraden  des  anderen  Raumes;  ìolglìeh  sind  die  den  Punkten  0, ,  0;  und  den  Li- 
nien R,  C3  entapreehenden  TheUe  der  Jacob:  '  schen  Flàehe  dea  Systems  (2),  Flàchen  resp. 
erster,  erster,  vierter,  achter  Ordnung.  —  Die  .Tacobi  '  sche  Flàehe  des  Systema  (1)  bege- 
gnet  f  lànga  den  dreimal  zu  zilblenden  R ,  C  ;  langs  einer  von  der  Geraden  0,0.,  darge- 
stellten  cubisehen  Raumcurve;  làngs  zwei  von  loi,  los  dargeatellten  Kegelaehnìtten 
und  làngs  funf  von  den  Punkten  2,  3,  4,  5,  6  dargeatellten  Geraden,  Demnach  besitzt 
daa  zweite  System  die  foigenden  Fundamentaleiirven:  1,  eine  dreifaehe  Gerade  A,  die 
dem  Orte  der  cubisehen  Raumeurven  entaprieht,  welche  dureh  Oi ,  Oj  gehen,  Rzweimal 
und  Cj  fuiifmal  aehneiden  (dieaer  Ort  iat  daa  Hyperboloìd  0,  Oj  C3);  2,  eine  doppelte  Ge- 
rade Bi,  die  der  Ebene  O.R  entsprieht,  als  dem  Orte  der    Kegelaehnitte,  die  durch  Oi 


*)  Audere  Beispiele  sind  in  don  Eendiconti  del  R,  Istituto  I/ombardo  (4.  maggio  und  1, 
giugno  1871)  zu  sehen  (Queste  Opere,  n.  91,  92), 

*•)  Oi.Oj  sind  zwei  boliebige,  aber  von  don  Fundamentalpunkten  vera'ohiodonc  Punkt«  dei 
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gelien,  K  zweimaJ  und  C3  dreimal  begegnen;  3.  eine  andere  Doppelgerade  B^,  die  ana!o- 
gerweise  der  Ebene  OjR  entsprieht;  4.  eine  einfaehe  Curve  Cr,  fttnfter  Ordnung  (j)  —  0), 
welehe  dem  Orte  der  Geraden  entsprieht,  die  C3  zweimal  und  R  einmal  schneiden:  dìeser 
Ort  ist  die  Fiache  vierten  Grades  RCg. 

Die  Geraden  A ,  B,  baben  einen  Punkt  gemein,  weU  das  Hyperboloìd  O^OA  und 
die  Ebene  OiR  langs  einem  Kegolsehnitte  sich  schneiden;  und  so  treffen  sich  aueh  A. , 
B2  ;  B|  und  Bj  aber  liegen  sehief  gegen  einander.  —  A  und  C5  haben  zwei  Punkte  gemein, 
wegen  der  zwei  dea  Orten  O^OiC^,  RC|  gemeinsamen  Geraden;  und  da  die  Ebene  03 
drei  Sehnen  von  Cg  enthàlt,  so  stutzt  sich  Bj  auf  C5  in  drei  Punkten;  und  àhnlicherweise 
B,  auf  a. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Flàehen  t|)  des  Systems  (2)  Flaehen  funfter  Ordnung  sind,  wel- 
ehe die  dreifache  Gerade  A,  die  Doppelgeraden  Bi,  B3  und  die  einfaehe  rationale  Curve 
Cj  gemein  haben;  und  dass  den  Geraden  des  ersten  Kaumes  cubische  Raumeurven  ent- 
spreehen,  welehe  A ,  B, ,  B^,  C5  resp.  2,  1,  1,  4ma]  schneiden  (denn  diese  Zahlen  sind 
die  Grade  der  Orte  O1O2C3,  OjR,  03,  RC|,  welehe  die  JACOBi'sehe  Flaehe  des  Sy- 
stems (!)  ausmachen).  Somit  ist  das  System  (2)  gànzlieh  bestimmt. 

Die  JACOBi'sehe  Fiache  dieses  Systems  enthalt  dìeìolgenden  Orte:  1.  die  (zweimal 
zu  reehnenden)  Ebenen  ABi ,  AB^;  2.  die  Fiache  vierten  Grades  A^B^BaCs,  welehe 
von  den  auf  Bi ,  B^,  Cs  sich  stiìtzenden  Geraden  ausgeìiillt  ist;  3.  die  Fiache  achten 
Grades  A^  Bf  B^  C^,  welehe  aus  den  von  A  gesehnittenen  Sehnen  von  C5  gebiìdet  ist. 

Nun  entsprechon  offenbar: 

den  von  A  gesehnittenen  Geraden  die  Kegelschnitte,  welehe  E  2mal,  C3  3mal  trefien; 

den  von  B,  (Bs)  gesehnittenen  Geraden  die  cubisehen  Raumeurven,  welehe  dureh  Oj 
(0|)  gehen  und  R  2mal,  C3  5mal  treffen; 

den  von  B,  und  B^  gesehnittenen  Geraden  die  Sehnen  von  C^; 

den  von  C5  einmal  gesehnittenen  Geraden  die  Raumeurven  vierter  Ordnung  und  zwei- 
ter  Speeies,  welehe  dureh  0, ,  Oa  gehen  und  R  Smal,  C3  6mal  treffen  ; 

den  zweipuhktigen  Sehnen  von  C5  die  eubischen  Raumeurven,  welehe  dureh  Oi ,  O5 
gehen  und  R  2mal,  C3  4mal  treffen; 

den  dreipunktigen  Sehnen  von  C5  die  Kegelschnitte,  welehe  dureh  Oi ,  0^  gehen  und 
R  einmal,  C3  2mal  treffen; 

der  einzigen  vierpunktigen  Sehne  von  C5  die  Gerade  OlO^; 

den  A  und  C5  schneidenden  Geraden  die  Geraden,  welehe  R  und  C^,  treffen  ; 

den  B|(E2)  und  C5  schneidenden  Geraden  die  Kegelschnitte,  welehe  dureh  0^  (0,) 
gehen  und  R  einmal,  C3  3mal  treffen; 

den  von  Bi  (Ss)  gesehnittenen  zweipunktigen  Sehnen  von  C=,  die  Erzeugenden  des  eu- 
bischen Kegels  OA  (dCa); 
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den  durch  Oi(0()  gehendeii  Geraden  die  Kegelschiiitte,  welehe  C^  4mal,  Bi  und  B, 

einmal  treffen; 
den  Ebenen  diireh  A  die  Ebeiien  durch  E; 

den  Ebenen  durch  B,  (BJ  die  Fiachen  zweiten  Grades  durch  0^  C3  (Oi  C,,); 
den  Flàehen  zweiten  Grades  durch  A  B,  B^  die  Plachen  zweiten  Grades  durch  C^  ; 
den  Ebenen  durch  0,(0,)  die  FlSchen  vìerter  Ordnung  A-B.B^C^CA-B^BjCs); 
den  Ebenen  durch  die  Gerade  OiOa  die  eubischen  Flachen  durch  A  B,  B^  C^;  ».  s.  w. 
Einer  Flache  F3  dritter  Ordnung,  welehe  durch  C5  geht,  entspricht  eine  Flache  F^ 
fiinfter  Ordnung,  auf  welcher  R  eine  Doppelgerade,  G^  eine  einfache  Curve,  Oi  und  Oj 
dreifache  Punkte  sind.  Somit  hat  man  eine  neue  Classe  von  abbildbaren  Flachen  ìlinfter 
Ordnung.  Die  gewòhnliehe  AbbUdung  von  F3  gìebt  die  nìedrigste  Darstellung  von  F5;  wo- 
rìn  den  ebenen  Sehnitten  Curven  siebenter  Ordnung  entspreehen,  welehe  einen  droifa«hen 
(a,),  sieben  doppelte  (1,  2,3,4,5,  a^,  %)  und  sieben  einfache  {0,bn,it2,ii3,ii\,hs,h3) 
feste  Punkte  besitzen,  Dann  entspreehen  noeh: 

den  dreifachen  Punkten  Oi ,  Oj  zwei  Curven  dritter  Ordnung,  deren  eine  die  Punltte 
0,  1,  2,  3,  4,  5,  a„  %,  «3,  S„,  b,^,  6,3,  die  andere  die  Punkte  0,  1,  2,  3,  4,  5,  a,,  «j, 
«3.  Sii,  Ja,  Sj3  enthalt; 
der  Doppelgeraden  K  eine  Curve  vierter  Ordnung  1,  2,  3,  4,  5,  a,,  a.;,  a-i,  b„,  6|t,  b,x, 

h„  K,  K; 
den  ebenen  Sehnitten  dureh  R  die  Curven  dritter  Ordnung  des  Biischels  0, 1.  2.  3.  4.  5. 

a,.  «3.  «a; 
den  ferneren  Sehnitten  von  P^  durch  die  Flachen  zweiter  Ordnung  O^Ci  die  Curven 

dritter  Ordnung  des  Busehela  0.  1,  2,  3,  4.  5.  b^.  b,^.  b,s; 
den  ferneren  Sehnitten  von  F^  durch  die  Flachen  zweiter  Ordnung  dCg  die  Curven 

dritter  Ordnung  des  Buschels  0.  1.  2.  3.  4.  5.  b,,.  &,;.  b^^; 
den  ebenen  Sehnitten  dureh  0,0;  die  Geraden  durch  d,;  u.  s.  w. 

Hìeraus  erkennt  man  noeh  die  besondere  Lage  der  Fundamentalpunkte  der  Ab- 
bildung. 

Unter  die  Transformationen  dritten  Grades,  welehe  umgekehrte  IVansformationen 
funften  Grades  zulassen,  giebt  es  noeh  eine,  die  mit  der  oben  erOrterten  eine  gewìsse 
Analogie  datbietet.  Die  -[)  sind  noeh  Flachen  ftìnfter  Ordnung,  welehe  eine  dreifache  Ge- 
rade A  und  zwei  Doppelgerade  B, ,  Bj  besitzen;  die  einlaehe  Fundamentalcurve  C5  aber 
ist  nich  mehr  rational;  sic  gehort  zum  Gesehleehte  p^l  und  triiìt  A  in  drei,  B,  und  B, 
in  zwei  Punkten,  Im  eraten  Raume  sind  die  tp  Flachen  dritter  Ordnung,  welehe  einen 
doppelten  (konisehen)  und  zwei  einfache  feste  Punkte  haben  und  ausserdem  langs  einer 
(durch  die  Eesten  Punkte  gehenden)  Raumeurve  vierter  Ordnung  und  erster  Species  sich 
schneiden. 
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Ich  schiiesse  diese  MittheOung;  Jeder  wird  aber  die  unzahlbaren  Anwendungen 
leieht  vorhersehcn,  welche  mati  von  dieser  «ucrsehopfliehen  Quelle  voo  Transformatio- 
nen  aiif  die  Raumgeometrie  und  insbesondere  auf  die  Untersucliung  und  AbbUdung 
:  Flàchen  machen  kann. 


Maìlaiid,  den  1.  Jiini  1871. 
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SULLA 

TRASFORMAZIONE  RAZIONALE  DI  2."  GRADO  NELLO  SPAZIO, 

LA  CUI  INVERSA  È  DI  4."  GRADO.    [^'] 


Sono  note  le  trasformazioni  di  2."  grado,  nello  spazio  a  tre  dimensioni,  le  cui  inverse 
sono  de!  2°  o  del  3."  grado.  La  prima  è  da  tempo  divulgati-^frima,  e  coincide  in  sostanza 
eoWmversione  o  metodo  de'  raggi  vettori  reciproci.  La  seconda,  che  ha  offerto  il  primo 
esempio  di  una  trasformazione  di  grado  diverso  da  quello  della  sua  mveisa,  è  stata  trovata 
dal  sig.  Cayley  *).  Al  contrario  credo  assolutamente  nuova  la  trasformazione,  che  intendo 
considerare  in  questa  Nota:  trasformazione  che  è  di  2.»  grado,  mentre  ia  sua  inversa  è 
del  4.» 

Tutte  le  trasformazioni,  alle  quali  qui  si  allude,  sono  quelle  che  servono  a  riferire  i  punti 
d'uno  spazio,  ad  uno  ad  uno,  ai  punti  di  uno  altro  spazio;  vale  a  dire,  quelle  che  trasfor- 
mano un  sistema  di  coordinate  indipendenti  Xi-.x^-.x^ix^  in  un  altro  sistema  analogo 
yi-y-i'yi-y^,  così  che  da  quelle  a  queste  e  da  queste  a  quelle  si  passi  per  mezzo  di  for- 
mole  razionali  **).  La  trasformazione  che  effettua  il  passaggio  da  uno  spazio  ad  un  altro, 
dicesi  del  grado  n,  se  ai  piani  del  primo  spazio  corrispondono  nel  secondo  superfi- 
cie d'ordine  n.  Queste  superficie  sono  rasionali  od  otnaloidi,  cioè  rappresentahDi  punto 


*)  On  the  rational  trasformation  between  tino  spaces  (Prooeeiimgs  of  the  London  Mathe- 
matica! SoMety,  1870,  t.  3,  p.  171). 

**)  Cremona,  Sulle  trasformazioni  rasionalì  nello  spazio  (Eendie.  Istit,  Lomb,  i  maggio 
1871)  [Queste  Opere,  n.  91].  —  Noether,  Ueber  die  eindeutigen  Eaumtransformatìonen,  ete. 
(Mathem..  Annalen,  t.  3,  p.  647).  Questi  due  lavori  sono  venuti  alla  luce  contemporaneamente.  — 
Per  l'analoga  quiatione  rispetto  alle  figure  piane,  vedi  le  Memorie  dell'Accademia  dì  Bologna, 
2.»  serie,  t.  2  (1863)  e  t.  5  (1865),  ovvero  il  Giornale  di  Matematiche  di  Napoli,  t.  1  e  3 
[Queste  Opere,  n.  40,  62  (t.  2,^)],  ed  inoltre  la  citata  Memoria  del  sig.  Catijit. 
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per  punto  sopra  un  piano,  e  ftirmano  necessaiiamente  un  sistema  ch'io  chiamo  omaim 
dico,  CIOÈ  un  'Sistema  hneare  triplamente  mfìnito  e  tale  che  tre  bupeifieie  prese  ad  arbitrio 
da  esso  si  seghino  m  un  solo  punto  non  comune  a  tutte  le  superficie  del  sistema  mede- 
simo Allora  ai  piani  del  secondo  spazio  corrisponderanno  analogamente  superficie  d'oi- 
dine  ni,  foimanti  un  altro  sistema  omaloidico  dove  m  e  d  giado  della  trasformazione  in- 
versa È  evidente  che  ciascuno  de'  numeri  m,  n  non  può  superare  il  quadiato  dell'altro, 
ond'e  che  l'inversa  di  una  tiaafoimazione  di  2  o  grado  non  può  essere  che  di  2  "  -5  "  o  4  ' 
grado. 

Un  sistema  omaioidico  di  2."  grado  è  formato  da  superficie  che  hanno  in  comune: 

1)  una  conica  ed  un  punto;  ovvero 

2)  una  retta  e  tre  punti:  ovvero 

3)  quattro  punti  e  il  piano  tangente  in  uno  dì  questi. 

Siano  esse  le  superficie  del  2°  spazio  che  corrispondono  ai  piani  del  1.°.  Se  ha  luogo  il 
caso  1),  la  trasformazione  inversa  è  di  2."  grado  e  il  sistema  omaioidico  nel  1,"  spazio  è 
pur  esso  formato  da  superficie  aventi  in  comune  una  conica  ed  un  punto.  In  questo  caso 
si  può  riguardare  come  compreso  quello  nel  quale  le  superficie  di  2."  grado  del  sistema 
abbiano  una  conica  comune  e  si  tocchino  in  un  punto  di  questa  *). 

Se  ha  luogo  il  caso  2),  la  trasformazione  inversa  è  di  3°  grado,  e  il  sistema  omaioidico 
nel  1.0  spazio  è  formato  da  superficie  gobbe  aventi  in  comune  la  retta  doppia  e  tre  gene- 
ratrici. 

Nel  caso  3),  la  trasformazione  inversa  è  di  4."  grado,  e  il  sistema  omaioidico  nel  1," 
spazio  è  costituito  da  superficie  di  Steiner,  che  hanno  in  comune  le  tre  rette  doppie  od 
una  conica.  Questa  è  appunto  la  trasformazione  della  quale  si  vuol  qui  tener  discorso. 

Considero  adunque  due  spazi,  i  cui  punti  si  corrispondano  ad  uno  ad  uno  (eccezion 
fatta  dì  alcuni  punti  e  dì  alcune  curve  singolari),  in  modo  che  ai  piani  d'uno  spazio  corri- 
spondano neU'  altro  superficie  di  2.°  grado  circoscrìtte  ad  un  tetraedro  fisso  OOiOaOa 
e  toccate  nel  vertice  0  da  un  piano  fisso.  Che  tale  corrispondenza  sìa  possibile,  ri- 
sulta dal  considerare  che  le  superficie  cosi  definite  formano  effettivamente  un  sistema 
omaioidico:  infatti  tre  punti  presi  arbitrariamente  nello  spazio  determinano  una  (ed  una 
sola)  superficie  del  sistema,  e  tre  superficie  prese  arbitrariamente  nel  sistema  si  segano, 
all'infuori  dei  vertici  del  tetraedro,  in  un  punto  unico. 

Riferendo  i  punti  del  2."  spazio  al  tetraedro  dato,  i  cui  piani  OO2O3,  OOgO,,  OOiOj, 
0|OaOj  abbiamo  per  equazioni  ordinatamente 


*)  Ckemona,  Sulla  superfìcie  die."  ordine  dolala  di  umi  conica  doppia  (Reudic.  Istit.  Loiuh. 
j  23  Marzo  1871)  [Questo  Opere,  n.  88,  89]. 
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l'equazione  generale  delle  superficie  del  sist 


il  piano  tangente  fisso  e  le  «  quattro  parametri  arbitrari.  Facendo  adunque  corrispondere 
la  superficie  (1)  al  piano 

(3)  a,y,  +  a^y^  +  a^y»  +  a,y^  =  0 

del  primo  spazio,  avremo  frale  coordinate  x^x^x^x^ ,  J/jJ/jJ/gj/^  di  due  punti  corrispondenti 
le  relazioni 

Vi  ^^  ^Xi, 

(4)  yz  ^  «i9^, 

y^  =  x^{xi-irX^-^  Xs  \ 

dove  il  segno  ^  indica  propomondiià.  In  particolare,  ai  piani 

passanti  pel  punto  ?/,  =  j/^^  j/3  =  0,  che  diremo  Q,  corrispondono  i  coni 

(5)  a^x^x^  -j~  a^x^x,  -f  a^x^Xi  =  0 

circoscritti  al  triedro  i  cui  spigoli  sono  le  rette  OOi,  OOs,  OO3. 

Di  qui  segue  che  ad  una  retta  arbitraria  nello  spazio  (y)  em-risponàe  nello  spazio  (x)  una 
curva  gobba  E  di  A°  ordine,  passante  pei  punti  0,,  Oj,  O3,  ed  avente  un  punto  doppio 
in  0  colle  tangenti  situate  nel  piano  fisso  x^-\-  X2  +  x^^=  0.  Se  quella  retta  passa  pel 
punto  Q,  la  curva  gobba  si  spezza  in  quattro  rette  concorrenti  in  0,  tie  delle  quali  sono  gli 
spigoli  00,,  OOi,  OO3  del  triedro  suaccennato.  Dunque  al  solo  punto  Q  corrisponde 
la  terna  deUe  rette  00,,  OOj,  OO3,  e  ad  una  retta  uscente  da  Q  coinsponde  una  ietta 
uscente  da  0, 

Dalle  (4)  si  cavano  le  forme  inverse: 

a^i  =  (ym  +  y^y^  +  y^y-^  mi/^, 

(6)  %  =  (y^ìfs  +  y^yi  +  y^y^)  y,y,, 
^  =  {y%yz  +  ?/3«/i  +  y^Vt)  y,yt, 

x^^yiy^y^y^, 
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le  quali  significano  che  ad  un  piano  qualsivoglia 

6, a:,  +  biXi  +  Sa^s  +  b,Xi  =  0 
dello  spazio  {x)  corrisponde  una  superfìcie  (di  Steiner)  di  4."  ordine  e  3.»  elasse 

(7)  {bxy^y-i  +  Ky^y^  +  hy^y-i)  {ym  +  y^y^  +  y^yù  +  hy^y^y^y,  =  O; 

e  tutte  le  superficie  analoghe  hanno  le  stesse  rette  doppie  yi  =  )/a;=0,  ^s^J/i^O, 
y^  =  j/j  :=  0  {il  cui  punto  comune  è  Q),  ed  inoltre  passano  per  una  conica  fissa 

(8)  2/4 -=0,       y^y-i  +  y^y.  +  y^y^^O. 

Indicherò  con  Qi,  Q^,  Q^  i  punti  j/^  =  !/3  =  ?/,  =  0,  y,,  =  y^  =  y,  =  0 ,  ?/,  =  J/^ -=  ?/,  ^-=  0 
ne'  quali  la  conica  si  appoggia  alle  tre  rette  doppie. 

Perciò  ad  una  retta  arbitraria  déUo  spazio  (x)  corrisponde  in  (y)  l'intersezione  ulteriore 
di  due  superficie  del  sistema  (7),  vale  a  dire  una  conica  S  appoggiata  m  un  punto  a  cia- 
scuna delle  rette  QQ,,  QQa,  QQs  ed  alla  conica  (8). 

Ma  agli  stessi  risultati  si  perviene  anche  per  altra  via,  come  ora  verrò  esponendo. 

Se  una  superficie  del  sistema  (1)  ha  un  punto  doppio,  essa  è  o  un  cono  o  un  pajo  di 
piani.  Nel  primo  caso,  il  cono  dee  toccare  il  piano  (2),  opperò  questo  piano  medesimo  ne 
conterrai]  vertice;  nel  secondo  caso,  uno  dei  piani  sarà  una  faccia  del  triedro  O(OiOiOa) 
e  l'altro  passerà  per  lo  spigolo  opposto.  Da  ciò,  e  dalla  considerazione  che  la  Jacobiana 
(il  luogo  dei  punti  doppi)  delle  superficie  (1)  è  del  L°  ordine,  segue  che  la  Jacobiana  mede- 
sima è  il  sistema  de"  quattro  piani 

x,  =  0,    Xt-^0,    x-^^iì,    a;,  +  a:^  +  a;^ ---■-■  0, 

ai  quali  debbono  adunque  corrispondere  altrettante  curve  fondamentali  nello  spazio  (y), 
cioè  curve  comuni  afie  superficie  omaloidi,  che  corrispondono  ai  piani  in  {x). 

Considerando  ora  l'intersezione  di  ciascuno  dei  quattro  piani  colle  superfìcie  (1),  si 
riconosce  che: 

il  piano  a;,  =  0  è  il  luogo  delle  coniche  passanti  pei  tre  punti  fissi  0  Oj  O3  e  tangenti 
in  0  al  piano  fisso  (2); 

il  piano  (Ej  =  0  è  il  luogo  delle  coniche  passanti  pei  tre  punti  fissi  0  O3  Oi  e  tangenti 
in  0  al  detto  piano  fisso; 

il  piano  a;;,  =  0  è  il  luogo  deUe  coniche  passanti  pei  tre  punti  fissi  0  0,  O2  e  tangenti 
in  0  al  piano  fisso  medesimo;  ed 

il  piano  3^1  +  flìi  +  aij  ^^  0  è  un  luogo  di  rette  uscenti  da  0. 

Ora,  ad  un  luogo  dì  coniche  (  intersezioni  delle  superficie  (1)  colla  Jacobiana  )  corri- 
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spenderà  una  linea  fondamentale  doppia  nello  spazio  (y),  e  ad  un  luogo  di  rette  una  linea 
fondamentale  semplice;  dunque  le  superfieie  dello  spazio  (y),  corrispondenti  ai  piani  in 
(x),  avranno  in  comune  tre  linee  doppie  corrispondenti  ai  piani  x,^=(i,  Xi=^0,  3^  =  0, 
ed  una  linea  semplice  corrispondente  al  piano  Xi-\-  X2+  Xs^^ 0.  Ciascuna  linea 
doppia  è  una  retta,  perchè  il  corrispondente  piano  lia  una  sola  conica  comune  con 
una  qualunque  delle  superfieie  (1)  ;  e  la  linea  semplice  è  una  conica,  perchè  0  corrispon- 
dente piano  ha  con  ciascuna  delle  superfieie  (1)  due  rette  comuni. 

Due  qualunque  delle  tre  rette  doppie  hanno  un  punto  comune,  perchè  la  retta  comune 
ai  due  corrispondenti  piani  appartiene  sì  al  fascio  delle  coniche  contenute  neli'un  piano, 
si  al  fascio  delle  coniche  contenute  nell'altro  [^').  Le  tre  rette  doppie  non  sono  in  uno 
stesso  piano,  giacché  ad  un  tale  piano  corrisponderebbe  una  superficie  (1)  della  quale  fa- 
rebbero parte  i  tre  piani  x^  =  0,  Xi  =  0,  Xf  =  0;  il  che  è  assurdo.  Dunque  le  tre 
rette  doppie  concorrono  in  uno  stesso  punto  Q. 

La  conica  semplice  incontra  ciascuna  delle  rette  doppie  in  un  punto  (Qi,  Q;,  Qj), 
perchè  la  retta  comune  ai  piani  a  quelle  corrispondenti  fa  parte  si  del  fascio  di  coniche 
contenute  neli'un  piano,  sì  del  fascio  di  rette  contenute  nell'altro. 

Che  poi  ai  piani  dello  spazio  (x)  corrispondano  in  (y)  superficie  di  4.o  ordine,  risulta 
dall'osservare  che  le  curve  dello  spazio  (3:)  corrispondenti  alle  rette  in  {y)  sono  appunto 
del  4.0  ordine. 

Dunque  ai  piani  in  (x)  corrisponderanno  in  (i/)  superfieie  di  4°  ordine  aventi  in  comune 
tre  rette  doppia  {coneorremti  in  un  punto  Q)  ed  urta  conica  appoggiata  alle  tre  rette  doppie 
in  tre  punti  Q„  Qs,  Q3, 

Siccome  per  le  curve  R  i  punti  0,,  0^,  O3  sono  semplici,  cosi  a  questi  corrispon- 
deranno nello  spazio  (y)  altrettanti  piani,  da  contarsi  due  volte  nella  Jaeobiana  delle  su- 
perficie di  4."  ordine  or  ora  determinate.  Invece  il  punto  0  è  doppio  per  le  curve  R,  mentre 
è  semplice  per  le  superficie  (1);  dunque  ad  0  corrisponderà  una  superficie  di  2."  ordine 
da  contarsi  tre  volte  nella  Jaeobiana  anzidetta.  Ne  segue  che  questa  Jaeobiana,  dovendo 
essere  dell'ordine  4(4  —  1)^=12,  sarà  appunto  composta  di  tre  piani  da  contarsi  due 
volte  e  di  una  superficie  quàdrica  da  contarsi  tre  volte. 

Ora  una  superficie  di  Steiner,  che  è  del  4°  ordine  e  della  3.^  classe  (cioè  della  classe 
minima  alla  quale  possa  discendere  una  superfieie  d'ordine  superiore  al  2.°),  non  può  ac- 
quistare un  nuovo  punto  doppio  (all'infuori  delle  tre  rette  doppie),  senza  decomporsi 
In  due  superficie  di  2."  grado,  0  in  un  piano  ed  in  una  superficie  di  3."  ordine.  Nel  primo 
caso  avremo  due  coni  quadrici  aventi  in  comune  le  tre  rette  doppie,  epperò  segantisi  lungo 
una  quarta  retta:  uno  dei  due  coni  dovrà  passare  per  la  conica  fissa,  dunque  esso  sarà  il 
luogo  della  quarta  retta,  vale  a  dire,  esso  sarà  la  superficie  di  2."*  ordine  che  fa  parte  della 
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Jacobiaoa.  Ne!  secondo  caso,  avremo  un  piano  contenente  due  rette  doppie  ed  una  super- 
ficie (gobba)  di  3."  grado  (passante  per  la  conica  semplice),  per  la  quale  la  terza  retta 
doppia  sia  la  linea  nodale  e  le  due  prime  siano  generatrici.  Il  piano  e  la  superficie  di  3.  "grado 
avranno  inoltre  in  comune  una  nuova  retta  (la  direttrice  semplice  della  superficie  di  3," 
grado),  luogo  della  quale  sarà  adunque  il  piano  medesimo.  Perciò  questo  piano  fa  parte 
della  Jacobiana  delle  superficie  di  4."  ordine,  ossia,  questa  Jacobiana  è  composta:  1°  dei 
tre  piani  determinati  dalle  rette  doppie  prese  a  due  a  due,  ciascuno  contato  due  vòlte;  2."  del 
cono  quàdrico,  coniato  tre  volte,  che  dal  punto  triplo  Q  projetta  la  conica  fissa. 

Questo  cono  quàdrico  corrisponde,  come  s'è  veduto,  al  punto  0;  donde  segue  che  ai 
piani  passanti  per  0  corrispgnderanno  i  coni  quadrici  circoscritti  al  triedro  Q  (QiQaQa); 
e  alle  rette  per  0  le  rette  por  Q. 

I  tre  piani  del  triedro  anzidetto  corrispondono  analogamente  ai  punti  Oj,  Oj,  O3,  donde 
segue  che  ai  piani  passanti  verbigrazia  per  Oi  corrispondono  le  superficie  (gobbe)  di  S." 
grado  aventi  QQ,  come  retta  nodale,  QQ,  e  QQg  come  generatrici,  e  passanti  per  la 
conica  fissa,  E  dal  considerare  l'ùitersezione  dì  due  eotali  superficie  di  2."  grado  ai  ricava 
che  alle  rette  passanti  per  0,  corrispondono  le  rette  appoggiate  a  QQi  ed  aUa  conica  fissa. 

Siccome  ai  punti  O2,  Og  corrispondono  i  due  piani  QQiQa,  QQ1Q2,  cosi  ai  piani 
passanti  per  O3O3  corrispondono  le  superficie  di  2,"  grado  che  contengono  le  rette 
QQì,  QQa  e  la  conica  fissa. 

Analogamente  ai  piani  per  OOi  corrispondono  i  piani  per  QQi;ai  piani  per  00^  i 
piani  per  QQs;  ed  ai  piani  per  OOa  i  piani  per  QQ^. 

Ai  piani  dello  spazio  (y)  che  passano  per  Q  corrispondono  in  {x)  i  coni  (5);  dunque  al 
punto  Q  dello  spazio  (y)  corrisponde  il  sistema  delle  tre  rette  00:,  OOj,  OOg. 

Ai  piani 

a^y^  +  a^V'i  +  a^y*  =  0 
passanti  per  Qi  corrispondono  in  (x)  le  superficie 

{a^Xi  +  a-iXi  )  Xi  +  atXt  {xi  -]- Xi-{-X3)=^Q 
toccate  dal  piano  fisso  OOjOs  nel  punto  comune  alla  retta  O2O3  ed  al  piano  (2)  e  pas- 
santi per  due  rette  fisse,  l'una  delle  quali  è  O-Jd-^,  mentre  l'altra  è  la  traccia  del  piano 
00,03  sul  piano  (2).  Il  sistema  di  queste  due  rette  è  adunque  ciò  che  nello  spazio  {x) 
corrisponde  al  punto  Qi  defio  spazio  ()/).  Analoghe  coppie  di  rette  corrispondono  anche  a 
ciascuno  dei  punti  Q3,  Q3. 

Di  qui  segue,  come  s'è  già  veduto,  che  ad  una  retta  per  Q  corrisponde  una  retta  per  0; 
ed  inoltre,  che  ad  una  retta  per  Qi  corrisponde  una  conica  per  0  e  per  Oj ,  toccata  in  0  dal 
piano  fisso  (2),  Ecc. 

Ad  un  piano  per  QQi  corrisponderà  una  superficie  di  2.°  grado  che  dovrà  contenere 
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tanto  le  tre  rette  corrispondenti  a  Q  quanto  le  due  corrispondenti  a  Q,;  e  siccome  di  que- 
ste rette  ve  ne  sono  quattro  in  uno  stesso  piano  x^  =  0,  cosi  quella  superficie  si  spezza 
in  due  piani:  0  piano  (r,  =  0  ed  un  altro  piano  passante  per  0  Oi .  Ritroviamo  cosi  la  pro- 
prietà già  notata,  che  ai  piani  per  QQ,  corrispondono  i  piani  per  OOi,  Ecc. 
II  piano  (3)  sega  la  retta  QQ,  nel  punto 

al  quale  corrisponde  la  conica 

X,  =  0,  a,X-:!Xs  +  «4X4  (x,  +  ^i  +  ^3)  '=  0. 

Tutte  le  coniche  analoghe  formano  un  fascio  proiettivo  alia  punteggiata  QQ,,  in  modo 
che  ai  punti 

y2  =  y3^yi  =  0, 
y<i  =  yì=^y*^^, 
yu^y3  =  yi  +  y4=^<i, 

corrispondono  ordinatamente  le  coniche 
x^x^  =  0, 

Xi{X!  +  Xi-\-X3)  =  (ì, 

X-iX3  +  Xi  {Xi  -f  iKa  +  K3)  =  0. 

In  simigliante  guisa  le  punteggiate  QQj,  QQ3  sono  projettive  ai  fasci  di  coniche 

Xi  =  0,        aiXiX^  +  atXf  (ic,  +  a^j  +  3%)  =  0, 
x-i  =  0,        a^x^Xi  +  a4Xi(Xi  +  «3+  a^s)  =  0, 

così  che  al  piano  determinato  da  tre  punti  risp.  appartenenti  alle  tre  punteggiate  anzi- 
dette corrisponderà  una  superficie  di  2."  grado  contenente  le  tre  coniche  dei  tre  fasci  che 
corrispondono  ai  tre  punti. 

H  piano  (3)  sega  la  retta  Q^Qj  nel  punto 

e  la  corrispondente  superficie  (1)  è  toccata  in  0,  dalla  retta 

Xi  =  0,  a^iTs  -|-  a^Xi  =  0, 
Le  rette  analoghe  formano  un  fascio  proiettivo  alla  punteggiata  QsQs,  in  modo  che  ai 
punti 

y,  =  j/,  =  j/3  =  0, 

^1^^4=^2/3  =  0, 

yi  =  yt^y2  +  y3  =  o, 
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eorrispoiidono  le  rette 

X,  ^0,  Xs^  0, 
a^j  =  0,  Xt^O, 
x^  =  0,    x,  +  x,=^0. 

Similmente  le  punteggiate  QsQi,  QiQj  sono  projettive  ai  fasci  di  rette 

a:j  =  0,    asX,  +  a^Xs  =  0, 
x,  =  0,    «i^j  +  a^Xi  =  0, 

in  modo  che  la  superficie  (1)  è  toccata  risp.  in  Oi,  0^,  Oj  da  quei  raggi  dei  tre  fasci 
che  corrispondono  ai  punti  nei  quali  il  piano  (3)  incontra  i  lati  del  triangolo  Q1Q2Q3. 
Da  nltirao  si  può  riconoscere  senza  diificoltà  che  la  conica 

è  punteggiata  projettivameiite  al  fascio  di  rette  incrociate  in  0  e  poste  nel  piano  (2),  in 
modo  che  ai  punti  Qi,  Q2,  Qa  corrispondono  ordinatamente  le  tre  rette 

a,  =  0,        Xi+  Xi  +  Xs^O, 
«2  ^  0,        x^-'r  Xs  +  X3  =  (i, 

iEg  =  0,  X,-\-X2  +  X3  =  0. 

Per  fare  un'applicazione  della  trasformazione  suesposta,  sia  proposta  una  superfìcie 
f  di  2."  grado,  situata  comunque  nello  spazio  (y),  e  dicasi  F  la  superficie  che  le  corrispon- 
derà, punto  per  punto,  nello  spazio  (x),  in  virtù  della  trasformazione  contenuta  nelle  for- 
mole  (4)  0  (6).  Ai  punti  comuni  ad  F  e  ad  una  retta  arbitraria  dello  spazio  (x)  corrisponde- 
ranno quelli  in  cui  f  è  incontrata  da  una  qualunque  delle  coniche  S  delio  spazio  (y);  donde 
segue  che  'F  è  del  i.°  ordine. 

Ai  punti  in  cui  F  è  incontrata  dalle  rette  per  0  corrispondono  i  punti  comuni  ad  /  ed 
alte  rette  per  Q;  dunque  0  è  un  punto  dopj)io  per  F,  Ai  punti  in  cui  F  è  incontrata  dalle 
rette  per  0,  corrispondono  i  punti  ne'  quali  f  sega  le  retto  appoggiato  a  QQi  ed  alla  co- 
nica (8);  dunque  anche  0,,  ed  analogamente  0^  e  O3  sono  punti  doppi  per  F, 

Per  riconoscere  la  natura  del  punto  doppio  0,  osservo  che,  siccome  al  punto  0  dello 
spazio  (a:)  corrisponde  il  cono  quàdrico 

(9)  y^ys  +  y^yi  +  y^Vi^^i 

che  da  Q  projetta  la  conica  (8),  così  al  punto  0  diF  corrisponderà  la  curva  goMa  T  di  4.o 
ordine  e  1."  specie,  intersezione  di  f  col  cono  (9).  Ora,  ogni  retta  che  da  Q  vada  a  un  punto 
di  r  incontra  f  in  un  altro  punto  di  F  medesima;  dunque  ogni  retta  che  incontri  F  in 
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tre  punti  riuniti  in  0  sega  la  medesima  superficie  in  un  quarto  punto,  che  pur  esso  cade 
in  0.  —  La  conica  (8)  incontra  f  in  quattro  punti  ai  quali  nello  spazio  (x)  corrisponde- 
ranno quattro  rette  r,  r^  r^  r,,  uscenti  da  0  e  poste  nel  piano  (2)  che  corrisponde  aUa  co- 
nica (8).  Dunque  il  piwno  (2)  conitene  tutte  le  rette  tangenti  {contatto  quadripuntó)  in  0 
ad  F  e  taglia  questa  superficie  Imigo  quattro  rette  rirs/gr,.  —  Ogni  piano  per  0  sega  F 
secondo  una  curva  (dì  4."  ordine  e  l.''  genere)  che  ha  inO  due  punti  doppi  infinUamente 
vicini,  colla  tangente  adagiata  nel  piano  (2);  alla  quale  curva  corrisponderà  una  curva 
gobba  di  4."  ordine  e  1.^  specie,  intersezione  di  /  con  un  cono  quàdrieo  circoscritto  al  trie- 
dro Q(Qi,Q„Q,). 

Investighiamo  ora  la  natura  dei  punti  doppi  0,  0,  0^,  per  es,  del  punto  0,.  Sic- 
come al  punto  0,  dello  spazio  (x)  corrisponde  il  piano  QQìQs,  cosi  ai  punto  O,  di  F 
corrisponderà  la  conica  1',  comune  al  detto  piano  e  ad  /.  Ad  un  piano  arbitrariamente 
condotto  per  Oi  corrisponde  una  superficie  di  3.0  grado,  che,  oltre  alle  rette  QQsiQQg, 
ha  in  comune  col  piano  QQjQa  una  retta;  ed  ai  punti  comuni  a  questa  ed  a  l'i  corri- 
sponderanno quelli  che,  giacendo  simultaneamente  in  F  e  nel  piano  arbitrario,  son 
prossimi  ad  0,.  Dunque  0,  è  per  F  un  punto  conico.  La  medesima  proprietà  resta  cosi 
dimostrata  anche  pei  punti  0;,  O3. 

Le  singolarità  della  superfìcie  F  consistono  adunque  nell'avere  tre  punti  conici 
Oi,  O2,  Oir  ed  un  punto  uniplanare  0,  tale  che  tutte  le  rette  tangenti  alla  superficie  in  que- 
sto punto  hanno  ivi  con  essa  un  contatto  quadripuntó.  Che  queste  singolarità  siano  suf- 
ficienti a  definire  la  superlìcie  F,  si  riconosce  osservando  che  l'equazione  generale  dì  una 
superficie  di  4.°  ordine,  dotata  de'  quattro  punti  doppi  0  0,  O2  0,  nel  modo  or  divisato,  è 

(10)  a,xlxl  +  a^xlx]  +  a^x^xt  +  a^x]  (x,  +  a:^  +  Xaf  +  2  XiX^Xi  (btX,  +  i^x^  +  h^j) 

+  'ìXi{Xi  +  3^3+  a%)  {«1X2X3  +  CiXsXi  +  €3X^X2)  ^=0, 

la  quale,  se  vi  si  applicano  le  formolo  (6)  e  dal  risultato  si  separa  il  fattore 

yìylyl{y^y3  +  y^yl  +  yly^y 

indipendente  dai  parametri  a,  b,  e,  si  trasforma  nella  seguente 

(11)  «ij/i  +  a^yì  +  a^yl  +  a^yì  +  2&iì/a)/3  +  25;^:^!  +  263^/1^, 

equazione  di  una  superficie  di  a.**  grado,  situata  in  modo  affatto  generale  nello  spazio  {y). 
Le  superficie  (10),  (11)  sono  adunque  punteggiate  projettivamente;  e  siccome  una  su- 
perficie di  2.0  grado  può  sempre  essere  trasformata  punto  per  punto  in  un  piano,  così 
anche  la  superficie  F  definita  daìla  (10)  ammette  la  proprietà  d''essere  rappresentabile  punto 
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per  punto  sopra  kii  inatio.  È  questo  il  primo  esempio  di  superficii 
peta  tale  proprietà  senza  che  sia  dotata  di  un  punto  triplo  o  di  i 


di  4.<'  ordine  cui  com- 
ua  linea  multipla  *). 


La  superficie  F  contiene: 

1.  quattro  rette,  poste  nel  piano  (2)  e  coneorreiiti  in  0;  esse  corrispondono  ai  quat- 
tro punti  didid^d^,  ne'  quali  /  è  incontrata  daila  conica  (8); 

2.  sei  coniche  che  adue  a  due  giacciono  nei  piani  Si^O,  x^^O,  a;3  =  0  e  corrispon- 
dono ai  punti  «1  a'i,  az  a't,  «3  a\  nei  quali  /  è  attraversata  dalle  rette  QQi ,  QQ^ ,  QQ3  ; 
di  quelle  coniche  le  prime  due  sono  eireoseritte  al  triangolo  OOjOs,  le  due  successive 
al  triangolo  OOjOi,  e  le  ultime  due  al  triangolo  OOiOa:  tutte  poi  sono  tangenti  in  0 
al  piano  (2). 


Alle  due  generatrici  rettilinee  di  f  incrociate  nel  punto  a, ,  corrispondono  in  F  due 
coniche  passanti  per  0  e  per  0,.  Siccome  quelle  due  generatrici  giacciono  in  uno  stesso 
piano,  che  è  tangente  ad  fin  a,,  cosi  le  due  coniche  giaceranno  in  una  stessa  superficie 
f,  di  2,"  grado,  del  sistema  (1),  la  quale  toccherà  F  lungo  quella  conica  posta  nel  piano 
«:  =  0  che  corrisponde  al  punto  a, .  Analogamente,  lungo  l'altra  conica  comune  ad  F 
ed  al  piano  a;,  =0,  che  corrisponde  al  punto  a',,  vi  sarà  un'altra  superficie  tangente 
fi  di  2."  grado,  che  inoltre  segherà  F  in  due  coniche  passanti  per  0  ed  Oi  e  corrispon- 
denti alle  due  rette  di  F  incrociate  in  a', .  Consideriamo  le  due  superficie  fi  fi  come  compo- 
nenti un  luogo  di  4.0  ordine  ;  siccome  esso  ed  F  si  toccano  lungo  una  sezione  piana  comune, 
cosi  s'intersecheranno  in  una  linea  dell'S."  ordine,  situata  aopra  una  superficie  di  2."  grado. 
Dunque  le  quattro  coniche  di  F,  corrispondenti  alle  quattro  rette  di  f,  incrociate  in  a 
appartengono  ad  una  stessa  superficie  di  2°  grado.  Questa  però  non  è  che  una  cop- 
pia di  piani  passanti  per  la  retta  00,;  giacché  le  tangenti  in  0,  alle  quattro  coniche, 
dovendo  essere  generatrici  del  cono  quàdrico  che  oscula  la  superficie  F  nel  punto  dop- 
pio 0, ,  non  possono  giacere  tutte  e  quattro  in  un  medesimo  piano.  Le  quattro  coniche 
sono  adunque  situate  in  due  piaiu,  i  quali  evidentemente  corrispondono  ai  piani  tangenti 
ad  f  e  passanti  per  a,  a\ . 

Analogamente,  alle  generatrici  di  f  passanti  pei  punti  %,  a'{,  %,  di  corrispondono 
otto  coniche  di  F,  quattro  delle    quali  passano  per  0  0^  e  giacciono   ne'   due   piani 


*)  Ctr.  !e  Nachrichten  di  Gottinga  del  3  maggio  1871,  pag.  147  [Questo  volnme,  pag.  271j. 
Questa  Nota  era  già  stata  presentata,  quando  il  sig.  Noetheb  per  altra  via  fece  conoscere 
(Nachrichten  di  Gottinga  del  7  giugno  1871)  una  superficie  più  generale  di  4."  ordine,  che  è 
pur  rappresentabile  sopra  un  piano:  è  la  supoiflcie  dotata  unicamente  del  punto  uniplanare  O 
(noi  quale  le  rette  tangenti  abbiano  colta  superficie  un  contatto  quadrìpnnto). 
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che  corrispondono  ai  piani  tangenti  ad  /  e  passanti  per  »;»';;  mentre  le  altre  quattro 
hanno  in  comune  i  punti  0  O3  e  sono  situate  ne'  duo  piani  corrispondenti  ai  due  che 
toccano  /  e  passano  per  a-^a'-^. 

Al  piano  dei  tre  punti  «1%%  corrisponde  una  superficie  del  sistema  (1),  la  quale 
passerà  per  le  tre  coniche  situate  rispettivamente  nei  piani  a;i  =  0,Sj  =  0,  a^j^Oe  corri- 
spondenti ai  tre  punti  suddetti,  epperò  segherà  F  secondo  un'altra  conica  passante  per  0. 
H  piano  di  questa  conica  avrà  in  comune  con  F  una  nuova  conica  tangente  alla  prima  in  0  ; 
e  siccome  passa  per  0,  cosi  esso  corrisponde  al  cono  quàdrico  che  dal  punto  Q  progetta  le 
due  coniche  comuni  ad  /'  e  ai  piani  aiO^a^,  ditt'^a'^.  L'ultima  conica  ottenuta  in  F  è 
adunque  situata  in  una  stessa  superficie  del  sistema  (1)  insieme  colle  tre  coniche  poste 
rispettivamente  nei  piani  «,  =  0,  x^^O,  Xa^O  e  corrispondenti  ai  punti aV  a'sffl'a- 

Analogamente  F  sarà  segata  da  altri  tre  piani,  passanti  per  0,  secondo  tre  paia  di  co- 
niche corrispondenti  a  quelle  che  sono  le  intersezioni  di  f  eolle  coppie  di  piani  d'ia^aa  e 

Oltre  alle  sei  superficie  del  sistema  (1)  tangenti  ad  F  lungo  le  sci  coniche  posto  nei 
piani  Xi^Q,  «2  =  0,  3^  =  0,  ed  oltre  alle  otto  superficie  del  medesimo  sistema, 
ciascuna  delie  quali  passa  per  tre  coniche  rispettivamente  situate  nei  detti  piani  e  per 
una  quarta  conica  U  cui  piano  passa  semplicemente  per  0,  sonvi  altre  superficie  di  quel 
sistema  che  segano  F  secondo  quattro  coniche  Infatti,  una  delle  due  rette  di  f  passanti 
per  ffli  incontra  una  delle  due  passanti  per  fl,,  0  al  piano  da  queste  due  rette  determi- 
nato corrisponde  una  superficie  di  2°  grado  segante  F  secondo  le  due  coniche  comspon- 
detiti  alle  due  rette  di  f  e  secondo  due  altre  comclie,  che  eon^pondono  ai  punti  a,,  a^. 
n  numero  delle  superficie  analoghe  è  evidentemente  24 

AbUamo  r,osì  oiknulo  6 +  12-]- 8  =  26  coniche  sduale  nella  noi.lia  bupetficie  F;  e 
si  domandi  se  essa  ne  può  contenere  altre?  Ad  una  conica  dello  spazio  {%),  la  quale  non 
passi  per  alcuno  dei  punti  OOiO;^©^,  corrisponde  una  curva  gobba  (razionale)  di 
4,"  ordine,  segante  in  due  punti  ciascuna  delle  rette  QQ,,  QQj,  QQj  e  la  conica  (8). 
Affinchè  tale  curva  di  4,°  ordine  giaccia  in  f,  è  anzitutto  necessario  che  passi  per  i  sei  punti 
a  e  per  due  dei  punti  d;  ma  in  generale  per  otto  punti  di  una  superficie  di  2."  grado  non 
è  possibile  di  descrivere  una  curva  gobba  di  4.°  ordine  e  2.'^  specie,  che  debba  giacere  per 
intero,  nella  superficie  medesima;  dunque  F  non  conterrà,  in  generale,  alcuna  conica  che 
non  passi  per  alcuno  dei  punti  0  0,  O3  O3  *). 

Ad  una  conica  dello  spazio  (x)  passante  semplicemente  per  0  corrisponde  una  cubica 

*)  Ciò  avverrebbe  nel  cafio  particolare  in  cui  8i  assumesse  per  /  una,  supoi'lieie  di  2,"  grado 
toccata  in  quatlav  punti  da  una  superfìcie   Steiueiiaua  del  sistema  (7). 
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gobba  passante  per  Q,  segante  in  un  altro  punto  ciascuna  delle  rette  QQi,  QQ.,  QQ,,e 
la  conica  (8),  Tale  cubica  non  può  trovarsi  su  f,  perchè  questa  superficie  non  passa  pel 
punto  Q 

Ad  una  conica  dello  spazio  (x)  passante  per  Oi  corrisponde  una  cubica  gobba  incon- 
trante in  due  punti  la  retta  QQi  e  la  conica  (8),  ed  in  un  solo  punto  ciascuna  delle  rette 
QQ;.  QQj.  Perchè  la  cubica  appartenga  ad  f,  dovrebbe  adunque  passare  per  es.  pei 
punti  a,  «1  (Jifljf^it^j:  ma  questa  condizione  non  basta,  perchè  per  sei  punti  di  una  su- 
perficie di  2°  grado  non  si  può,  in  generale,  descrivere  una  cubica  gobba  che  giaccia  per 
intero  sulla  superficie. 

Finalmente,  ad  una  conica  dello  spazio  (x)  passante  per  O2  O3  corrisponde  una 
conica  avente  un  punto  comune  con  QQ,,  uno  con  QQ3  e  due  colla  conica  (8),  Una 
conica  siffatta  non  può  trovarsi  in  /,  perchè  un  punto  a^,  un  punto  «a  e  due  punti  «i,  a\ 
non  si  trovano  in  uno  stesso  piano. 

Possiamo  dunque  concludere  che  le  sole  coniche  giacenti  in  F  sono  le  26  già  ottenute; 
6  delle  quali  sono  situate  nei  piani  x,^Q,  x^^O,  a's  =  0 ;  12  in  sei  piani  passanti 
a  due  a  due  per  una  delle  rette  OOi,  OOj,  OO^;  e  le  rimanenti  8  in  quattro  piani 
uscenti  dal  punto  0. 

Una  curva  gobba  H  del  sistema  (1)  incontra  la  superficie  F  in  due  punti  diversi  da 
0  0,  Oi  0),  opperò  F  contiene  infinite  di  tali  curve.  Ne  contiene  cioè  due  serie  sem- 
plicemente infinite,  corrispondenti  alle  due  serie  di  generatrici  rettilinee  di  f.  Due  curve 
della  stessa  serie  non  s'incontrano  all'infuori  dei  quattro  punti  doppi  della  superficie;  ma 
due  curvo  di  serie  diverse  hanno  sempre  un  altro  punto  comune  e  formano  insieme  la  com- 
pleta intersezione  di  F  con  una  superficie  del  sistema  (1),  la  quale  tocca  F  in  quel  punto. 
In  ogni  suo  punto,  F  ammette  una  così  fatta  superficie  tangente,  vale  a  dire,  per  ogni 
punto  di  F  passa  una  curva  dell'una  e  una  curva  dell'altra  serie.  Ciascuna  curva  di  una 
serie  è  la  base  di  un  fascio  di  superficie  di  2."  grado,  le  quali  segano  inoltre  F  lungo  tutte 
le  curve  dell'altra  serie. 

Di  qui  consegue  che  F  sipuò  riguardare  generata  dal  movimento  di  una  curva  R,  la  quale 
incontri  costantemente  tre  curve  fisse  E  che  a  due  a  due  non  abbiano  alcun  punto  comune 
all'infuori  di  OOiOaOa.  Ed  anche,  F  è  i^  luogo  generato  .da  due  fasci  progettivi  di  su- 
perficie di  2."  grado  le  cui  batti  siano  due  curve  R,  non  aventi  punti  comuni  fuori  di 
0  0,  Oì  O3. 

Ciascuna  delle  due  serie  di  curve  R,  situate  su  F,  contiene  sei  curve  spezzantisi  in  due 
coniche,  e  quattro  curve  composte  di  una  retta  e  di  una  cubica  gobba;  le  prime  corrispon- 
dono aUe  generatrici  di  f  che  passano  pei  punti  a;  le  altre  alle  generatrici  uscenti  dai  punti  d. 

Una  superficie  qualsivoglia  del  sistema  (1)  sega  F  lungo  una  curva  razionale  dell'S." 
ordine,  per  la  quale  0,  0^  0^  sono  punti  doppi,  ed  0  è  un  punto  quadruplo  eolle  t 
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situate  nel  piano  (2).  Tutte  le  curve  analoghe  corrispondono  aUe  sezioni  piane  di  f.  Queste 
curve  formano  su  F  un  sistema  triplamente  infinito  che  comprende: 

1.  Curve  che  si  spezzano  in  due  curve  gobbe  R  (del  4.°  ordine);  sono  quelle  che  corri- 
spondono alle  generatrici  rettilinee  di  f; 

2.  Curve  che  si  spezzano  in  una  retta  ed  in  una  curva  gobba  del  1."  ordine.  Di  queste 
curve  vi  sono  quattro  sistemi  doppiamente  infiniti,  corrispondenti  alle  sezioni  piane  di  / 
che  passano  per  uno  dei  punti  d; 

3.  Curve  che  si  spezzano  in  una  conica  ed  in  una  curva  gobba  del  6."  ordine.  Di  queste 
curve  vi  sono  sei  sistemi  doppiamente  infiniti,  corrispondenti  alle  sezioni  piane  dì  f  che 
passano  per  uno  dei  punti  a; 

4.  Curve  che  si  spezzano  in  due  rette  ed  una  curva  gobba  di  6.o  ordine.  Di  queste 
curve  vi  sono  sei  sistemi  (conjugati  a  due  a  due)  semplicemente  infiniti,  che  corrispon- 
dono alle  sezioni  di  f  iatte  con  piani  passanti  per  due  punti  d; 

5.  Curve  che  si  spezzano  in  una  retta,  una  conica  ed  una  curva  gobba  di  5."  ordine. 
Di  queste  curve  vi  sono  24  sistemi  semplicemente  infiniti,  corrispondenti  alie  sezioni  di 
f  fatte  eoo  piani  passanti  per  uno  dei  punti  a  e  per  uno  dei  punti  d; 

6.  Curve  che  sì  spezzano  in  due  coniche  poste  in  uno  stesso  piano  (uno  dei  piani 
j;,=0,  Xi=^0,  %  =  0)  ed  in  una  curva  piana  di  4,o  ordine.  Questa  curva  (razionale) 
giace  in  un  piano  passante  per  una  delle  rette  00,,  00^,  OO3,  ed  ha  tre  punti 
doppi,  due  dei  quali  infinitamente  vicini  in  0.  Di  queste  curve  sihanno  adunque  tre  sistemi 
semplicemente  infiniti,  corrispondenti  alle  sezioni  di  /  fatte  con  piani  passanti  per  una 
deUe  rette  QQ,,  QQ„  QQ^; 

7.  Curve  che  si  spezzano  in  due  coniche,  non  posto  in  uno  stesso  piano,  ed  in  una 
curva  gobba  di  4.°  ordino  avente  un  punto  doppio  in  0  colle  tangenti  nel  piano  (2)  e  pas- 
sante per  due  punti  OiO^Oj.  Di  queste  curve,  che  corrispondono  alle  sezioni  di  f 
fatte  con  piani  passanti  per  una  delle  rette  ata^,  dia'-,,  a^a^,  aia'-j,...,  vi  sono  12 
sistemi  semplicemente  infiniti 

Oltre  a  questi  sistemi  infiniti  vi  sono: 

1.  Otto  curve  che  si  spezzano  in  quattro  coniche  situate  in  quattro  piani  diilerenti: 
sono  quelle  che  corrispondono  alle  sezioni  «,([2%,  a'iOjas,  ...; 

2.  tre  curve  che  si  spezzano  ciascuna  in  quattro  coniche  poste  in  due  piani,  e  corri- 
spondono aUe  sezioni  l'i,  F^,  Fa  fatte  in  /  dai  piani  del  triedro  Q(Q[,Qi,Qa); 

3.  sei  curve  che  si  spezzano  in  quattro  coniche  due  deDe  quali  coincidono,  e  corri- 
spondono ai  piani  tangenti  ad  f  nei  punti  a; 

4.  quattro  curve  che  si  spezzano  ciascuna  in  due  rette  coincidenti  e  due  cubiche 
gobbe,  e  corrispondono  ai  piani  tangenti  ad  f  nei  punti  d; 

5.  una  curva  che  si  spezza  neUe  quattro  rette  di  F  e  neUa  curva  di  4.°  ordine  che  que- 
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ata  superficie  ha  in  comune  col  piano  OiOjOj;  essa  corrisponde  alla  sezione  fatta  in  / 
dal  piano  QiQ^Qo; 

6.  quarantotto  curve,  ciascuna  delle  quali  si  spezza  in  una  retta,  dae  coniche  in  piani 
diversi  ed  una  cubica  gobba:  esse  corrispondono  alle  sezioni  a,asdi,..,  a,ao(?s,.., 
a,aidi,..,  a',azdi , . . ,  a'^a^df 

7.  dodici  curve  spezzantisì  in  due  coniche  nello  stesso  piano,  una  retta  ed  una  cu- 
bica piana:  anche  queste  ultime  due  linee  situate  in  un  medesimo  piano.  Tali  curve  corri- 
spondono alle  sezioni  aia\di,  ai»',^;, , , .  ,  a^a^gd^. 

8.  trentasei  curve  spezzantisi  in  una  conica,  due  rette  ed  una  curva  gobba  di  4."  or- 
dine avente  un  punto  doppio  in  uno  dei  punti  d  Os  Oa ,  passante  per  gli  altri  due  e  per 
0 ,  e  toccata  in  quest'ultimo  dal  piano  (2).  Queste  curve  corrispondono  alle  sezioni 
Uidids,  didids, . . . ,  a'ididi, . . . ,  a\d^4. 

Fra  le  curve  gobbe  razionali  di  8."  grado  risultanti  dal  segare  F  colle  superficie  del 
sistema  (1),  meritano  speciale  menzione  anche  quelle  che  sono  somministrate  dai  coni 
quadrici  circoscritti  al  triedro  iC;  ^  Xj  =^  %  =  0  ;  esse  corrispondono  alle  sezioni  fatte  in 
f  eoi  piani  uscenti  dal  punto  Q. 

Alle  sezioni  piane  di  F  (non  passanti  per  alcuno  de'  punti  doppi)  corrispondono  le  curve 
gobbe  di  8."  ordine  (di  genere  5°  tutt'al  più)  che  nascono  dal  segare  F  colle  superficie 
Steineriane  del  sistema  (7),  Queste  curve  hanno  set  punti  doppi  a,  e  inoltre  passano  tutte 
pei  quattro  punti  d. 

Alle  sezioni  piane  di  F  passanti  per  0  corrispondono  le  curve  gobbe  di  4."  ordine 
e  1."  specie,  secondo  le  quali  f  è  intersecata  dai  coni  quadrici  circoscritti  al  triedro 
Q(QiQsQa)-  Fr^  queste  curve  quelle  che  passano  per  uno  stesso  punto  d  corrispondono  alle 
cubiche  piane  che  risultano  dal  segare  F  coi  piani  passanti  per  una  delle  quattro  rette 
di  questa  superficie:  i  quattro  fasci  relativi  ai  quattro  punti  d  hanno  una  curva  comune 
r,  che  è  l'intersezione  di  f  col  cono  (9)  e  rappresenta  su  f  il  punto  0  di  F. 

Alle  sezioni  piane  di  F  passanti  per  uno  dei  punti  0,  0^  O3 ,  per  es,  0, ,  corrispon- 
dono le  curve  gobbe  di  6.°  ordine  (del  genere  2  tutt'al  più)  intersezioni  di  f  colle  super- 
ficie gobbe  di  3."  grado  aventi  QQ,  come  retta  doppia  e  passanti  per  le  rette  QQ^, 
QQa  e  per  la  conica  (8).  Queste  curve  hanno  due  punti  doppi  a, ,  a\  e  passano  inoltre 
per  gli  altri  punti  a  &  d. 

Alle  sezioni  piane  di  F  passanti  per  0  e  per  uno  de'  punti  0,  0^  O3 ,  per  es.  per  OOi , 
corrispondono  (come  già  si  è  veduto)  le  coniche  di  f  situate  nei  piani  che  passano  per  QQi . 

Alle  sezioni  piane  di  F  passanti  per  due  de' punti  doppi  OiOaOj,  per  es.  per  Oj 
O3 ,  corrispondono  le  curve  gobbe  di  4.°  ordine  e  1."  specie,  intersezioni  di  f  eolle  super- 
ficie di  2.0  grado  passanti  per  la  conica  (8)  e  per  le  due  rette  QQ^,  QQj:  le  quali  curve 
passano  tutte  per  gli  otto  punti  %  a'^  a^  a'^  di  d^  d^  dt . 
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Passo  ora  alia  rappresentazione  di  F  sopra  un  piano.  A  quest'uopo  comincio  dal  pro- 
iettare i  punti  di  f  sopra  un  piano  P,  mediante  raggi  uscenti  da  un  punto  I  della  super- 
iioie  medesima,  e  assumo  la  proiezione  di  un  punto  di  /  come  imagine  dei  corrispondente 
punto  di  ,F.  Siano  g,,  g^  lo  tracce,  su  P,  delle  due  generatrici  di  f  uscenti  da  I,  e  b, 
l  le  proiezioni  dei  punti  a,  d.  Le  sezioni  piane  di  /  si  proiettano  in  coniche  passanti  per 
g,gi;  perciò  le  quaterne  di  punti  bib'^isb'-j,  b^b'^bib^,  bib',bi,h\  apparterranno  ad 
altrettante  coniche  tutte  passanti  per  gig^,  e  le  rette  b\b,,  b\b.i,  6363,  come  corde 
comuni  a  queste  tre  coniche  prese  a  due  a  due,  concorreranno  in  un  punto  i  (proie- 
zione della  seconda  intersezione  di  f  coUa  retta  che  da  I  va  al  punto  Q  ).  Queste  medesime 
tre  coniche  sai'anno  le  imagini  dei  tre  punti  0, ,  0^ ,  0^ ,  e  individueranno  la  rete  L 
delle  coniche  proiezioni  delle  sezioni  fatte  in  /  dai  piani  passanti  per  Q. 

La  proiezione  dell'intersezione  di  /  col  cono  (9)  sarà  una  curva  D  di  4.°  ordine  avente 
punti  doppi  in  g,  g^  e  passante  per  i  sei  punti  b,  la  quale  dovrà  inoltre  incontrare  cia- 
scuna conica  della  rete  L  in  duo  coppie  di  punti  allineati  con  i,  giacché  una  coppia  sif- 
fatta rappresenta  due  punti  di  f  allineati  con  Q.  Un'altra  conica  del  piano  P,  passante 
per  3,  g^ ,  ma  non  appartenente  alla  rete  L,  sia  la  proiezione  della  sezione  fatta  in  f 
dal  piano  ^j  ^=  0  ;  le  ulteriori  intersezioni  di  questa  conica  eolia  curva  D  saranno  le  proie- 
zioni l  dei  quattro  punti  d  nei  quali  f  è  incontrata  dalla  conica  (8).  Allora  sarà  D  l'ima- 
gine  del  punto  0  di  F;  la  conica  g,gil  della  curva  piana  ;/4  ^  0  ;  i  sei  punti  b  delle  sei 
coniche  poste  nei  piani  a:,  =  0,  %  =  0,  3^3  =  0;  1  punti  l  delle  quattro  rette  giacenti 
nel  piano  (2). 

E  le  imagini  delle  sezioni  piane  di  F  saranno  le  proiezioni  delle  intersezioni  di  f  coUe 
superficie  Steineriane  del  sistema  (7);  saranno,  cioè,  curve  C  di  8°  ordine  con  due  punti 
quadrupli  g,  gn ,  con  sei   punti  doppi  b  e  con  quattro  punti  semplici  /. 

Questa  però  non  è  la  rappresentazione  d'ordine  minimo.  Infatti,  se  mediante  una  tra- 
sformazione di  2.0  grado  si  passa  dal  piano  P  ad  un  altro  piano  II,  in  modo  che  alle  co- 
niche descritte  in  P  pei  punti  gig^b'i  corrispondano  le  rette  del  piano  II;  alle  rette  di 
P  corrisponderanno  coniche  passanti  per  tre  punti  iìssi  Yi  It  P'  di  II,  e  le  imagini  delle 
sezioni  piane  di  F  si  trasformeranno  in  curve  K  d'ordine  2.8  —  4  —  4  —  2  =  6,  aventi 
sette  punti  doppi  f,  7^  p  p,  p',  Pt  p^'  *)  e  quattro  punti  semplici  X  fissi  **).  Le  coniche 
gsgìbsb'sbib' , ,  gig^bib'sbib's  sì  trasformano  in  rette  pPiP'i,  p^ap's,  mentre  la  conica 
gi9iib,b\b.ib'.2  dà  di  nuovo  una  conica  TiTsPiP'iPzP'a;  perciò  dalla  rete  L  nasce  la  rete 
A  di  coniche,  individuata  dalia  conica  ViTsPiP'iPsp'a  e  dalle  due  coppie  di  rette  (ppiPV, 


*)  Cioè  i  due  punti  [,  Tj  e  i  punti  che  naacono  da  63  b,  6'j  b^  b\  mercè  la  traeformazione. 
'*)  Nasoenti  dai  punti  l  mercè  la  trasformazione. 
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YiTs),(PP!P'!,YiYs)-  I^i'^  coniche  qualaivogliano  di  questa  rete  si  segheranno  in  due  punti 
allineati  col  punto  fisso  p.  La  curva  D  si  tramuta  in  una  cubica  A  passante  pei  punti 
Ti  Ys  Pi  Pi  ^sPa^i  ^8  ?-s^  e  segante  ciascuna  conica  della  rete  A  in  due  punti  ]i.,\l,  in 
linea  retta  con  p.  I  punti  X  saranno  le  intersezioni  di  A  con  una  conica  passante  per  ^,  Yj 
ma  non  compresa  nella  rete  A, 

Fra  le  eubielie  descritte  pei  punti  Tj  fa  P  Pi vi  è  evidentemente  la  tema  di  rette 

(PPiP'i,  PPtP's,  TiTs),  dunque  la  tangente  in  p  alla  eubica  A  incontrerà  la  medesima 
curva  in  un  punto  allineato  con  Yi  f s  ■ 

La  rappresentazione  d'ordine  minimo  della  superficie  F  sopra  un  piano  li  si  effettuerà 
adunque  come  segue.  Assumasi  in  II  una  curva  A  di  3."  ordine,  come  imagine  del  punto 
uniplanare  0;  e  in  essa  si  fissi  il  punto  p,  dal  quale  conducansi  le  rette  ppip'i,  PPsP's, 
imagini  di  due  altri  punti  doppi,  per  es.  di  Oi  e  Oj.  Per  Pi  p'i  %  p's  descrivasi  una  conica 
clie  seghi  di  nuovo  la  cubica  in  Yi  Tai  e  per  Yi  Yi  un'altra  conica  le  cui  intersezioni  con 
A  siano  X,  Xs  Xj  Xj  :  potremo  assumere  la  prima  di  queste  coniche  come  imagine  del 
terzo  punto  doppio  O3  e  i  punti  X  come  rappresentanti  le  quattro  rette  comuni  ad  F  e  al 
piano  (2). 

Ora,  per  un  teorema  noto,  tutte  le  curve  di  6.**  ordine  aventi  i  punti  doppi  Yi  Ts  P  Pi 
P'i  %  ?2  e  passanti  per  X,  X,  X3  segano  la  eubica  A  in  un  nuovo  punto  fisso.  Ma  fra  queUe 
curve  vi  è  manifestamente  il  luogo  formato  dalle  due  rette  pPip'i,  ppsp's  e  dalle  due 
coniche  YiTsPiP'iPjP'e-  f  if  AiXaXjXj  ;  dunque  il  nuovo  punto  fisso  è  X,.  Da  ciò  segue  che 
le  curve  di  6,"  ordine  dotate  dei  sette  punti  doppi  Yi  YaP----  e  passanti  per  i  quattro 
punti  semplici  X  formano  un  sistema  lineare  triplamente  infinito  2;  e  siccome  due  qua- 
lunque di  esse  curve  si  segano  in  quattro  nuovi  punti,  cosi  le  curve .  medesime  si  pos- 
sono assumere  come  imagini  delle  sezioni  piane  di  una  superficie  <t<  di  4."  ordine.  Ora 
rimane  a  dimostrare  che  questa  superficie  è  della  stessa  natura  della  proposta  F. 

Pei  sette  punti  Yi  Ya  p  ...  si  può  descrivere  una  rete  di  cubiche,  una  qualunque  delle 
quali  insieme  con  A  forma  una  curva  del  sistema  1  tutte  le  curve  analoghe  sono  le 
imagini  delle  sezioni  fatte  in  ^  con  tutt'i  piani  uscenti  da  uno  stesso  punto  fisso,  dunque 
la  cubica  A  rappresenta  un  punto  singolare  di  *  Il  qua!  punto  e  doppio,  giacché  due 
cubiche  arbitrarie  della  rete  sopradetta  si  segano  m  due  altri  punti,  d  che  vuol  dire  che 
ogni  retta  uscente  dal  punto  singolare  mcontia  di  nuo^o  <1*  m  due  punti.  Ogni  cubica 
della  rete  incontra  A  in  due  nuovi  punti,  entrambi  comum  ad  uno  'ite'jso  fascio  di  cubi- 
che: dunque  ogni  piano  passante  pel  punto  singolare  contiene  una  ed  una  sola  retta,  le 
cui  intersezioni  con  <I>  sono  riunite  nel  detto  punto,  mentre  ogni  altra  retta  uscente  da 
esso  incontra  #  in  due  altri  punti.  Ciò  viene  a  dire  che  il  punto  singolare  è  uniplanare  e 
che  le  rette  condotte  per  esso  nel  piano  tangente  incontrano  ivi  la  superficie  in  quattro 
punti  coincidenti. 

Dunque  la  sezione  fatta  dal  piano  tangente  ha  un  punto  quadruplo,  cioè  consta  di 
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quattro  rette:  il  che  si  dimostra  anche  nel  modo  seguente.  La  rete  già  considerata  contiene 
un  fascio  di  cubiche  passanti  per  >.,•,  queste  cubiche  rappresentano  non  già  curve  di  4.° 
ordine,  ma  bensì  del  3.°;  dunque  X,  è  l'imagine  di  una  retta  comune  ai  piani  delle  sezioni 
corrispondenti  alle  cubiche  del  fascio.  Di  questi  fasci  ve  ne  sono  quattro,  ma  tutti  hanno 
una  curva  comune,  che  è  la  cubica  A;  dunque  le  quattro  rette  di  *,  rappresentate  dai 
punti  X,  giacciono  in  uno  stesso  piano,  la  cui  sezione  colla  superficie  ha  per  imagine  la  cu- 
bica A  presa  due  volte. 

Vi  è  una  rete  di  curve  di  4."  ordine  aventi  un  punto  doppio  in  p  e  passanti  per  -fi  -fj, 
per  gli  altri  quattro  punti  p  e  pei  quattro  punti  X;  ciascuna  di  esse  insieme  colla  conica 
fiVsP,....  costituisce  una  curva  del  sistema  S;  dunque  questa  conica  rappresenta  un 
altro  punto  singolare  dì  <i>.  Che  poi  questo  punto  sia  doppio,  risulta  dall'  osservare  che 
due  curve  della  rete  si  segano  in  due  nuovi  punti.  Ciascuna  curva  della  rete  sega  la  conica 
Yi  fs  Pi  •■■-  in  due  altri  punti:  ciascuno  di  questi  è  comune  a  tutto  un  fascio  di  curve,  e 
ì  due  punti  insieme  giacciono  sopra  una  sola  curva  della  rete;  dunque  ogni  piano  passante 
pel  punto  singolare  contiene  due  rette  che  ivi  osculano  <I>;  vale  a  dire,  il  punto  singolare 
è  un  punto  conico. 

Nello  stesso  modo  si  dimostra  che  le  rette  PPiP',,  pPjjB'^  rappresentano  due  altri 
punti  conici  di  "t*. 

Una  retta  condotta  nel  piano  II  per  un  punto  7  incontra  altrove  in  quattro  punti 
qualsiasi  curva  del  sistema  S,  in  due  punti  la  cubica  A,  ed  in  un  punto  ciascuna  delle 
linee  fiVapPip'.PjP'!,  PPiP'i,  PPiP'^;  dunque  le  rette  per  v,  e  le  rette  per  i^  rappresen- 
tano due  serie  di  curve  gobbe  di  A."  ordine  passanti  pei  tre  punti  conici  e  aventi  un 
punto  doppio  nel  punto   uniplanaie  di  <&.  Una  retta  per  y,,  un'altra  per  Ve,  la  cubica 

A  presa  due  volte,la  conica  7,75 p, e  le   rette  pPiP'j,  pPiP'a  insieme  costituiscono 

un  luogo  del  12.°  ordine  pel  quale  ì  sette  punti  Yi^tP.,..  sono  quadrupli,  e  i  quattro 
punti  X  sono  doppi,  cioè  l'imagine  dell'intersezione  di  ^  con  una  superficie  di  2,°  ordine. 
Dunque  due  curve  gobbe  di  4."  ordine,  appartenenti  l'una  alla  prima,  l'altra  alla  seconda 
delle  due  serie  predette,  giacciono  insieme  in  una  stessa  superficie  di  2."  grado,  passante 
pei  quattro  punti  doppi  di  ^  ed  avente  con  questa  il  piano  tangente  comune  nel  punto 
uniplanare. 

Da  tutto  ciò  conchiudiamo  l'identità  della  superficie  *  coUa  F  precedentemente  con- 
siderata. 

Se  si  trasforma  projettivamente  il  piano  II  in  un  altro  piano,  tacendo  corrispondere 
aUe  rette  di  questo  le  coniche  di  quello  circoscritte  al  triangolo  ??i%,  le  curve  del 
sistema  S  si  mutano  in  altre  curve  dello  stesso  ordine,  tali  però  che  i  punti  doppi  analo- 
ghi a  Pi  e  p'i ,  e  quelli  analoghi  a  pj  e  ^\  riescono  infinitamente  vicini.  Si  ha  così  la 
seguente  rappresentazione  della  superficie  F. 
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Nel  piano  rappresentativo  descrivasi  una  cubica  C3  e  in  essa  si  assumano  tre  punti 
a:,fj,1.  Una  conica  C^  tangente  a  C3  in  p  e  ■[  la  seglii  inoltre  mg,  ft  ;  ed  una  curva  C^ 
di  4,0  ordine  coi  punti  doppi  a  p  y  e  passante  per  g,  h,  incontri  di  nuovo  C3  in  81  S,  §3  S4. 
Se  s  è  la  terza  intersezione  di  Cj  eolla  retta  Pv ,  la  terza  intersezione  di  Cs  con  as  cadrà 
sulla  conica  gka^-j .  Ciò  premesso,  le  imagini  delle  sezioni  piane  di  F  saranno  le  curve 
di  6."  ordine  g^h^tx^^^^^BiS^S^è,,  aventi  in  ciascuno  de'  punti  3,1  due  rami  toccati 
da  una  medesima  retta  lìsaa  f  p ,  t-[,  la  quale  incontri  ivi  ogni  curva  in  quattro  punti 
coincidenti;  il  che  equivale  a  dire  che  p  e  7  rappresentano  ciascuno  due  punti  doppi 
infinitamente  vicini. 

Le    imagini  dei    punti  0  O3  Oi  0^  sono  ora  la  cubica  C3 ,  la  conica  C^  e  i  punti 
p,  7;  e  le  26  coniche  della  superficie  vengono  rappresentate 
dai  cinque  punti  g,  h,  a,  p,  f. 

dalle  dodici  rette  Pf  ,  ■[«,  «p  ,  gra,  ha,  g^j ,  ftp  ,  g-f ,  ft-f ,  (p  ,  t-j ,  gh  , 
dalle   otto    coniche  g-appr,  yapvf ,  AkPPt,  A«PyY,  «PPyY,  ff^^PP  .  gli'^'l'i   g^^^'i 

(dove  ^appY  significa  la  conica  passante  per  yaPv  e  toccata  in  p  dalla  retta  fissa. 

(p  ;  ecc.  ),  e 
dalla  cubica  gha^^^^n . 

I  quattro  punti  S  rappresentano  le  quattro  rette  comuni  ad  F  ed  al  piano 

«!  +  a^i  +  «3  =  0 . 
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Giornale  di  Matematiclte,  volume  X  (1372].  pp.  ì 


Credo  di  far  cosa  gradita  ai  lettori  di  questo  Giornale  comunicando  loro  ciò  che  mi 
scrisse  il  Prof.  Cremona  in  data  dell'll  gennaio  1872  relativamente  all'analogia  da  me 
notata  (nell'ultimo  fascìcolo,  p.  344)  [Opere  matematiche  di  E.  Beltrami,  tomo  II,  p.  186] 
fra  la  teoria  delle  coniche  e  quella  dei  complessi.  Io  non  posso  che  accettare  pienamente 
la  ing^osa  ed  interessante  interpretazione  che  ne  dà  il  mio  egregio  amico,  e  che  qui 
trascrivo. 

«  La  spiegazione  della  comparsa,  nella  teoria  delle  coniche,  di  quelle  sei  quantità 
p  —  p',  eoe.  che  servono  anche  da  coordinate  alle  rette  nello  spazio,  è,  a  mio  credere,  la 


0  Quando  le  rette  dello  spazio  (ordinario)  si  rappresentano  colle  sei  coordinate  omoge- 
nee, che  dirò  a,  ì>,  e,  l,  m,  n,  fra  le  quali  ha  luogo  la  relazione  quadratica 

si  viene  a  considerare  un'estensione  lineare  quintuplicemente  infinita,  un  elemento  qua- 
lunque della  quale  è  individuata  dalle  coordinate  indipendenti  a,  b,  e,  l,  m,  n;  e,  in 
quest'estensione,  si  isolano  poi  tutti  quegli- elementi,  in  numero  quadruplicemente  infinito, 
le  cui  coordinate  soddisfanno  alla  precedente  equazione.  Gli  elementi  così  isolati  sono  le 
rette, 

0  Ora  questa  stessa,  operazione  si  può  fare  sulle  coniche  di  un  piano.  Tutte  le  coni- 
che di  un  piano  eostituìscono  appunto  un'estensione  lineare  oo*;  e  siccome  la  condizione 
affinchè  una  conica  sia  inscritta  in  un  triangolo  inscritto  ad  un'altra  conica  è  quadra- 
tica rispetto  ai  coefficienti  della  seconda  conica,  cosi  tutte  le  coniche  circoscritte  a  trian- 
goli circoscritti  ad  una  conica  fìssa  costituiscono  un'estensione  co^  affatto  analoga  a 
quella  costituita  dalle  rette  nello  spazio.  [^^] 

B  Se  indichiamo  con  A,  B,  C,  F,  G,  H  i  coefficienti  dell'equazione  della  conica  fissa 
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in  coordinate  tangenziali,  e  con  a,  h,  e,  f,  g,  h  i  coefEoienti  dell'equazione  della  conica 
variabile  in  coordinate  locali,  la  condizione  sovraccennata  è  la  seguente  (Salmon,  Conics, 
p.  328  deUa  4.»  ediz.): 

0  =  (A(i+B6  +  Cc+2F/+2Gy+2HA)' 

—  4  ((B  C  -  F^)  (6  e  -  f )  +  (C  A  -  G'^)  {ca^g')  + (AB-  H^)  {«  h  —  h^) 
+  2  (G  H  —  A  F)  (<f  A  —  a  /)  +  2  (H  F  —  B  G)  (fe  /—  6  ^)  +  2  (F  G  —  C  H)  (f  ff  -  e  ft) ) 
ossia,  ponendo  A  =  B=^G  =  0,    F=^G^H^==1,    come  è  lecito, 

ììc+ea+aì)--\-af-\-bg-'re'h^O.        l^^] 
Se  di  nuovo  si  pone 

2f+b  +  c^l,    2g  +  c  +  a  =  ni,    2h  +  a+b  =  n, 

la  precedente  condizione  diventa 

al  +  bm-i-  cn  =  0, 
soddisfacendo  alla  quale  la  conica 

(1)    axix~y  —  z)  +  by(y  —  z~x)  +  es(s  —  x  —  y)  +  lyz  +  mzx+nxy^O 
è  circoscritta  ad  un  triangolo  eireoseritto  alla  conica  fissa 

x^  +  y''  +  ^  —  'iys  —  2sx  —  2xy  =  Q. 

È  quindi  chiaro  che  tutta  la  geometria  deUe  rette  nello  spazio  coincide  colla  geometria 
delle  coniche  de!  sistema  (1).  Per  esempio  ad  un  complesso  lineare  di  rette 

aa+^b  +  TC  +  Xl+^m  +  vn^O 

corrisponde  il  sistema  di  quelle  fra  le  coniche  (1)  che  sono  circoscritte  a  triangoli  coniu- 
gati con  una  conica  data,  conica  la  cui  equazione  in  coordinate  tangenziali  avrebbe 
per  coefficienti 

a+H+v,    p+v+X,    f+X+[t,    X,  ^  V.        [SS] 

Ad  un  fascio  di  rette  corrisponde  un  fascio  di  coniche,  cioè  a  due  rette  che  si  segano  corri- 
spondono due  coniche  tali,  che  anche  tutte  quelle  del  fascio  da  esse  determinato  appar- 
tengono al  sistema  (1). 

i<  Se  invece  dì  triangoli  si  volessero  considerare  polìgoni  d'un  maggior  numero  di  lati, 
la  corrispondente  condizione  di  simultanea  inscrizione  e  circoscrizione  (vedi  Gayley  nelle 
Phil.  Trans,  del  1861)  sarebbe  d'un  grado  più  elevato  nei  coefficienti  della  conica  varia- 
bile, e  quindi  non  si  avrebbero  piil  estensioni  comparabili  a  quella  che  è  costituita  dalle 
rette  nello  spazio  ordinario». 
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Come  qui  si  vede,  la  teoria  degli  spazi  ad  n  dimensioni  si  può  utilmente  invocare 
anche  nelle  rieerelie  dell'ordinaria  geometria,  quando  si  assumano  come  coordinate  indi- 
pendenti di  un  tale  spazio  i  coefficienti  dell'equazione  di  una  linea  o  di  una  superfìcie  di 
data  specie,  la  quale  tien  luogo,  in  tal  maniera,  dell'elemento  semplice  o  punto  di  quello 
spazio.  È  un  concetto  assai  fecondo,  il  quale  del  resto  è  già  stato  eminentemente  utUe  alla 
scienza:  ognun  vede  iofatti  che  la  dottrina  analitica  della  dualità  non  è  che  l'applicazione 
del  concetto  medesimo  al  caso  più  semplice  e  più  immediato,  a  quello  cioè  della  retta  e 
dei  piano.  L'iUustre  Hesse,  neU'assegnare  Li  significato  geometrico  dì  una  relazione  lineare 
che  abbia  luogo  fra  ì  coefficienti  dell'equazione  di  una  conica,  interpretazione  dalla  quale 
scaturirono  tante  e  sì  ammirabUi  conseguenze  geometriche  ed  analitiche,  è  andato  un 
passo  più  in  là  ed  ha  dato  il  primo  esempio  di  una  ulteriore  e  meno  semplice  applica- 
zione di  quel  concetto.  Ispirandosi  allo  stesso  ordine  di  ricerche,  il  prof.  Cremona  mi 
faceva  conoscere,  nello  scoilo  dicembre,  un  interessante  teorema  relativo  allo  spazio 
di  4  dimensioni,  avente  per  elementi  le  sfere  dello  spazio  ordinario.  Eccole  sue  parole: 
1  Assunta  la  quadratica 

x\  +  xl  +  xl->r  xl  +  xl  =  0 

come  rappresentatriee  dell'ossokfo,  dove  le  x,,  x.;,  x^,  x^,  3%,  sono  i  coefficienti  della 
equazione 

Xi{X^+Y'+Z^—l)  +  2x,X  +  2x,Y  +  2x,Z  +  ix^{X'+Y'+Z''+l)=0 

d  una  sfera  riferita  ad  assi  cartesiani,  la  àistansa  ài  due  elementi  equivale  appunto  aWatir 
gùh  di  due  sfere,  inteso  nel  senso  ordinario  ». 

Bologna,  16  gennaio  1872. 

Eugenio  Beltrami. 
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Annali  di  JUatenintica  pura  ed  applicata,  serie  II,  tomo  V  (1871),  pp.  13U62. 


1.  Quattro  variabili  omogenee  indipendenti  Xi  x^  x^  x,  siano  legate  ad  altre  quattro 
variabili  analoghe  y,  y^  y^  y^  mediante  le  relazioni: 

(1)  a:,  :  %  :  3%  :  a;^  ==  f,  :  y^    f^:  f, 

dove  le  (p  siano  funzioni  (algebriche  razionali)  intere  omogenee  di  «no  stesso  grado  v  delle  y. 
Considerando  h  x  e  le  y  come  coordinate  di  dne  punti  corrispondenti  in  due  spazi  a 
tre  dimensioni,  le  (1)  esprimono  che  ad  un  punto  qualsivoglia  dello  spazio  (y),  purché  non 
comune  alle  quattro  superficie  y=0,  corrisponde  un  solo  e  determinato  punto  dello  spazio 
(a;),  e  che  ai  piani 

(2)  «1  3^1  +  a,  aij  +  «3  «3  +  «j  a;,  ^  0 
dello  spazio  (x)  corrispondono  le  superficie  d'ordine  v 

(3)  «1  (pi  +  «2  tpj  +  Oa  (p3  +  «4  y<  --  0 

formanti  un  sistema  lineare  triplamente  infinito. 

Suppongasi  ora  che  dalle  (1)  si  possano  desumere  le  y  espresse  razionalmente  colle  x, 
cioè  le  formole  inverse  delle  (1)  siano 

*)  I  risultati  esposti  in  questa  Memoria  furono  comunicati  al  R.  Istituto  Lombardo 
nelle  sedute  i  maggio  e  1."  giugno  1871  [Queste  Opere,  n.  91,  92];  e  in  parte  anche  alla  Società 
delle  Scienze  di  Gottinga  (Nachrichten  1871,  n."  6;  e  Mathematische  Annalen,  t.  i,  p.  213) 
[Queste  Opere,  n.  93].  Oon temporaneamente  usciva  alla  luce  l'interessante  Memoria  del  sig, 
NOETHEB,  Veher  (He  eindeutìgen  BmtmtramsfoTmatwnen  {Math.  Annalen,  t.  3,  p.  547). 
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(4)  yi:y.:yi:yt  =  ^i:'^t:^,--'^4 

essendo  le  -f  funzioni  intere  omogenee  delle  x,  di  un  medesimo  grado  [<, 

Ciò  equivale  a  supporre  il  sistema  (3)  tale,  che  tre  superficie  prese  arbitrariamente  da 
esso  abbiano  un  unico  punto  comune,  il  quale  non  appartenga  a  tutte  le  superficie  del  si- 
stpma  medesimo:  così  che  anche  ad  un  punto  qualunque  dello  spazio  (x),  purché  non  co- 
mune a  tutte  le  superficie  <])  =^  0,  corrisponde  un  solo  e  determinato  punto  dello  spazio 
{y).  Dalle  (4)  segue  inoltre  che  ai  piani 

(5)  ?iy,  +  ?,y,  +  P,y,  +  %y,  —  (i 

dello  spazio  (y)  corrispondono  le  superficie  d'ordine  \>. 

(6)  ?,-!>,  +  P.^.+  p3'I'3+P,t4-=0 

formanti  un  sistema  lineare  triplamente  infinito  ;  tre  qualunque  delle  quali,  in  virtii  delle 
(1),  si  segano  in  un  solo  punto  non  comune  a  tutto  il  sistema.  Le  (1),  (4)  significano  ezian- 
dio che  ciascuna  superficie  dei  sistemi  (3)  e  (6)  è  rappresentabile  punto  per  punto  sopra  un 
piano. 

2.  Per  brevità  di  discorso  diremo  omdoide  *}  una  superficie  quando  sia  dotata  della 
proprietà  di  poter  essere  rappresentata  punto  per  punto  sopra  un  piano;  e  omaloidico  un 
sistema  di  superficie  algebriche,  il  quale,  come  i  sistemi  (3)  e  (6),  soddisfaccia  alle  due 
condizioni:  1°  d'essere  lineare  e  triplamente  infinito;  2."  che  tre  superficie  prese  ad  arbi- 
trio nel  sistema  si  seghino  in  un  solo  punto  non  comune  a  tutto  il  sistema  medesimo.  Le 
superficie  di  un  sistema  omaloidico  sono  necessariamente  omaloidi. 

Queste  denominazioni  possono  valere  anche  per  le  fia;ure  piane  (e  por  le  figure  descritte 
in  una  superficie  omaloide),  cosi  che  una  curva  omaloide  sarà  una  curva  razionale,  ed  una 
rete  omaloidiea  di  curve  sarà  un  sistema  lineare  doppiamente  infinito  di  curve  (razionali), 
due  qualunque  delle  quali  si  seghino  in  un  solo  punto  non  comune  a  tutte. 

3.  Dato  in  uno  spazio  (y)  un  sistema  omaloidico  (3),  possiamo  porre  le  formole  (1) 
cioè  stabilire  una  corrispondenza  univoca  fra  le  superficie  (3)  ed  i  piani  d'un  altro  spazio 
(x);  e  quindi  dedurne  le  (4).  Così  viene  ad  essere  individuato  nello  spazio  (x)  un  nuovo  si- 
stema omaloidico  (6)  che  possiamo  chiamare  Vinverso  del  dato.  I  due  sistemi  omaloidici 
servono  di  base  a  due  trasformazioni  inverse,  razionali  entrambe,  che  hanno  luogo  senza 
presupporre  le  variabili  (di  ciascuno  spazio)  legate  da  alcuna  relazione. 

Basta  adunque  che  sia  dato  un  sistema  omaloidico,  perchè  risultino  determinati  il  si- 

*)  Cfr,  Sylvester  nel  Cambridge  and  Dnbiin  Mati).  Journal,  t.  6,  p.  12.  Le  superficie 
omaloidi,  come  !e  curve  razionali  (di  genere  p  t=  0),  sono  dette  umcursal  dal  sig.  Oailet. 
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sterna  inverso  e  le  due  trasformazioni  razionali  inverse,  per  mezzo  delle  quali  si  passa  dal- 
l'uno spazio  ali  altro  e  viceversa. 

In  altre  parole,  la  ricerca  delle  trasformazioni  razionali  nello  spazio  (come  nel  piano)  è 
ridotta  a  quella  dei  sistemi  omaloidiei. 

4.  Diremo  f(mdamentaU  *)  o  principali  **)  i  punti  e  le  linee  comuni  a  tutte  le  super- 
fìcie d'un  sistema  omaloldieo.  Due  superfìcie  qualsivogliono 

(  a.  ÌJ,  +  a,  tp,  +  «3  <P3  +  «4  94  =  0 

del  sistema  (3)  avranno,  oltre  alle  curve  fondamentali,  una  curva  comune  R,  la  quale,  do- 
vendo corrispondere  punto  per  punto  alla  retta  intersezione  dei  piani 

„  (  a,  ^,  +  «a  a;;  +  «3  ^3  +  «4  3^4  =  0 

I  a',iCi+  a\x^+  a'3i^+  a',iC4  =  0, 

è  necessariamente  una  curva  razionale.  E  siccome  la  retta  (8)  incontra  in  [j,  punti  una  su- 
perfìcie qualunque  del  sistema  (6),  così  la  curva  R  definita  dalle  (7)  avrà  [j.  punti  comuni 
con  un  piano  qualsivoglia  (5)  dello  spazio  {y)\  dunque: 

Alle  rette  dello  spazio  (x)  corrispondono  curve  gobbe  rasionali  d'ordine  [i,  una  qualunque 
delle  quali  satrà  determinata  da  quattro  eondi^ni. 

Ed  analogamente: 

Alle  reUe  dello  spazio  (y)  corrisponde  un  sistema  quadruplamente  infinito  di  curve  gobbe 
razionali  d'ordine  v. 

Indicheremo  con  S  una  qualunque  di  queste  curve,  comune  a  due  superficie  del  si- 
stema (6). 

5.  NeUo  spazio  (x)  una  retta  ed  un  piano  hanno  un  solo  punto  comune,  se  la  prima  non 
giace  nel  secondo;  dunque: 

Una  curva  R  incontra  una  superficie  y  ***),  sulla  quale  non  giaccia  per  intero,  in  un  solo 
punio  non  comune  a  tutte  le  ^-j  ossia: 

Delle  v[i,  intersezioni  di  una  curva  R  con  una  superficie  f  ve  ne  sono  v[j.  —  1  situate 
nei  punti  e  neUe  curve  fondamentali  del  sistema  (3). 

Queste  VIJ.—  1  intersezioni  tengono  poi  luogo  dì  4  (^i  —  1)  condizioni  (lineari),  fra 


•)  Mémoire  sìtr  les  surfaees  dw  3«  ordre  (G.  Ckelle-Bokchakdt,  t.  68)  [Queste  Opere,  n.  79] 
ii.«  114. 

**)  Sulle    trasformaaioni    geometriche  delle  figure   piane,  Nota  2=  (Mem.  Acoad.  Bologna 
serie  2»,  t.  5,  1865)  [Queste  Opere,  n.  62  (t.  2P)}. 
***)  Cioè  una  superfìcie  del  sistema  (3). 
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le  4iA  che  in  generale  determinano  una  curva  razionale  d'ordine  [i  *),  giacché,  come  ai  è 
veduto  ot  ora,  le  curve  R  formano  un  sistema  quadruplamente  infinito. 

Analoghe  proprietà  si  possono  enunciare  per  le  curve  S;  e  ciò  sia  detto  una  volta  per 
tutte, 

6.  Considero  un  piano  «j,  nello  spazio  (a:),  al  quale  corrisponderà  una  superficie  fp,  del 
sistema  (3)  nello  spaaiio  {y).  Alle  rette  in  «e  corrisponderanno  le  curve  fi  di  tpo;  e  le  sezioni 
piane  di  z^  avranno  per  imagini  in  «o  le  curve  d'ordine  [t  d'un  sistema  lineare,  triplamente 
infinito  e  tale  che  due  curve  qualunque  del  sistema  abbiano  v  intersezioni  variabili  (cor- 
rispondenti ai  punti  in  cui  f>n  è  incontrata  da  una  retta  arbitraria).  Perciò,  se  queste  curve 
hanno  m,-  punti  i-pli  fissi  (i  ^=  1,  2, . . .  |j.  ^  1),  sussisterà  la  relazione  **) 

,,-_ 2*  •».-»■   l"ì 

A  ciascuno  dei  suddetti  punti  i-pli  (sia  I  uno  qualunque  de'  medesimi)  corrisponderà  in 
(p,  una  curva  razionale  C*  d'ordine  i,  e  ad  una  retta  G  condotta  in  a.^  arbitrariamente  per 
I  corrisponderà  un'altra  curva  razionale  C^  _,-  d'ordine  ^i:  —  i  costituente  insieme  con  C^  una 
curva  fi  ed  avente  eolla  C^  medesima  un  punto  comune  (punto  doppio  per  la  R  composta), 
che  è  il  corrispondente  di  quello  situato  in  G  e  infinitamente  vicino  ad  I.  Variando  G  in- 
torno ad  I,  Varia  la  C,^,  ed  U  punto  doppio  percorre  la  curva  fissa  C; .  Ma  la  curva  R  com- 
posta della  C(  e  di  una  C^„,-  può  considerarsi  come  intersezione  (non  completa)  di  due 
superficie  tp,  epperò  il  punto  comune  alle  C^ ,  C^-.,-,  essendo  doppio  per  la  R,  sarà  un  punto 
di  contatto  fra  le  due  y:  dunque  ogni  punto  della  C(  è  un  punto  di  contatto  fra  due  f, 
(ossia  un  punto  doppio  di  una  tp).  Ora,  il  luogo  dei  punti  di  contatto  fra  le  if ,  ossia  dei 
punti  doppi  delle  tp  medesime,  è  la  Jacobiana  del  sistema  (3)  :  superficie  d'ordine  4  (v  —  1)  ; 
dunque  la  curva  C,,  situata  su  (p„  e  corrispondente  al  punto  I  di  «„,  giace  eziandio  sulla 
Jacobiana  delle  y. 

Siccome  poi  ai  piani  in  {y)  corrispondono  le  superficie  t|j  in  (ir),  così  le  curve  d'ordine 
ji.  del  sistema  lineare  sopra  accennato  non  saranno  altro  che  le  tracce  delle  i|)  sul  piano  oo 


*)  Che  la  più  generale  eurva  raaionale  d'ordine  jl  nello  8pam.o  ad  r  dimeasioni,  sia  deter- 
minata da  (r-|-l)(ii-|-l)  — i  coudizioni,  risulta  dall' osservare  cìi'essa  è  definita  mediante  le 
equazioni  yi  :  yz  :  ...  :  i/,+i=/i  : /a  :  ...  i/r+i ,  dove  le  /  sono  funzioni  intere  d'un  parame- 
tro cu,  dello  stesso    grado  [i,eclie  degU  (r-j-l)(|).-}-l)  coefQeienti  arbitrari  di  queste  funzioni 

se  ne  possono  eliminare  4  mediante  una  sostituzione  lineare  oi'  =      |~  ,    . 

**)  Cremona,  Sulle  trasformmsiowi  geomeWiche  delle  jigure  piarne  (Mem.  Aocad.  Bologna, 
1863  e  186S)  [Queste  Opere,  n.  40,  62  (t.  2.o)];  —  Catlbt,  On  the  rational  fransformation 
bettveen  two  spaees  (Proceedings  of  the  Lond.  Math.  Society,  t,  3);  —  Noeiheb,  Veber  Fldchen 
welcke  Sohaaren  rationaUr  Curven  besiUen  (Math.  Annalen,  t.  3). 
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e  gli  tUi  punti  i-pli  (uno  dei  quali  è  I)  saranno  le  intersezioni  di  questo  piano  con  una  curva 
F„j .  d'ordine  m^ ,  i-pla  per  tutte  le  i[).  Viceversa,  ae  una  curva  E  si  spezza,  la  sua  imagine 
che  è  una  retta,  dovrà  passare  per  un  punto  I.  Dunque: 

A  cmscun  punto  di  una  curva  fondamentale  dello  spasio  (x),  che  sia  i-pla  per  tutte  le  su- 
perficie 1^,  corrisponde  una  curva  rasioncde  d'ordine  i,  luogo  geometrico  deUa  quale  è  una  su- 
perficie ehe  fa  parte  della  Jacoliana  delle  rp. 

L'ordine  di  questo  luogo  sarà  uguale  al  numero  delle  intersezioni  (non  fisse)  di  una  curva 
S  qualunque  coUa  predetta  curva  fondamentale  i-pla  dello  spazio  (x).  E  il  genere  *)  di  esso 
luogo  sarà  uguale  al  genere  della  corrispondente  curva  fondamentale. 

7.  Se  fra  le  curve  fondamentali  dello  spazio  («)  ve  n'è  una  che  le  curve  S  non  incontrino 
in  alcun  punto  jnon  fisso  |,  ad  essa  corrisponderà  una  superficie  d'ordine  0;  cioè  ad  un  punto 
qualunque  dì  quella  curva  corrisponderà  una  curva  fissa,  la  quale,  dovendo  giacere  su  ciar 
scuna  f,  sarà  una  curva  fondamentale  dello  spazio  (y).  Se  la  prima  curva  è  i-pia  per  le  -]) 
e  d'ordine  i',  la  seconda  curva  sarà  d'ordine  i  e  multipla  secondo  i'  per  le  rp.  La  relazione 
fra  le  due  curve  è  reciproca,  cioè  a  ciascun  punto  della  seconda  corrisponde  tutta  la  prima 
curva;  e  la  seconda  curva  non  è  incontrata  in  alcun  punto  jnon  fissoj  da  una  curva  arbi- 
traria K. 

8.  Una  retta  incontra  la  Jaeobiana  delle  iji  in  4  (^  —  1)  punti;  dunque  un»  E  qua- 
lunque incontra  in  4([j,  —  1)  punti  l'insieme  delle  curve  (e  dei  punti)  fondamentali 
dello  spazio  {y).  Ma  4  (|i.  —  1)  è  appunto  il  numero  delle  condizioni  lineari  comuni  alle 
curve  R,  giacché  queste  costituiscono  un  sistema  quadruplicemente  infinito;  dunque  le 
curve  B  sono  pienamente  determinate  dal  dover  segare  in  4  (ji.  —  1)  punti  le  curve 
(e  i  punti)  fondamentali  dello  spazio  (y). 

Quando  una  curva  R  si  spezza  in  due  C,,  C^-,,  la  prima  appartiene  aduna  serie  sem- 
plicemente infinita,  il  cui  luogo  è  parte  della  Jaeobiana  delle  tp;  la  seconda  invece,  corri- 
spondendo ad  una  retta  che  passa  per  un  punto  I  (di  una  curva  fondamentale  i-pla  in 
{x)),  appartiene  ad  un  sistema  triplamente  infinito;  ossia  è  soggetta  a  4([i.  —  i)  —  3 
condizioni.  Dunque  la  C,^,-  incontrerà  lo  curve  (e  i  punti)  fondamentali  dello  spazio  {y) 
in  4([f.— i)  — ^3  punti  [^*],  Questi  punti  corrisponderanno  a  quelli  in  cui  la  retta  cor- 
rispondente a  C^_i  sega  la  Jaeobiana  delle  rj),  oltre  ad  L  Dunque,  detto  Hj  il  grado  di 
moltìplieità  col  quale  la  Jaeobiana  delle  ^  passa  per  la  curva  fondamentale  i-pla  dello 
spazio  (a;),  avremo 

4(n-i)-3  =  4{,i-l)-., 
donde 

x,=4i— 1 


*)  NOETSEE  nelle  Naohrickten  di  Gottinga,  14  luglio  1869, 
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Vna  curva  fondamentale  dello  sposto  (x),  irpla  per  le  ^e  segata  dalle  curve  S  [in  punti 
variabili],  è  multipla  secondo  4  i  —  1  per  la  Jacobiana  deUe  <^  *), 

La  curva  C^ ,  appartenendo  ad  una  serie  semplicemente  infinita,  è  soggetta  a  4  i  —  1 
condizioni  ìineari,  cioè  sega  in  4i  —  1  punti  le  curve  fondamentali  dello  spazio  (y);  ciò 
che  s'accorda  coll'essere  I  un  punto  (ii  —  l)-plo  per  la  Jacobiana  delle  <['■ 

9.  Però,  se  la  curva  fondamentale  *-pla  per  le  -Jj  è  tale  elie  le  curve  S  non  la  seghino 
jin  punti  non  fissi|,  nel  qua]  caso  (n."  7)  a  tutt'i  suoi  punti  corrisponde  una  curva  fissa 
C, ,  fondamentale  nello  spazio  (y),  le  curve  C^_i  che  con  C^  formano  una  curva  R  appar- 
tengono ad  un  sistema  triplamente  infinito  (giacche  esse  corrispondono  alle  rette  seganti 
in  un  punto  non  dato  la  curva  i-pla  per  le  '^),  epperò  sono  soggette  a  4  {[j,  —  i)  —3  condi- 
zioni. Una  di  queste  consiste  nel  dover  segare  C*;  le  altre  i(^  —  i)  —  4  consisteranno 
in  altrettante  intersezioni  colle  curve  (coi  punti)  fondamentali  dello  spazio  (i/).  Dunque 
avremo  in  questo  caso 

4(p._i)_4  =  4(iL-l)-^, 
ossia  Xt^ii;  il  che  significa; 

Una  curva  fondamentale  dello  spam  (x),  irpla  per  le  superficie  '1^,  ma  non  incontrata 
dalle  curve  S  \in  punii  non  fissi\,  è  multipla  secondo  il  numero  H  per  la  Jacobiana  delle  ^. 

Se  la  detta  curva  è  d'ordine  *',  le  corrisponde  nello  spazio  (y)  una  curva  d'ordine 
i,  che  è  t'-pla  per  le  y  e  4  i'-pla  per  la  Jacobiana  delle  9. 

10.  Se  due  curve  fondamentali  delio  spazio  (x),  rispettivamente  multiple  secondo 
i,j(j'^i}  per  le  <Ji,  hanno  un  punto  comune,  a  questo  corrisponderà  una  curva  spez- 
zantesi  in  due  C;,  Cj_,,  la  prima  delle  quali  sarà  comune  alle  due  superficie  che  fanno 
parte  della  Jacobiana  delle  f  e  corrispondono  a  quelle  due  curve  fondamentali  dello 
spazio  (x)  [^^].  Come  caso  particolare  se  una  curva  fondamentale  dello  spazio  (x),  i-pla 
per  le  ^,  ha  un  punto  doppio,  a  questo  corrisponderà  una  curva  C;  doppia  per  la  super- 
ficie corrispondente  a  queUa  curva  fondamentale. 

11.  Come  si  è  già  veduto,  ad  un  punto  T  dì  una  curva  fondamentale  dello  spazio  (z), 
che  sia  i-pla  por  tutte  le  superficie  $,  corrisponde  una  curva  razionale  Cj  d'ordine  i.  Se 
Ci  giace  tutta  in  un  piano,  a  questo  piano  corrisponderà  una  <},  per  la  quale  I  è  un  punto 
(i  -\-  l)-pIo.  Infatti  ad  una  retta  condotta  arbitrariamente  per  I  corrisponderà  una  curva 
C^_,-  d'ordine  \>,  —  i,  la  quale  ha  un  punto  comune  con  C^ ,  epperò  incontrerà  il  piano 
di  questa  curva  in  altri  ^j.  —  i  —  1  punti.  Dunque  la  retta  arbitraria  per  I  sega  in  altri 
p,  —  i  — - 1  punti  la  superficie  -^  corrispondente  al  piano  di  C;  ;  vale  a  dire,  per  questa 
(j)  il  punto  I  è  multiplo  secondo  [>.  —  ((t  —  i  —  1)  =  t  +  1- 


*)  NoETHEK  nei  Math.  Anoalen,  t.  2,  p.  293;  t.  3,  p.  547. 
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Se  i  =  l,  ai  piani  passanti  per  una  retta  C,  corrispondono  superficie  $  per  le  quali 
I  è  un  punto  doppio.  Se  due  rette  analoghe  a  C^  giacciono  in  un  piano,  a  questo  corri- 
sponderà una  (j)  dotata  di  due  punti  doppi  eec 

12.  Analogamente  si  dimostra  che  se  le  Ji  hanno  una  curva  fondamentale  *-pla  e 
d'ordine  i',  a  ciascun  punto  della  quile  corri  ponda  uni  curva  fissa  piana  (ì'-pla  per  le  tp 
e  d'ordine  i),  al  piano  di  questa  cur\  i  corrisponderà  uni  [),  per  la  quale  la  prima  curva 
sarà  multipla  secondo  i-\-l. 

13.  Se  le  superficie  (p  hanno  un  punto  (fondimentile)  comune  0,  pel  quale  ciascuna 
curva  R  passi  con  r  rami,  ogni  retta  dello  sptzio  (e)  contenà  r  punti  corrispondenti  ad  0; 
vale  a  dire,  ad  0  eorrisponderà  una  tuperfhcu  d  oìdme  ».  Od  ancora:  la  superficie  t|j  corri* 
spendente  a  qualunque  piano  passante  per  0  si  spezzerà  in  due,  l'una  fissa  e  d'ordine  r,  l'al- 
tra variabile  in  una  rete  d'ordine  p.  —  r,  projettiva  alla  rete  dei  piani  per  0.  Se  il  punto  0 
assorbe  r'  condizioni  per  le  curve  H,  quella  superficie  d'ordine  r  terrà  luogo  di  una  su- 
perficie d'ordine  r'  nella  Jacobiana  delle  '}:  cioè  r'  sarà  un  multiplo  di  r,  e  la  superficie 
d'ordine  r,  corrispondente  ad  0,  dovrà  essere  conlata  r':  r  volte  nelVamidetta  Jacobiana. 

14.  Per  esempio:  se  0  è  un  punto  (semplice  o}  multiplo  secondo  un  numero  l  perle 
'f,  le  quali  però  non  abbiano  ivi  (un  piano  tangente  o)  un  cono  osculatore  fisso,  così  che 
le  r  tangenti  di  qualsiasi  curva  R  non  siano  soggette  ad  alcuna  condizione,  in  tal  caso  è 
)■'  ^  2  r;  onde  la  superficie  d'ordine  r  corrispondente  ad  0  è  da  contarsi  due  volte  nella 
Jacobiana  delle  4'.  Ad  una  sezione  piana  della  superficie  d'ordine  r  corrisponde  la  serie 
de'  punti  prossimi  ad  0  e  situati  in  una  y:  la  qual  serie  è  progettata  da  0  mediante  un 
cono  d'ordine  l.  Dunque  la  superficie  d'ordine  r  corrispondente  ad  0  è  omaloide,  e  le  ima- 
gini  delle  sue  sezioni  piane  sono  curve  d'ordine  l. 

15.  Come  secondo  esempio  :  se  0  è  un  punto  semplice  per  le  y ,  le  quali  ivi  si  tocchino 
con  un  contatto  d'ordine  r  —  1,  sarà  ì"  ={r -\-1)t;  vale' a  dire,  la  superficie  d'ordine 
r  corrispondente  ad  0  sarà  compresa  r  -\-l  volte  nella  Jacobiana  delle  i/. 

16.  Sia  0  un  punto  i-plo  per  le  y  ed  r-plo  per  le  curve  R.  Siccome  ciascuna  ^  corri- 
spondente ad  un  piano  per  0  si  spezza  in  un  luogo  Eisso  d'ordine  r  ed  in  una  superficie 
d'ordine  [t  —  r,  cosi  a  qualunque  retta  uscente  da  0  corrisponderà  una  curva  S',  co- 
mune a  infinite  superficie  d'ordine  jj.  —  r,  formanti  un  fascio.  Le  curve  S'  sono  d'ordine 
V  —  (,  giacché  questo  è  il  numero  delle  ulteriori  intersezioni  di  una  (p  con  una  retta  per 
0;  e  formano  un  sistema  doppiamente  infinito,  perchè  corrispondono  aUe  rette  che  pas- 
sano per  un  punto  fisso.  Una  curva  S'  è  dunque  assoggettata  a  4  (v  ^  i)  —  2  condizioni, 
cioè  deve  incontrare  in  4  (v  —  ?)  ^  2  punti  l' insieme  delle  curve  e  dei  punti  fondamentali 
delio  spazio  {x).  A  questi  punti  corrisponderanno  queUi  ne'  quali  una  retta  condotta  ad 
arbitrio  per  0  incontra  ulteriormente  la  Jacobiana  deUe  y.  Perciò,  se  indichiamo  con  % 
l'ordine  dì  moltìpUcità  del  punto  0  per  la  detta  Jacobiana,  avremo 
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4(,-l)~2  =  4(y-l)-x 
donde 

x=.4;  — 2; 
cioè 

XJn  punto  fondamentale  dello  spazio  (y),  l-ph  per  le  f,  è  multiplo  secondo  il  —  2  per  la 
Jacoìmna  delle  <f>  *), 

17.  Dalle  cose  suesposte  risulta  che,  se  nello  spazio  (x)  vi  ha  una  curva  fondamentale 
C,  d'ordine  r  ed  i-pla  per  le  t|),  ad  essa  eorriaponde  una  superficie  che  fa  parte  della  Jaeo- 
biana  delle  f,  e  che  sega  ciascuna  f  secondo  curve  fondamentali  dello  spazio  (y)  e  secondo 
y  curve  d'ordine  i,  corrispondenti  ai  punti  ne'  quali  C^  incontra  un  piano  arbitrario  nei 
primo  spazio.  Invece,  la  parte  di  Jacobiana  delle  <p  che  corrisponde  {n  "  15)  ad  un  punto 
fondamentale  0  dello  spazio  (a:)  non  avrà  con  una  y  qualsivoglia  alcuna  hnea  comune, 
oltre  alle  curve  fondamentali  dello  spazio  (y),  perchè  un  piano  arbitrario  dello  spazio  (x) 
non  passa  per  0. 

18.  Una  trasformazione  razionale  non  può  dirsi  pienamente  nota,  se  non  si  conoscono 
per  ciascuno  de'  due  spazi  l'insieme  delle  curve  e  de'  punti  fondamentali,  il  sistema  delie 
superficie  omaloidi  ip  o  tjj,  e  le  parti  della  relativa  Jacobiana.  La  trasformazione  è  definita 
quando  è  dato  il  sistema  omaloidieo  jad  essa  relativoj  coll'insieme  de'  punti  e  delle  linee 
fondamentali;  le  altre  circostanze  poi  si  determinano  per  mezzo  de'  teoremi  or  ora  esposti. 

Ora  mi  propongo  di  mostrare  in  qual  modo  si  possano  ottenere  tutt'i  sistemi  omatoi- 
diei,  de'  quali  faccia  parte  una  superficie  (p  data. 

19.  Sia  tp^  una  superficie  omaloide  di  grado  v,  della  quale  si  conosca  una  rappresen- 
tazione (punto  per  punto)  sopra  un  piano  0.  Tutte  le  altre  superficie  omaloidi  d'ordine  v, 
aventi  gli  stessi  punti  multipli  e  le  stesse  linee  multiple  di  f,,  segheranno  inoltre  questa 
lungo  curve  le  cui  imi^,!ni  m  IT  formeranno  un  eerto  sistema  i  Assumasi  poi  m  11  una  rete 
omaloidica  di  curve  K  **)  m  m^do  che  ciascuna  di  queste  mi^ieme  con  m  luogo  fisso  L 
(un  insieme  di  linee  inthe  contate  più  volte)  co''tituibca  una  curva  del  b^tema  2.  Una 
curva  Ki,  formando  insieme  con  L  1  imagme  dell  mtei  ezione  di  f  e  in  un  iltra  superficie 
analoga  rp^,  individua  un  fascio  j;  +  a  f  analogamente  «se  K  K  ^ono  due  altre  curve 
della  rete,  non  appartenenti  con  K  lA  ino  te'jsi  tisdo  siirann>  individuati  i  fasci 
9*  +  «aì's.  "Pi  +  «sf  6  siocome  i  tre  ìasci  cosi  ottenuti  hanno  ma  superficie  comune  f^, 
così  essi  determinano  un  sistema  Imeare  triplamente  mfinito 

il  quale  è  manifestamente  omaloidieo,  epperò  può  servire  di  base  ad  una  trasformazione 

*)  NOETHEK,  I.   e. 
**)  Per  la  de termin azione  di  queste  reti  e  di  tutto  ciò  che  vi  si  appartiene,   vedi  la  mia 
2,^  Nota  3ulle  irasformaziom  geometriche  ddle  figure  piane  (Bologna,  1865). 
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razionale  d'ordine  v  (n."  3).  Il  grado  delle  il/,  ossia  0  grado  della  trasformazione  inversa, 
aon  è  altro  che  l'ordine  delle  curve  di  tp,,  aventi  per  imagini  le  K.  Oltre  ai  punti  ed  alle 
curve  multiple  deUe  f,  sono  fondamentali  (cioè  comuni  a  tutte  le  'f)  quelle  linee  [o  punti] 
di  fp,  che  in  TI  sono  rappresentate  dal  luogo  L. 

Variando  il  luogo  Lek  rete  delle  K  in  tutt'i  modi  possibUi,  si  otterranno  per  tal  guisa 
tutte  le  trasformazioni  nelle  quali  può  essere  impiegata  la  data  superficie  y,,  [^"j 

20.  Le  K  sono  le  imagini,  in  II,  di  quelle  curve  K  (n."  4),  che  giacciono  in  ^■f^.  Se  una 
curva  K  si  spezza,  una  delle  curve  parziali  è  comune  alla  Jaeobìana  delle  fp  (n°  6);  ma  in 
tal  caso,  0  si  spezza  anche  la  corrispondente  K,  o  [^^]  questa  passa  con  un  ramo  di  più  per 
uno  de'  punti  fondamentali  della  rappresentazione  II.  Nella  prima  ipotesi,  una  delle  lìnee 
componenti  fa  parte  della  Jacobiana  della  rete  deUe  K;  nell'altra  ipotesi,  il  punto  fonda- 
mentale nominato  sarà  precisamente  l'imagine  di  quella  parte  di  K  che  è  comune  a  y^  ed 
alla  Jacobiana  deUe  «,  Dunque,  [*^]  i  punti  fondamentali  ddla  rappresentasione  U.  eie  curve 
eostituerdi  la  JaeoUana  delle  K  formano  insieme  le  imagini  di  quelle  curve  non  fondamen- 
tali ehe  sono  'comuni  alla  ^^  ed  alla  Jacobiana  delle  f,  cioè  di  queUe  curve  che  corrispondoìw 
alle  intersezioni  delle  linee  fondamerdali  dello  spazio  (x)  col  piano  corrispondente  a  <p4. 

Perciò,  se  ai  punti  fondamentali  di  II  ed  alle  parti  della  Jacobiana  delle  K  corrispon- 
dono, in  (p4,  il  rette,  l,  coniche  ,...  l^  curve  (razionali)  d'ordine  r,  le  superficie  i{i  avranno 
in  comune  una  curva  semplice  d'ordine  l,,  una  curva  doppia  d'ordine  (a ,...,  una  curva 
r-pla  d'ordine  I,, , ...  Il  genere  di  queste  curve,  U  loro  intersecarsi,  o  anche  Io  scindersi  di 
alcuna  di  esse  in  parti  sarà  manifestato  dagli  analoghi  accidenti  dei  diversi  luoghi  geome- 
trici componenti  la  Jaoobiana  delle  f.  e  questi  luoghi  saranno  tosto  determinati  quando 
si  considerino  le  condizioni  alle  quali  sono  soggette  le  rette,  le  eonidie  ,.,,  le  curve  (razio- 
nali) d'ordine  r  ,...  corrispondenti  ai  punti  fondamentali  di  II  ed  aUe  linee  della  Jaco- 
biana delle  K. 

Ma  ad  esplicare  il  metodo,  piii  di  qualunque  altra  considerazione,  gioverà  la  trattazione 
di  qualche  esempio  :  dove  userò  U  simbolo  {v,  \i)  per  esprimere  due  trasformazioni  i 
per  le  quali  le  (p,  fjj  siano  rispettivamente  dell'ordine  v,  [i.. 


Trasformazioni  di  2.'>  grado. 

(v  =  2;  ;<.^2,3,4). 


21.  Sia  ^4  una  superficie  di  2."  grado  ;  è  noto  *)  che  essa  può  esaere  rappresentata  aopra 
un  piano  qualunque  II  mediante  raggi  che  projettino  i  punti  di  f^  da  un  punto  0  fissato 
ad  arbitrio  in  questa  superficie.  La  rappresentazione  ha  due  punti  fondamentali  1,  2,  che 

*)  Charles,  Théorie  analyUgue  des  eourbes  de  toue  tea  ordres  traoées  swr  l'hyperboloì'de  à  une 
Tiappe  (Comptes  rendila  de  l'Àcad.  do  Paris,  t.  63;  déeembre  1861), 
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comspondono  alle  generatrici  rettilinee  di  tp^  incrociate  in  0,  mentre  la  retta  12  è  l'imagine 
di  esso  punto  0.  Le  sezioni  piane  di  ijSj  sono  rappresentate  dalle  coniche  12  *);  e  il  sistema 
S  delle  imaginì  delle  intersezioni  di  ip,  eoUe  altre  superficie  di  2."  grado  sarà  per  conseguenza 
formato  dalle  curve  di  4  °  ordine  1^  2'  **). 

Le  K  possono  allora  essere  le  rette  del  piano  II,  purché  L  sia  un  luogo  di  3.°  ordine  1*  2', 
cioè  il  sistema  della  retta  1 2  e  di  una  conica  1 2  H  tjibtema  omaloidico  delle  (p  sarà  adunque 
costituito  dalle  superficie  di  2°  grado  che  hanno  in  comune  un  punto  0  ed  una  conica  C. 
Le  K,  cioè  le  rette  del  piano  li,  rappiesentano  toniche  pa^hAnti  per  0  e  seganti  C  in  due 
punti;  le  curve  R  sono  adunque  tutte  le  coniche  dello  spazio  the  passano  pel  punto  fisso  0 
e  incontrano  due  volte  la  conica  fissa  L  La  tra'^foi  inazione  inversa  è  per  conseguenza  di 
2.0  grado  (]3.  —  2). 

Le  K  non  hanno  Jacobiana;  ma  ai  punti  fondamentah  1,  i  di  II  corrispondono  due 
rette,  che  passano  per  0  e  incontrano  C,  dunque  il  cono  che  da  0  projetta  la  conica  C  fa 
parte  della  Jacobiana  delle  rp  e  eorri-ipondera  ad  una  Imea  fondamentale  C  dello  spazo  (x), 
d'ordine  2  e  semplice  per  le  ^. 

La  Jacobiana  delle  f  dev'essere  una  superficie  d'ordine  4,  e  per  essa  0  e  C  debbono 
avere  i  gradi  2,  3  di  moltipheità.  Pel  cono  OC  i  gradi  di  moitipiicità  di  0,C  sono  2,  1; 
dunque  la  Jacobiana  suddetta  conterrà,  oltre  al  cono  OC,  un  luogo  di  2."  ordine  pel  quale 
la  C  sia  doppia.  Siffatto  luogo  non  può  essere  altro  che  il  piano  della  conica  C,  contato 
due  volte. 

Ora  questo  piano  non  ha  in  comune  con  quaìsivolgia  f  alcuna  linea,  oltre  la  conica  fon- 
damentale C;  dunque  il  piano  di  C  corrisponde  ad  un  punto  fondamentale  0'  dello  spazio 
(a;),  semplice  per  le  curve  S, 

Di  qui  segue  che  lo  ^  sono  superficie  di  2°  grado,  aventi  in  comune  un  punto  0'  ed  una 
conica  C;  vale  a  dire,  ii  sistema  omaloidico  dello  spazio  (x)  è  affatto  analogo  a  quello 
dello  spazio  (j/). 

22.  Si  soddisfarebbe  ancora  alle  prescritte  condizioni  assumendo  per  L  il  sistema  for- 
mato dalla  retta  12  contata  due  volte  e  da  una  retta  arbitraria.  Allora  si  ottiene  un  caso 
particolare  della  trasformazione  che  precede:  le  f  (e  cosi  pure  le  '!/)  sono  superficie  di  2." 
grado  che  passano  per  una  conica  fissa  C,  ed  Iianno  un  piano  tangente  fisso  in  un  punto  0 
di  essa  conica  ***). 

Sì  in  questo  particolare,  si  nel  caso  generale  considerato  innanzi,  !a  conica  C  {e  per  con- 
ihe  C)  può  essere  U  sistema  di  due  rette  che  si  seghino. 

*)  Cioè  daJle  coniche  passanti  pei  punti  1,  2. 

■*)  Cioè  dalle  curve  di  4."  ordine  aventi  due  punti  doppi  fissi  in  1,  2. 
'*)  Rendiconti  del  E.  Istituto  Lombardo,  9  e  23  marzo  1871  [Queste  Opere,  n.  88,  89], 
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Se  il  luogo  L  è  costituito  dalla  retta  12  contata  tre  volte,  tutte  le  superfìcie  f  (ed  ana- 
logamente le  ijj)  hanno  fra  loro  un  contatto  di  2.o  ordine  in  0.  La  Jaeobiana  delle  rp  è  allora 
formata  dal  piano,  da  contarsi  quattro  volte,  che  tocca  in  0  tutte  le  tp  ;  e  la  conica  C  è  un 
pajo  di  rette  incrociate  in  0  e  contenute  nel  piano  anzidetto. 

23.  Si  giungerebbe  alla  medesima  trasformazione  (n."  21)  assumendo  per  le  K  ìe 
coniche  descritte  per  1,  2  e  per  un  altro  punto  0  fissato  ad  arbìtrio  nel  piano  II  ;  nel  quaì 
caso  L  risulterebbe  una  conica  12.  Se  questa  conica  passa  per  0  si  ha  il  caso  del  n,<»  22. 

24.  Per  0  si  conducano  i  piani  j/i^^O,  i/t  =  0,  j/a  =  0;  posto  per  brevità 

P{y)  ^PiVi  +  P^Vi  +  PsVs, 

e  indicata  con  f{y)  una  forma  quadratica  omogenea  delle  j/i,j/,,*/i,  siano 

piy)+     1^y4^(i, 
fiy)  —  iiy)y4^o 

le  equazioni  della  conica  C.  Allora  le  formolo  (1)  e  (4)  per  tutt'i  casi  dell'attuale  trasfor- 
ma2ài)ne  si  potranno  scrivere  cosi; 

xr.x,:x>:x,^  (i!  {y)  +  ky,)y,  :  (p  (y)  +  ky,)  y,  :  (ji  (y)  +  ky,jy)  :  f(y)—y,  q  (y), 

yi--yz--y-i--y,^(qi^^  +  k^,)^,-  {q{x)-\-kx,)x,:(^q(x)  +kx  "jx^-.fixf  —  x.fix). 

La  Jaeobiana  dello  spazio  (y)  sarà 

{p{y)  +  k  y,f  ikf(y)  +  p{y)q  {y} )  ^  0, 
ed  analogamente  quella  dolio  spazio  (x) 

{qix)+kx,y{kf(x)  +  p(x)qix))^0. 

Nel  caso  deln.*>21,  cioè  se  la  conica  C  non  passa  per  0,  si  può  porre  p,=^p^  =  p^  =  0 
fe  =^  1,  ^j  =  g,  =^  (jFj  =  0.  Se  C  è  un  pajo  di  rette,  f  sarà  il  prodotto  di  due  fatto  i  lineari. 
Quando  /  sia  un  quadrato  perfetto,  il  sistema  omaloidieo  dello  spazio  (y)  è  Eormato  dai 
coni  che  passano  per  0  e  si  toccano  fra  loro  lungo  una  retta  fissa,  non  passante  per  0; 
analogamente  per  l'altro  spazio. 

Nel  caso  del  nfi  22,  cioè  se  C  passa  per  0,  dovremo  porre  k^O.  Se  C  è  una  conica 
propriamente  detta,  si  può  fare  p,  ^1,  jOj  =  Ps  ^  0,  gì  =  gs  =  0,  q,  =  1,  f(y)  =  ì^. 
Invece,  si  potrà  assumere  f  identicamente  nulla,  quando  C  sia  un  pajo  di  rette,  una  delle 
quali  passi  per  0. 

Da  ultimo,  se  C  consta  di  due  rette  incrociate  in  0,  si  potrà  (oltre  a.  k=^0)  porre 
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25.  Le  K  siano  coniche  10,0;*);  il  luogo'  L  essendo  composto  della  retta  12  e  di 
un'altra  retta  per  2,  Le  'f  saranno  allora  superfìcie  di  2.°  grado  aventi  in  comune  una 
retta  C  e  tre  punti  0,  Oi,  0,;  e  ìa  trasformazione  inversa  sarà  di  3."  grado  (^1  =  3). 
AUe  rette  dello  spazio  {x)  corrispondono  le  cubiche  gobbe  {come  quelle  che  sono  rappre- 
sentate dalle  K)  che  passano  pei  tre  punti  fissi  0  Oi  Oj  e  incontrano  due  volte  la  retta  C. 

La  Jaeobiana  delle  y  è  una  superficie  di  4°  ordine,  per  la  quale  0,  0, ,  0,  sono  punti 
doppi  e  C  è  una  retta  tripla.  Dunque  ciascuna  (p  la  segherà  inoltre  secondo  un  luogo  di 
5.<'  ordine.  E  infatti,  la  Jaeobiana  delle  K,  che  è  la  tema  delle  rette  OiOs,  10,,  lOj,  rap- 
presenta insieme  col  punto  2,  una  conica  e  tre  rette.  Per  conseguenza  la  Jaeobiana  delle 
ip  comprende:  l.*>  il  luogo  delle  coniche  passanti  per  0  0,  Oj  e  seganti  C;  2."  il  luogo  delle 
rette  passanti  per  0,  e  seganti  C;  3."  il  luogo  delle  rette  passanti  per  0^  e  seganti  C;  4.»  il 
luogo  delle  rette  passanti  per  0  e  seganti  C.  Vale  a  dire:  la  Jaeobiana  delle  (p  è  il  sistema 
de' quattro  piani  00,0,,  OC,  0,C,  O3C. 

Dunque  lo  spazio  {x)  contiene  una  retta  fondamentale  doppia  D'  e  tre  rette  fonda- 
mentali semplici  G',  G',,  G';. 

Siccome  ad  una  retta  arbitraria  nello  spazio  {x)  corrisponde  in  iy)  una  cubica  gobba 
passante  per  0  0,  O5  e  segante  due  volte  C,  e  ad  un  punto  della  retta  D'  corrisponde 
una  conica  passante  per  0  0,  0^  ed  appoggiata  in  un  punto  a  C,  cosi  ad  una  retta  in  (x) 
ìa  quale  incontri  D'  corrisponderà  in  {y)  una  retta  appoggiata  a  C.  Ora  un  piano  qualsi- 
voglia p  in  {y)  contiene  infinite  rette  appoggiate  a  C;  dunque  la  corrispondente  super- 
ficie $  conterrà  infinite  rette  appoggiate  a  D'.  Vale  a  dire:  le  -[)  sono  superfìcie  gobbe  di 
3."  grado,  per  le  quali  D'  è  la  retta  doppia,  e  le  G'  sono  generatrici  semplici. 

Che  le  G'  siano  rette  appoggiate  alla  D',  risulta  anche  dall'osserrare  che  alla  D'  cor- 
risponde un  fascio  di  coniche  nel  piano  0  Oi  0^  e  ad  una  G'  un  fascio  di  rette  nel  piano 
OC,  e  che  questi  due  fasci  hanno  una  retta  comune  [^\  Invece  le  G'  a  due  a  due  non  si 
segano,   giacché  i  fasci  corrispondenti  non  hanno  nulla  di  comune. 

Ad  una  retta  arbitraria  nello  spazio  {y)  corrisponderà  l'ulteriore  intersezione  di  due 
superficie  <]*,  cioè  una  conica  incontrata  dalle  quattro  rette  D',  G'.  Ma  ad  una  retta  ap- 
poggiata a  C  corrisponde  una  retta  incontrata  da  D';  dunque  ai  punti  di  C  corrispondono 
le  rette  segate  dalle  G',  ossia  aUa  retta  fondamentale  C  eoirisponde  l'iperboloide  G'  Ci  G'^. 
Ciascuna  superficie  ^  ha  una  direttrice  non  doppia;  essa  corrisponde  al  punto  dove  C  in- 
contra il  piano  p  corrispondente  a  quella  ^. 

Le  due  generatrici  di  i|)  uscenti  da  un  punto  m'  dì  D'  corrispondono  alle  due  rette 
comuni  al  piano  p  ed  al  cono  che  dal  punto  pC  projetta  la  conica  corrispondente  ad  m': 
il  qual  cono  corrisponde  al  piano  delle  due  generatrici  di  e]).  Fra  le  coniche  passanti  per 


*)  Cioè  coniche  passanti  per  1  e  per  due  altri  punti  fissi  Oj,  0^. 
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0  Oj  Oj  ed  incontrate  da  C  ve  ne  sono  due  tangenti  al  piano  P;  esse  corrispondono  ai  due 
punti  cuspidali  di  cj). 

La  Jacobiana  delle  <])  dev'essere  una  superficie  di  8."  ordine,  passante  tre  volte  per 
ciascuna  G'  e  sette  volte  per  la  D';  e  dee  comprendere  due  volte  i  piani  corrispondenti 
ai  tre  punti  0  Oi  O^.  Di  essa  Jacobiana  fa  parte  anche  il  luogo  corrispondente  a  C,  ossia 
r iperboloide  G'G'iG'j,  il  quale  contiene  una  volta  ciascuna  delle  quattro  rette  G',  D'; 
dunque  il  sistema  de'  tre  piani  corrispondenti  ai  punti  0  0,  Oj  dovrà  contenere  D'  tre 
volte  e  ciascuna  G'  una  volta.   Questi  piani  sono   per  conseguenza  G'D',  G'jD',  G'jD'. 

Parecchi  sono  i  casi  particolari  di  questa  trasformazione,  i  quali  corrispondono  al 
supporre  ì  punti  0  Oi  0^  tutti  o  in  parte  infinitamente  vicini  fra  loro  o  aUa  retta  C,  ecc. 
Alla  medesima  trasformazione  si  giunge  assumendo  perle  K  le  cubiche  1^2  OiO^Oa,  nel 
qual  caso  L  è  una  retta  per  2. 

26.  Questa  trasformazione  dà  la  rappresentazione  di  una  superficie  gobba  -j;  di  3." 
grado  sul  corrispondente  piano  p  *).  Alle  sezioni  piane  di  tp  corrisponderanno  le  inter- 
sezioni di  p  colle  f,  ossia  le  coniche  passanti  per  un  punto  fisso  (U  punto  pC),  e  seganti 
armonicamente  un  segmento  fisso.  Di  quest'ultima  condizione  ci  persuaderemo  osser- 
vando che  le  rp  segano  il  piano  OOiOj  secondo  un  fascio  di  coniche,  epperò  segano  la 
retta  (00,0;)^  in  un'  involuzione  di  punti.  Imaguie  della  retta  doppia  di  f  sarà  l'in- 
tersezione di  p  col  piano  00,0^  che  corrisponde  a  D';  imagine  della  direttrice  semplice 
è  il  ponto  pC.  Le  rette  passanti  per  questo  punto  rappresentano  le  generatrici  rettilinee 
di  -[i. 

27.  Se  il  piano  p  passa  pel  punto  nel  quale  la  retta  C  incontra  il  piano  OOiO^,  le 
due  direttrici  deDa  superficie  gobba  corrispondente  riescono  infinitamente  vicine  **). 
La  retta  comune  ai  piani  p,  OOiOj  rappresenta  la  direttrice  e  una  generatrice  coinci- 
dente con  essa.  Le  sezioni  piane  della  superficie  gobba  i})  hanno  per  imagini  le  coniche 
che  passano  pel  punto  pC  e  sono  ivi  toccate  da  rette  formanti  un  fascio  proiettivo  alla 
punteggiata  che  le  coniche  stesse  determinano  suUa  imagine  della  direttrice  (in  modo 
che  la  retta  P(00|0;)  corrisponda  al  punto  pC,  che  è  l' imagine  del  punto  cuspidale): 
infatti  nel  caso  attuale,  i  punti  della  direttrice  corrispondono  projettivamente  aUe  gene- 
ratrici  che  passano  rispettivamente  per  essi. 

28.  Se  la  trasformazione  in  discorso  sì  applica  ad  una  superficie  F'  di  2.'»  grado,  data 
comunque  nello  spazio  (x),  questa  si  muterà  in  una  superficie  di  é.*»  ordine  F,  { 


*)  Bendìconti  del  R.  latituto  Lombardo,  24  gennaio  1867,  p.  21  [Queste  Opere,  t.  2.", 
*g.  393];^  Olebsch  nel  G.  Ceelle-Boechaedt.  t.  67.  pag.  17. 

*•)   Eendieonti  del  R.  Istituto  Lombardo,  24  gennaio  1867,  pag.  22  [Queste  Opere,  t,  2.", 
ig.  39i);  —  Olebsch  nel  G.  CaELLB-BoBCHAEDT,  t.  67.  p.   19. 
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intersezioni  di  questa  con  una  retta  arbitraria  corrispondono  ai  punti  eomuoi  ad  F'  e  ad 
una  conica  incontrante  D'G'G'.GV  Alle  rette  seganti  C  corrispondono  le  rette  seganti 
D';  e  alle  rette  passanti  per  uno  de'  punti  0  corrispondono  le  rette  appoggiate  a  due  rette 
G';  ma  tutte  queste  rette  incontrano  F'  in  due  punti,  dunque  anche  quelle  incontreranno 
in  due  punti  1»  superficie  F  [fuori  della  C  o  dei  punti  0]  ;  ossia  F  ha  la  retta  doppia  0  e  i 
punti  doppi  0,  Oi,  Os  *). 

Per  ottenere  la  rappresentazione  di  F  sopra  un  piano,  basterà  proiettare  F'  da  un 
suo  punto;  le  sezioni  piane  di  F  avranno  allora  per  imagini  le  proiezioni  delle  intersezioni 
di  F  eolie  -ji,  le  quali  proiezioni  sono  curve  di  6.»  ordine  con  due  punti  tripli  (i  punti  fonda- 
mentali della  rappresentazione  di  P),  due  punti  doppi  (corrispondenti  alle  intersezioni 
di  F'  con  D')  e  sei  punti  semplici  (corrispondenti  alle  intersezioni  di  F'  colle  G').  Se  ora 
su  questo  sistema  di  curve  piane  operiamo  una  trasformazione  quadratica,  mediante  la 
rete  delle  coniche  passanti  pei  due  punti  tripli  e  per  uno  de'  punti  doppi,  le  curve  di  6° 
ordine  si  mutano  in  curve  del  4."  ordine  O'' 12345678  **),  Siccome  le  quattro  rette 
D'  G'  G',  G'a  formano  tre  piani  D'G',  D'G',,  D'G'j,  cosi  nella  prima  rappresentazione  (cioè 
nella  proiezione  di  F')  i  sei  punti  semplici  giacciono  a  due  a  due  su  tre  coniche  pas- 
santi pei  due  punti  tripli  e  pei  due  punti  doppi.  Queste  coniche  si  trasformano  poi  in  rette; 
perciò  nella  rappresentazione  definitiva  avremo  le  tre  rette  012,  034,  056,  imagini 
dei  tre  punti  doppi  0,  Oi,  0^.  Alla  retta  C  corrisponde  nello  spazio  («)  l'iperboloide; 
D'G'G'iG's,  intersecante  F'  secondo  una  curva,  la  cui  proiezione  sarà  del  4."  ordine,  ma 
che  si  trasforma  poi  in  una  curva  del  3."  ordine,  contenente  tutt'i  punti  0 1  2  ...  8.  Ad  un 
punto  di  C  in  F  corrisponde  l'intersezione  di  F  con  una  generatrice  del  detto  iperboloide; 
cioè  ad  un  punto  delia  retta  doppia  C  corrispondono  due  punti  conjugati  nella  cubica 
012...  8,  Siccome  le  generatrici  dell'iperboloide  incontrano  tutte  [^*]  la  retta  D',  cosi 
i  due  punti  coniugati  costituenti  l'imagine  di  un  punto  di  C  sono  sempre  (nella  proiezione 
di  F')  in  una  conica  passante  pei  due  punti  tripli  [^*]  e  pei  due  punti  doppi,  la  qual  conica 
si  trasforma  poi  in  una  linea  retta:  dunque  le  coppie  di  punti  coniugati  della  eubica 
012 ...  8  sono  allineate  con  un  punto  fisso  della  cubica  medesima.  Nella  retta  doppia 
C  vi  sono  quattro  punti  cuspidali,  giacché  quattro  sono  le  generatrici  dell'iperboloide 
che  sono  tangenti  a  F'.  Le  imagini  deUe  sezioni  piane  di  F  sono  le  curve  di  4."  ordine  che 
appartengono  al  sistema  0'12 ...  8  e  segano  la  eubica  012 ...  8  hi  due  punti  coniu- 
gati, n  punto  0  e  la  retta  78  sono  imagini  di  due  coniche  situate  nel  piano  00,0^,  e 
corrispondenti  ai  punti  ne'  quali  F  incontra  D'.  I  punti  (1,  2),  (3,  4),  (6,  6)  rappresen- 
tano tre  coppie  di  rette  contenute  nei  piani  OC,  OiC,  OjC,  le  quali  corrispondono  alle 


*)  NoETHEB  nei  Math.  Anaalen,  t.  3,  p.  50. 
'*)  Cioè  dotate  di  un  punto  doppio  0  e  di  otto  punti  semplici  1  2... 
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intersezioni  di  F'  eolie  tre  rette  G';  i  punti  7,  8  e  le  rette  07,  08  sono  le  imagini  di 
altre  quattro  rette  di  F,  corrispondenti  alle  generatrici  rettilinee  di  F'  incontrate  da  D', 
ecc.,  ecc. 

29.  Se  F'  è  tangente  lungo  una  conica  all'iperboloide  D'G'G'.G's,  la  corrispondente 
superficie  F  avrà  la  retta  cuspidale  C  e  i  tre  punti  doppi  0  Oi  0^.  Nella  proiezione  di  F, 
l'imagine  di  C  sarà  una  conica  123456,  e  le  imagini  delle  sezioni  piane  di  F  saranno 
curve  di  6.»  ordine  con  due  punti  tripli  1,  2,  con  tre  punti  semplici  di  contatto  4,  5,  6 
e  con  un  altro  punto  singolare  3,  equivalente  a  due  punti  doppi  infinitamente  vicini. 
Trasformando  poi  per  mezzo  della  rete  di  coniche  123,  ie  imagini  delle  sezioni  piane 
divengono  curve  di  i."  ordine  con  due  punti  1,  2  di  semplice  intersezione,  con  tre  punti 
semplici  di  contatto  4,  5,  6  e  con  un  punto  doppio  3.  I  tre  punti  4,  5,  6  sono  in  una 
retta,  imagine  della  retta  cuspidale. 

30.  Se  nello  spazio  (y)  è  data  una  superficie  quàdrica  F  passante  pei  tre  punti  0  OiOj, 
ad  essa  corrisponderà  in  (x)  una  superficie  F  di  3."*  ordine.  Infatti,  alle  rette  dello  spazio 
(x)  corrispondono  cubiche  gobbe,  le  quali  avendo  già  in  comune  con  F  i  tre  punti  0  0,  Oa , 
la  segano  in  altri  tre  punti.  La  superficie  F'  contiene:  1."  !a  retta  D',  che  corrisponde  alla 
conica  comune  ad  F  e  al  piano  00,0^;  2°  le  tre  rette  G',  che  corrispondono  alle  tre  coniche 
sezioni  di  F  coi  piani  OC,  OiC,  O^C;  3.°  due  altre  rette  appoggiate  alle  G',  le  quali  corri- 
spondono ai  punti  in  cui  F  è  incontrata  da  C;  4."  tre  rette  situate  rispettivamente  nei  piani 
D'G,  D'G'i,  D'G'i  e  corrispondenti  ai  punti  0,  0,,  Oj;  5.<*  altre  sei  rette,  ciascuna  appog- 
giata a  due  G',  corrispondenti  alle  generatrici  di  F  che  passano  per  un  punto  0;  6.°  altre 
quattro  rette,  appoggiate  a  D',  e  corrispondenti  alle  generatrici  di  F  che  segano  C;  Ifi  sei 
rette  corrispondenti  alle  coniche  passanti  per  due  punti  0  e  per  uno  de'  punti  comuni  a  C 
e  ad  F;  8."  due  rette  corrispondenti  alle  due  cubiche  gobbe  che  giacciono  su  F,  passano 
pei  tre  punti  0  e  segano  C  in  due  punti. 

Proiettando  F  da  un  suo  punto,  si  ottiene  una  rappresentazione  piana  di  F',  nella  quale 
le  imagini  delle  sezioni  piane  sono  curve  di  4.°  ordine  con  due  punti  doppi  e  cinque  punti 
semplici  fissi.  Trasformando  poi  (}uesto  sistema  di  curve  mediante  la  rete  di  coniche 
passanti  pei  due  punti  doppi  e  per  uno  de'  punti  semplici,  si  giunge  alla  rappresentazione 
d'ordine  minimo  della  superficie  di  3,"  ordine  *).  Imagini  delle  sezioni  piane  sono  allora  le 
curve  di  3.°  ordine  che  passano  per  sei  punti  {fondamentali)  fissi  12  3  4  6  6.  Questi  sei 
punti,  le  quindici  rette  12,  13,,..  e  le  sei  coniche  12345, ...  rappresentano  le  ventisette 
rette  della  superficie. 

*)  Clebsch,  Die  Geometrie  auf  den  Flàehen  dritier  Ordnung  (G.  Ceblle-Boechaedi,  t.  65, 
p.359);— Cremona,  Méinoire  de  geometrie  pwre  swr  fes  surfaces  dv,  troisième  ordre  (id.,  t.  68,  p.  82) 
(Questo  volume,  pag.  66). 
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31.  H  sig.  Cayley  *)  ha  già  dato  le  forinole  (1),  (4)  pel  caso  più  generale  della 
trasEormaaione: 

xr.x,:x^:x,  =  y,y^:y,y.^:  y,  (y.,  +  y,)  :  y,  {y,  +  y,), 

Hi  '■  iji  '■  yi'-Vi^ ^1  (s^L  Xi  —  Xi Xf)  :  Xs(x,  X,  ^ X.J Xj)  :  (Xi  —  x^) x^  iCs :  (a^  —  a;,) x,  Xs . 

Nello  spazio  (y),  le  superficie  quàdrielie  f  hanno  in  comune  la  retta  (ì/i  =  ?/2  =  0)  e  i  tre 
punti 

iy>^yi=-yt  =  0),    (y^=^y^=^y,^0),    (;/,  =  y,  =  —  ^„  1/3  =  0); 

e  nello  spazio  (x)  le  superficie  cubiche  t|j  hanno  in  comune  la  retta  doppia  (x^  ^=  Sj  =  0) 
e  le  tre  rette  semplici 

(Xi==X3^^0),   (x-i  =  X4  =  di),   (x,  —  «j  =  0 ,   x,  —  x^  =  0). 

La  Jaeobiaiia  del  1°  spazio  è  y,yiyx(yi — ?/;)^=0;  quella  del  2° 

Xl  Xl  {Xi  —  Xif  (X,  Xf  —  Xi  Xi)  =  0, 

Sono  poi  da  notarsi  i  seguenti  casi  particolari: 

1.»         a;,  :  %  :  Xg  :  «1  =  )/i  ì/s  :  y,  j/j  :  y,  {y^  —  y,)  ly^y,, 

y\'-yi-y3'y*  =  «i  («.  ^4  —  a^  a^a)  :  «,  (x,  x,  —  x^x^)-.  xlXi-.  x\x^. 

Le  y  hanno  in  comune  la  retta  (^i  =>  y^  :^  0),  e  i  punti  (j/i  =:y^^^y^=^  0),  (^i  —  y^^^y^ 
=:  j/j  =.  0),  nel  primo  de'  quali  toccano  la  retta  (j/j  =  j/,  =  0).  Le  iji,  oltre  ad  avere  la 
retta  doppia  {x^  =  a;;  =  0),  si  segano  lungo  la  generatrice  {x^  =  k,  =  0)  e  si  toccano 
lungo  l'altra  generatrice  (^1  =  3^  =  0). 

La  Jacobiana  del  ].<>  spazio  è  J/}?/jì/3  =  0;  quella  dell'altro 

X\  xl  («1  Xi  —  Xi  x^)  =  0, 

2."        xr.x,:xs:x,==  y,  ?/,  :  j/^  J/^  :  y,  J/a  :  «/?  +  V^  J/s. 

yi  ■  */;  :  J/s ■  ^1  =  a^i  (x^  X,  —  % x^)  :  x^ (x,  X,  —  x^x^}:  x'xi'.  x^,. 

Le  (p  hanno  in  comune  la  retta  (y,  =  j/^  =  0)  e  il  punto  {y,  ^  ^3  =^  ;/4  =  0),  nel  quale  le 
loro  sezioni  fatte  col  piano  »/4  =  0  hanno  un  contatto  tripunto  {e  la  tangente  y^  =  y^  =  0). 
Le  <\  hanno  in  comune  la  retta  doppia  {x^  =  .Tj  =  0)  e  si  osculano  lungo  la  generatrice 
(a^i  =3:3  =  0}. 

Le  Jaeobiane  dei  due  spazi  sono  y^  J/,  =^  0,  a^  {x^  x,  —  x,  3^3)  =  0. 


*)  Prooeedìnga  of  the  London  Math.  Society,  t.  3,  p.  171. 
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3.0         x,:x,:x,:x^^y^y^:y,y,:  ?/,  y,  ;  y^  (y,  —  y,), 

yi'y^'-y^'-yi^  (^t  —  ^i)  ^t  ^'-(^i  —  iCi)  ^^  ^i  :  (^s  —  «i)  ^i  ^2  •  ^1  ^^  ^4. 

Le  (p  passano  perla  retta  (y,  ■=yi  =  0)  e  pei  punti  (i/,  =^yì^yi  =  0),  (i(/j  =  j/3  =  ?/j^^0), 
e  sono  toccate  nel  punto  (1/1  ^==  j/a  =  ì/s  ^  0)  dal  piano  fisso  i/i  —  y^  =  0.  Le  ^,  oltre  alla 
retta  doppia  {Xi^x^^^  0),  hanno  in  comune  le  tre  generatrici  {Xi^x^  ^0),  (a;^  =  X3  ^0), 
{Xi^Xi^=^Xt  =  0),  le  prime  due  delle  quali  concorrono  sulla  retta  doppia. 
Le  Jacobiane  sono  j/,  y^  j/3  {y^  —  y^)  =  0,  a^  «|  (s,  —  i^)'  iJ^  ^^  0. 

4.0        x,:x^:x^:x^^  y,  y^  :  y^  y,  :  yl  :  y-,  y, , 

Vi '•  y2 '■  Vi '■  y4 ""==  *i  I; «3  : «I «3  : x]  Xi  :t^-,Xt. 

Le  f  passano  per  la  retta  (^1  ^^=  ^'3  =  0)  ;  oltre  a  ciò,  nel  punto  (y,  =  iVi  =  ^3  ^  0)  sono 
toccate  dal  piano  j/j  =  0  e  nel  punto  (j/,  =  3/3  =  y,  =  0)  dalla  retta  (j/3  ^y^^^  0).  Le  «Jj 
hanno  la  retta  doppia  (3-,  =  3:2  =  0),  sono  toccate  dal  piano  x^^O  lungo   la  retta 
{Xi  =  «3  =  0)  e  si  segano  in  un'altra  generatrice  (x^  =^Xi^^O). 
Le  Jacobiane  sono  ì^y^ys^O,  aj  a| «3  =  0. 

5.°        X,:  x^:  x^:  x,  =  y,y,:y^yi:  y,  y^:yì~  y,  y, , 

^1  :  y^  :  J/a  ;  2/4  =^  a'I  a%  :  a'i  2!»  lEj  :  a!i  a|  :  «i  (xi  x^  —  x^x,). 

Le  rp  passano  per  la  retta  {y,  =  y^  =  0)  e  pel  punto  (y^  =  ^3  =  !/4  ^=  0),  sono  toccate  nel 
punto  (y,  ^  i/j  ^  j/s  =^  0)  dal  piano  j/i  =  0,  e  in  questo  stesso  punto  le  loro  sezioni  fatte 
con  piani  passanti  per  la  retta  (^i  =  y^  =  0)  si  osculano.  Le  (fi  hanno  in  comune  la  retta 
doppia  {Xi  =  Sj  =  0}  e  le  generatrici  (a;,  ^^x^  =  0),  (%  ^x^^^  0),  che  concorrono  suUa 
retta  doppia;  e  lungo  la  seconda  delle  dette  generatrici  hanno  tutt'i  piani  tangenti  comuni 
Le  Jacobiane  sono  ytyiy3  =  0,  a:? 3^  3-3  =  0. 

6.0         xr.x^:x.s:x^:^y,y3:y,y^:y\:yl  —  y,  y^, 

yx-.yi-.y^-.yt^xlx^-.XyXiX^-.xl-.xlXi  —  xXx,. 

Le  fp  passano  per  la  retta  (^1  =  j/^  =  0)  e  sono  segate  dal  piano  5/3  ^  0  secondo  coniche 
aventi  un  contatto  quadripunto  in  Q/[  ^  ^s  ^=^  j/s  =  0),  dove  il  piano  tangente  comune  è 
1/1  =  0.  Le  t[)  hanno  in  comune  la  retta  doppia  {x^  =^  3:3  =  0)  e  si  osculano  lungo  la  retta 
(3:1  =  3:3  =  0),  in  tutt'i  punti  della  quale  il  piano  tangente  è  costante  (2:3=  0). 

Le  Jacobiane  sono  yf  ^3  =^  0,  xXx^^Q. 

Nel  caso  generale,  come  anche  ne'  primi  due  casi  particolari,  il  luogo  delle  direttrici 
semplici  delle  rp  è  l'iperboloide  Xi  x^  —  stj  3:3  =  0;  negli  ultimi  quattro  casi,  il  detto  luogo  sì 
riduce  al  piano  3:3  =  0.  Ne'  due  casi  che  seguono,  la  direttrice  semplice  coincìde  colla  ietta 
doppia. 
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7.»        xr.x^:3k:x,  =  y^{ìj^—  y,)  :  «/»  (j/i  —  y^)  :  y,  2/j  :  y,  y, , 

yr-y%--y3--yi  =  A  x^-.x^^  :  xt  x^  {x^  —x^-.x,  x,  {x^  ~-  x,) . 

Le  cp  hanno  in  comune  la  retta  (y,  =  ^2  =  0)  ed  il  punto  (j/j,  ^=  J/a,  ^3  ="  !/i  =  0)i  ^  nei 
punti  (j/,  =  j/j  =  i/3  =  0),  (j/t  =z  j/s  .=  j/^  z=  0)  Bono  toccate   rispettivamente  dai  piani 
y2  =  0,  y,  =  0.  Le  $  hanno  in  comune  la  retta  doppia  (3:1^3^  =  0),  che  ora  fa  anche 
le  veci  di  una  generatrice  comune,  e  le  due  generatrici  (x,=^X3  =  0),  (a;e  =  a;,  ==  0). 
Le  Jacobiane  sono  1/,  y^  (y,  —  y^f  =  0,  s^yxl  (Xi  —  Xtf  =  0. 

8.0        xr.x  -.x^-.x.^fy-.yyy^-.y^y,:  y,  y^  —  yl, 

yì'y2'-yi'y4^=^iXi:x,xl:Xi {x,  Xi  +  xl  —  «1  %)  :  s^  a^ . 

Le  (p  hanno  in  comune  !a  retta  (y,  =  «/■.  =  0)  e  i  piani  t/i  =^  0,  ^j  =  0  tangenti  rispet- 
tivamente nei  punti  (y^  =  ?/!  ^=  j/*  ^=  0),  (1/1  =  ^j  ■=  ^3  =  0),  e  sono  segate  dai  piani 
passanti  per  la  retta  (y,  =  J/4  =  0)  secondo  coniche  che  si  osculano  nel  punto 
(j/j  =  j/j  =  1/,  =  0).  Le  $  hanno  la  retta  doppia  (a;;  =  «,  =  0),  che  qui  fa  anche  l'ufficio 
di  una  generatrice  di  contatto  (così  che  essa  conta  per  6  nell'ordine  dell'intersezione  di 
due  i])),  e  si  segano  inoltre  nella  generatrice  («2  ^=  3:3  =  0). 
Le  Jacobiane  sono  yìy3  =  0;  x\^i  =  0. 

32,  Questi  casi  particolari  si  deducono  dal  caso  generale,  supponendo: 
1.0  che  due  de'  tre  punti  0,,  Oj,  O3  siano  infinitamente  vicini  in  una  data  retta 

2.0  che  i  tre  punti  Oi,  0^,  O3  siano  infinitamente  vicini  in  un  dato  piano  ^4^0; 

3.°  che  il  punto  0,  sia  infinitamente  vicino  alla  retta  C,  determinando  con  essa  un 
piano  y, — ^^  =  0  (mentre  i  punti  0^,  O3  siano  qualsivogliano)  ; 

4**  che,  oltre  all'  ipotesi  3.*,  i  punti  Oj ,  O3  siano  infinitamente  vicini  fra  loro  in  una 
data  retta  (y^  =  j/j  =  0)  ; 

b.°  che  i  punti  Oi ,  Os  siano  infinitamente  vicini  fra  loro  in  una  data  retta  {y^  =  J/3  =  0), 
ed  anche  infinitamente  vicini  alla  retta  C,  eolla  quale  determinino  il  piano  1/1  =  0; 

6,"  che,  oltre  airipotesi  5.^,  anche  il  punto  Oj  sia  infinitamente  vicino  agli  altri  due 
in  un  dato  piano  j/3  =  0; 

7."  che  i  punti  0,,  0^,  senza  essere  prossimi  fra  loro,  siano  infinitamente  vicini  alla 
retta  C,  determinando  con  essa  rispettivamente  i  piani  ^i=^0,  jy^  ^=  0; 

8.0  che,  oltre  all'  ipotesi  7.^,  i!  punto  O3  ai  accosti  infinitamente  ad  Oi  in  una  retta  data 
(j/i=!/4  =  0). 

33.  Le  K  siano  coniche  per  tre  punti  fissi  0,  0^  0^;  il  luogo  L  ridueesi  allora  alla  retta 
12  contata  due  volte.  Le  f  sono  superficie  di  2."  grado  circoscritte  ad  un  tetraedro  fisso 
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0  OiOjOs,  in  un  vertice  0  de!  quale  hanno  un  piano  tangente  fisso  w.  La  trasformazione 
inversa  è  di  4.''  grado  (p.  =  4),  giacché  alle  rette  delio  spazio  (x)  corrispondono  le  curve 
gobbe  di  4."'  ordine,  per  ìe  quali  0,  0;  O3  sono  punti  sompììei  ed  0  è  un  ponto  doppio 
eolle  tangenti  nel  piano  fisso  tu. 

Lo  spazio  (y)  non  contiene  curve  fondamentali;  e  la  Jaeobiana  delle  y  dee  segare  la 
f4  secondo  un  luogo  di  S."  ordine.  Ora  la  Jaeobiana  delle  K  è  la  tema  delie  rette  O^Oa,  O3O1, 
0|0s  che  rappresentano  tre  coniche;  e  i  punti  fondamentali  1,  2  rappresentano  due  rette, 
che  insieme  colie  tre  coniche  costituiscono  il  predetto  luogo  di  S."  ordine.  Dunque  la  Ja- 
eobiana delle  <f  comprende:  1.°  U  luogo  delle  coniche  circoscritte  al  triangolo  0  O^Oa  e 
tangenti  in  0  ai  piano  w;  2."  il  luogo  delle  coniche  circoscritte  ai  triangolo  0  O3O1  e  tan- 
genti in  0  al  piano  w;  5."  d  luogo  delle  coniche  circoserìtte  al  triangolo  0  0,0^  e  tangenti 
in  0  al  piano  <i>;  4.»  il  luogo  delle  rette  passanti  per  0  e  contenute  nel  piano  cu.  Questi  quat- 
tro luoghi  sono  ordinatamente  i  piani  0  OjOa,  0  O3O1,  0  OiOj  ed  w;  l'insieme  dei 
quali  costituirà  adunque  la  Jaeobiana  delle  y;  e  ai  piani  medesimi  corrisponderanno 
nello  spazio  (x)  tre  rette  fondamentali  doppie  D'i,  D'^,  D'j  eduna  conica  C. 

La  retta  comune  a  due  de'  tre  piani  0  OiOs,  OO3O1,  00,0,  fa  parte  d'entrambi 
i  fasci  di  coniche  contenuti  in  essi  piani;  dunque  le  tre  rette  doppie  dello  spazio  (a:)  a  due 
a  due  hanno  un  punto  comune.  Ma  le  tre  rette  doppie  non  possono  giacere  in  un  solo  e 
medesimo  piano,  perchè  ad  esso  corrisponderebbe  una  superficie  ^  della  quale  fareb- 
bero parte  i  tre  piani  0  O^Oa,  OO3O1,  00,62  (il  che  è  assurdo,  essendo  le  'f  di  2." 
grado);  dunque  le  tre  rette  concorrono  in  uno  stesso  punto  Q'. 

La  retta  comune  al  piano  w  e  ad  uno  dei  piani  0  OjOa,  0  OgO,,  0  OiOj  fa  parte 
sì  del  fascio  di  coniche  contenute  in  questo  piano,  si  del  fascio  di  rette  contenute  nel  primo 
piano  e  incrociate  in  0;  dunque  la  conica  C  incontra  ciascuna  delle  rette  D'. 

Da  tutto  ciò  segue  che  le  t[»  sono  superficie  fdi  Steiner)  di  4.'^  ordine,  per  le  quali  Q' 
è  un  punto  triplo,  le  D'  sono  rette  doppie  e  C  è  una  conica  semplice. 

Le  curve  secondo  ie  quaii  sì  segano  ulteriormente  le  4»  a  due  a  due,  ossia  ie  curve  dello 
spazio  (x)  che  corrispondono  alle  rette  dello  spazio  (j/;,  sono  coniche  appoggiate  in  un 
punto  a  ciascuna  delle  linee  D'i,  D'j,  D'3,  C. 

La  Jaeobiana  delle  ^  dev'essere  una  superficie  del  12."  ordine,  per  la  quale  ciascuna 
D' sia  multipla  secondo  7,  e  la  C  sìa  tripla.  D'altra  parte,  a  ciascuno  de'  punti  0,,  0^,  O3 
dee  corrispondere  un  piano  da  contarsi  due  volte,  e  al  punto  0  una  superficie  quàdrica 
da  contarsi  tre  volte  nella  Jaeobiana  delle  ^.  Dunque  aì  punti  0,  0^  O3  0  corrispondono 
ordinatamente  i  piani  D'.jD'g,  D'jD',,  D',  D'^  e  il  cono  quadrico  Q' C. 

Sì  giunge  alla  medesima  trasformazione,  assumendo  per  le  K  le  curve  di  4.°  ordine 
l'2^0^0i  OjOa;  ne]  quai  caso  ii  luogo  L  scompare  affatto.  Anche  qui  si  ottengono  pa- 
recchi casi  particolari,  supponendo  che  alcuni  de'  punti  OO1O2O3  siano  infinitamente 
vicini. 
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34.  Da  questa  trasformazione  si  ricava  tosto  la  rappresentazione  di  una  superficie 
I  di  Steiner  sul  corrispondente  piano  p  *).  AUe  sezioni  piane  di  <|j  corrispondono  le 
intersezioni  di  p  eolle  f,  vale  a  dire  un  sistema  di  coniche  che  incontrano  in  punti  coniu- 
gati involutorìamente  ciascuna  delle  rette,  secondo  le  quali  p  sega  i  piani  OOaO,,  OO3O,, 
OOiOj;  i  punti  doppi  delle  tre  involuzioni  sono  i  vertici  di  un  quadrilatero  completo. 
Ciascuna  rp  che  tocchi  il  piano  ^  lo  sega  secondo  due  rette;  dunque  ciascun  piano  tangente 
a  '^  sega  questa  superfìcie  secondo  due  coniche.  I  lati  del  quadrilatero  anzidetto  sono  le 
generatrici  di  contatto  del  piano  p  con  quattro  coni  y,  ai  quali  corrispondono  quattro 
piani,  e  ciascuno  di  questi  tocca  ^  lungo  una  conica. 

Ad  una  superficie  di  2,^  grado  situata  comunque  nello  spazio  (x)  corrisponde  in  (y) 
una  eerta  superfìcie  di  4.°  ordine,  per  la  quale  0,  O5  O3  sono  punti  doppi  conici,  ed  0  e  un 
punto  doppio  uniplanare,  net  quale  il  piano  tangente  sega  la  superfìcie  secondo  quattro 
rette.  Io  ho  già  studiato  questa  superficie  altrove  **), 

In  generale,  ad  una  superficie  d'ordine  n,  situata  comunque  nello  spazio  {x),  corrisponde 
in  (y)  una  superficie  d'ordine  2n,  per  la  quale  0,  Oj  O3  sono  punti  n-pli  conici,  ed  0  è  un 
punto  Ji-pio  uniplanare,  dove  il  piano  tangente  w  sega  la  superfìcie  secóndo  2n  rette  (in- 
crociate in  0),  cosi  che  la  sezione  fatta  da  un  piano  condotto  arbitrariamente  per  0  è  una 
curva  del  genere  (w  —  1)^,  per  la  quale  0  fa  le  veci  di  due  punti  »i-pli  infinitamente  vicini. 
Se  per  la  prima  superficie  il  punto  Q',  le  rette  D',,  D'^,  D'3,  e  la  conica  C  sono  multiple 
ordinatamente  secondo  i  numeri  ?,  2i,  §3,  ?3,  e,  la  seconda  superficie  sarà  dell'ordine 
2n  —  (qi  +  q^i  +  qì  +  c),  e  per  essa  i  punti  0,  Oi ,  O2,  O3  saranno  multipli  secondo  i 
numeri  n  +  q--{q,  +  q2  +  q3  +  <"),  w  —  (fs  +  qè-.  »*  —  (S'a  +  3i).  n  ~  (§1  -f  q^  ;  ecc.  ecc. 

36,  Le  formole  (1)  e  (4)  pel  caso  piti  generale  della  presente  trasformazione  sono  ***): 

x,:x,:x^  :»;,  =  yzy3:ìfiyr-y,y^:y,(ìfi  + yz  +  yù, 
yr-y^'-y^: y*  =  f  (9^) a^ ^^3 : f (9>) x^ z,  : /(«) x^x^-.x^x^x., x„ 

dove  per  brevità  si  è  posto  f{x)  =  a;^  %  -|-  %  x^-\- x^x^.h^  superficie  quadriehe  'f  sono  cir- 
coscritte al  tetraedro  formato  dai  piani  ^,  =  0,  «/^  =  0,  i/3  =  Oi  ^i  =  0  e  sono  toccate 
nel  vertice  (1/1  =  i/i  =^  2/3  =  0)  dal  piano  fisso  j/i  +  »/j  -|-  1/3  ^=  0.  Le  <l/  sono  superficie  dì 
4,'>  ordine,  aventi  in  comune  tre  rette  doppie  (gli  spigoli  del  triedro  formato  dai  piani 
«1  =  0  Kj^^O,  3^,=-0),  ed  una  conica  (iCj  =  0,  f(a;)  =  0). 

Le  Jaeobiane  dei  due  sistemi  sono  j/i  y^  j/3  (j/i  +  J/3  +  ^a)  =  0,  x\  xl  0^  f  {x)  =  0. 

Notiamo  poi  i  seguenti  casi  particolari; 

*)  Rendiconti  del  E.  Istituto  Lombardo,  24  geimajo  1867,  p.  13.  [Questo  volume,  pag.  386]. 
Glebsch  nel  G.  Crblue-Borchabdt,  t.  67,  p.  1. 

**)  Memorie  dell' Aecad,  dì  Bologna,  serie  3.',  t.   l.°  [Queste  Opere,  n.  94]. 
**•)  Ibid. 
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1.°       x,:x,:x^:x,  =  y, y^  :  y^yr-  y,  y^'-yl  —  (y,  +  y,) y, , 

yi-Vi-y^-  y*  =  /"C^)  x.^  ^  ;  fix)  x^  x,  :  f(x)  x,  x^  :  X,  x-i  (a;,  x,  —  x^  x,), 
dove  f(x)^(Xi~\-Xi)X).  Le  f  passano  pei  punti 

(?/i —  ?/.  =  ?/.  — 0),     (y,^y,^y,  =  0),     [y,^^  y^^y^^Q\ 

nel  primo  de'  quali  esse  hanno  il  piano  tangente  fìsso  j/i  +  j/j  =  0  e  le  loro  sezioni  fatte 
con  piani  passanti  per  la  retta  (^i  =  v^  ==  0)  si  osculano.  Le  ']/  sono  ancora  superficie  di 
Steiner  aventi  in  comune  le  tre  rette  doppie  (a;^  =  a;^  =  0).  {x^  ^^x^^  0),  {x^  =  ;C;  =  0) 
ed  una  conica 

{Xt-\-  X^^^Q,     X,  X^  —  X3X^^=  0), 

la  quale  però  è  ora  situata  io  un  piano  passante  per  una  delle  tre  rette  doppie. 
Le  Jaeobiane  sono  y,  y^  y^  (y^  +  f/a)  ^  0 ,  re'  a^  a|  (ari  +  ^'jf  =  C, 

2.»         x.ix^-.Xs-.x^^y^y^iy^y.-.yiy^-.yl  +  yl-i-y.y,, 

yi-y-2-ys-  yi^f(^)^-ì3:ì:f(x)^^i  ■  Ì{x)XtXi:  x,x.ìX.ìX^~3^ì{x\-\-  x^i), 
dove  f{x)^^XiX2.  Le  9  hanno  di  comune  i  punti 

{yi  =  yi  =  y-,==%   0/^  =  2/3  =  2/4  =  0), 

nel  primo  dei  quali  esse  sono  toccate  dal  piano  fisso  ?/,  =  0  e  le  loro  sezioni  fatte  con  qua- 
lunque piano  passante  per  una  delle  rette  (j/i  =2/2^=  0),  (j/,  =1/3  =  0)  si  osculano.  Le  <[) 
sono  ancora  superficie  di  Steiner  con  tre  rette  doppie  comuni  {x^  =^  x-i=  0),  {x,  =  Xi  =  0), 
(a;,  =  3;a:=0);  ma  invece  di  passare  per  una  stessa  conica,  hanno  in  comune  tutt'i  piani 
tangenti  ne'  punti  di  una  retta  doppia  (3^  =  a^  =  0). 
Le  Jaeobiane  sono  ytysy-i  =  0,  a:^ a^ a^  =  0. 

3.0        a:,  :  a^  :  3^  :  a;^  =  2/!  :  ì/i  yj  :  j/,  2/9 : 2/,  (j/s  —  y^) , 

yr.y>^:yi-yi^  f{3>)  x,  x^  :  f{x) a^ ;  f{x)  x^Xiix,  xl  x^, 
dove  f{x)  =a;,a;3 — a^.  Le  f  hanno  di  comune  i  tre  punti  (^i =2/2 ^2/3^=0),  (y,^y.i=y^^(ì), 
(2/x  =  2/3^2/4^  0),  nel  primo  de'  quali  sono  toccate  dal  piano  ^3  —  ^s  =^  0,  e  nel  secondo 
dalla  retta  2/3  =  ?/<  ^^  0-  Le  ^  sono  d'una  forma  degenere  della  superficie  di  Steiner  *), 
esse  hanno  in  comune  la  retta  (ic,  =  iCj  ^=^  0)  equivalente  a  due  rette  doppie  infinitamente 
vicine,  un'altra  retta  doppia  {Xs^X2  =  0)  ed  una  conica  (a;^  =  0,  f{x)  ==()). 
Le  Jaeobiane  sono  yt  2/2  (2/3  ~"  2/0  =  0,  x?ixtf  (x)  ==  0. 


*)  Clebsch  nel  G.  Cbelle-Boechaedt,  t.  67,  p.  15;  —  Eendieonti  del  R.  Istituto  Lom 
bardo,  24  gennajo  1867,  p.  19  [Queste  Opere,  t.  2.°.  pag.  392]. 
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yi-yi--yì-y4^f(x)x,x3:f  {x)  x^  x^  :  f(x}  4-4{x,Xt  —  4), 

dovef(x)  =  XtX3.  Le  tp  passano  pei  punti  (ì/i  =  )/s  =  1/3  =  0),  (!/j  =  !/i,=:j/^=0),  nel  pri- 
mo de'  quali  sono  toeeate  dal  piano  j/i  =  0,  e  nel  secondo  dalla  retta  {^3  =  1/4  =  0);  inoltre 
sono  segate  da  ogni  piano  passante  per  la  retta  {y,  =  y?  =  0}  secondo  coniche  che  si  osculano 
in  (^1  =  yj  =  1/3  =;  0).  Le  ([)  sono  della  stessa  forma  degenere  della  superfìcie  di  Steiner 
come  nel  caso  precedente  ;  hanno  in  comune  le  rette  doppie  (y^  =  ?/,  =  0),  (j/i  =  yi  =  0), 
la  prima  deDe  quali  rappresenta  due  rette  doppie  infìnitamente  vicine,  ed  inoltre  una  co- 
nica (Xi  =  0,  XaXt  —  a^^  0),  il  cui  piano  passa  per  la  seconda  retta  doppia. 
Le  Jacobiane  sono  1/1?^  1/3  =  0,  a^a^'al^O. 

5.'^       3^1  :  a^s  :  (E.j  :  «4  =  yf  :  J/i  2/3  :  !/l  —  3/^  J/!  :  2/3  y,, 

yr-yz--yi--y<  =  fix)  icf  :  f(,x)  -.  f(x)  x,x,:3^,Xi, 

dove  f(x)  =  3^i —  XiXi.  Lo  (p  hanno  il  punto  comune  {y,  =i/i  =  !/3=0)  col  piano  tangente 
fisso  y^  =  0,  ed  un  altro  punto  comune  (y,  =y^^=y^  =  0)  dove  le  sezioni  fatte  col  piano 
y,  =  0  si  osculano  tutte  fra  loro.  Le  iji  appartengono  ad  un'altra  forma  degenere  della  su- 
perficie di  Steiner  *);  hanno  in  comune  la  retta  iCi  =  3^  ==  0,  che  rappresenta  tre  rette 
doppie  infinitamente  vicine,  ed  inoltre  la  conica  (j^^^O,  /(a;)  =  0). 

Le  Jacobiane  sono  y^y^^^O,  x\f(x)=^0. 

36.  Questi  casi  particolari  risultano  dal  caso  generale  supponendo  : 

1.'^  che  il  punto  0^  sia  infinitamente  vicino  ad  0  nella  retta  (j/i  =  yj  =  0); 

2.0  che  anche  il  punto  0,  sia  infinitamente  vicino  ad  0  nella  retta  {y,  ^=^  j/3  •^=  0)  ; 

3,"  che  de'  tre  punti  Oi,  Oj,  O3  (ora  non  piti  supposti  prossimi  ad  0)  due  siano  infini- 
tamente vicini  fra  loro  nella  retta  (y^^^y^^^O); 

4.0  che  il  punto  0,  sia  infinitamente  vicino  ad  0  nella  retta  {?/,  ==  J/j  =  0),  e  che  i 
punti  O2,  O3  siano  prossimi  fra  loro  nella  retta  {y3=^y,  =  0); 

5."  che  i  tre  punti  0,,  OE.Oasiano  infinitamente  vicini  fra  loro  nel  piano  jj  =  0. 


Trasformazioni  di  S.»  grado. 

(v  =  3;  [1^2,  3,  4,..., 9).  [»«] 

37.  Sia  -fi  una  superficie  gobba  di  3."  grado,  la  cui  retta  doppia  indicherò  con  D.  Ab- 
biamo già  veduto  (n."  26)  che  essa  può  essere  rappresentata,  punto  per  punto,  in  un  piano 


*)  Rendiconti  del  R.  Istituto  Lombardo.  24  gennajo  1867,  p.  20.  [Queste  Opere,  t.  2f>,  p.  3 
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n  in  modo  che  le  imagmi  delle  sue  sezioni  piane  siano  coniche  passanti  per  un  punto  fìsso  1 
e  seganti  armonicamente  un  dato  segmento.  Per  conseguenza,  il  sistema  2  delle  imaginì 
delle  intersezioni  di  <p,  coUe  altre  superficie  gobbe  di  3."  grado,  dotate  della  medesima  retta 
doppia,  sarà  formato  dalle  curve  di  4.'>  ordine  1^ 

Assumendo  per  le  K  le  rette  del  piano  II,  opperò  per  L  il  gruppo  di  tre  rette  passanti 
per  1,  si  ottiene  la  trasformazione  (v  ;=  3,  |i  ^=^  2),  che  abbiamo  già  esaminata  precedente- 
mente (n.o  26). 

Le  K  siano  coniche  1  QiOs,  epperò  L  sia  un  pajo  di  rette  uscenti  da  1.  Le  p  saranno  su- 
perficie gobbe  di  3°  grado  aventi  in  comune,  oltre  aUa  retta  doppia  D,  due  generatrici  Gì , 
GjeduepuntiOi,  Oj;  e  la  trasformazione  inversa  sarà  di  3."  grado  {[i  ^  3).  Alle  rette  dello 
spazio  (a;)  corrispondono  cubiche  gobbe  E,  le  quali  passano  per  0, ,  0, ,  segano  due  volte  D 
ed  una  volta  ciascuna  delie  Gì,  G,;  come  si  riconosce  tosto  dall'esame  delle  K,  le  quali 
sono  le  im^ni  di  quelle  curve  R  che  giacciono  in  ^j. 

La  Jacobiana  delle  tp  dev'essere  un  luogo  dell'S."  ordine,  pel  quale  D,  G,,  G^  siano  mul- 
tiple secondo  i  numeri  7,  3,  3;  esso  avrà  adunque  con  ^4  un'altra  lìnea  comune  dell'ordine 
3.8  —  2.7  —  2.3  =  4.  Questa  è  l' insieme  di  una  conica  e  di  due  rette,  rappresentate  su 
ridalle  rette  OiOs,  10,,  IO2,  che  formano  la  Jacobiana  delle  K.  Dunque  la  Jacobiana  delle 
f  comprende:  1."  il  luogo  deUe  coniche  passanti  per  Oi,  O3  ed  appoggiate  alle  rette  D,  G,, 
G„  vale  a  dire  l'iperboloide  DGi 0^0,0;;  2°  il  luogo  delle  rette  che  passano  per  0,  e  segano 
D,  vale  a  dire  il  piano  0,0:  3."  il  luogo  delle  rette  che  passano  per  0^  e  segano  D,  vale 
a  dire  il  piano  OjD.  Questi  tre  luoghi  sono  da  contarsi  semplicemente  nella  Jacobiana 
delle  tp,  giacché  per  questa  i  punti  0,,  0,  sono  soltanto  doppi  (n,"  16);  dunque  la  Jaco- 
biana medesima  comprenderà  inoltre  un  luogo  del  4."  ordine,  U  quale,  dovendo  avere  D 
come  retta  quadrupla  e  Gì,  Gj  come  rette  doppie,  non  può  essere  altro  che  il  pajo  di 
piani  DGi,  DG-i,  contati  due  volte. 

Segue  da  ciò  che  gli  enti  fondamentali  dello  spazio  (x)  sono  una  retta  doppia  D'  (cor- 
rispondente all'iperboloide  DGiGsOiO^),  due  rette  semplici  G',,  G'j  (corrispondenti  ai 
piani  OiD,  O2D)  e  due  punti  semplici  O'i,  0\  (corrispondenti  ai  piani  DG|,DG;). 

Le  rette  D',  G',  hanno  un  punto  comune,  perchè  la  retta  [®'J  che  passa  per  0:  e  incontra 
D  e  Gi  appartiene  sì  alle  coniche  corrispondenti  ai  punti  di  D',  sì  alle  rette  corrispondenti 
ai  punti  dì  G'i.  Analogamente  D' sega  anche  G'i .  Da  ciò  segue  senz'altro,  che  le  <^  sono  su- 
perficie gobbe  di  3."  grado,  aventi  in  comune  ia  retta  doppia  D,  le  generatrici  G'i,  G'j,  ed 
i  punti  0\  0\;  vale  a  dire,  il  sistema  delle  <])  è  affatto  analogo  a  quello  delle  <f. 

Se  assumiamo  y,  ^0,  j/s  =  0,  j/,  —  di^a  =  0,  y,  —  a^y^  =  0  come  equazioni  dei  piani 
DOi,  DOj,  DG,,  DGs;  {y-^  =  1/,  =  0)  come  equazioni  della  retta  OiO^,  ed  l{y)  =  0  come 
equazione  dell'iperboloide  DGiG^OiOs,  le  formole  (1),  (4)  per  l'attuale  trasformazione 
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xr.x%:Xi:x^  =  y,l(^}:y^l(y):  {y,  ~  «,  y^  (y,  —  a^ y^)  y^  :  {y^  —  a,  y,)  {3ii  —  <hyi)y„ 

Vi'-Dì'  y^'-yt^^i'^ (a:)  :  »!  J (s)  :  («s  — ^  a,)  «i «s «j  :  (Oa -~ «,)  Sj a^ a:,, 

dove  J  (s)  =  (a;,  —  «i  ^3)  («,  —  Oj  a^)  +  («2  —  «1}  ìEi  3:2  —  I  {x).  Le  Jacobiane  dei  due  spazi 

sono 

I C»)  J/i  ^i  (ì'i  —  fl)  Vìf  iVi  —  a»  ^/i)'  =  0,     J  (a)  (s,  —  a,  a^)  (x,  —  a,  a^j)  a^  :e|  =  0. 

Si  hanno  casi  particolari  di  questa  trasformazione,  quando  facciansi  ipotesi  speciali 
sulla  scambievole  giacitura  dei  punti  0,,  O2  e  delle  rette  D,  G-i,  Gj.  D'ora  innanzi  tralasce- 
remo di  considerare  tali  casi,  che  per  sé  non  presentano  difficoltà:  tanto  più  che  noi  non 
abbiamo  qui  l'intenzione  d'esaurire  tutt'i  casi  possibili,  ma  solamente  di  presentare  alcuni 
degli  esempi  pìii  notabili. 

38.  Ritenuta  la  supposizione  del  n."  37  per  ^4,  le  K  siano  ora  le  cubiche  1^0,0,0^0,,  ed 
L  sia  una  retta  per  1.  Allora  le  ^  saraoino  superficie  gobbe  di  3."  grado  aventi  in  comune, 
oltre  alla  retta  doppia  D,  una  generatrice  G  e  quattro  punti  Oj,  0^,  O3,  0^;  e  la  trasformar 
zione  inversa  sarà  di  4,"  grado  (^  =  4).  Alle  rette  dello  spazio  (x)  corrispondono  curve  gobbe 
H  di  4°  ordine  (e  2.^  specie),  che  incontrano  D  in  tre  punti,  G  in  un  punto,  e  passano  per 
quattro  punti  0. 

La  Jaeobiana  delle  -f  dev'essere  deU'S."  ordine  e  contenere  T)  sette  volte  e  G  tre  volte; 
essa  segherà  adunque  f^  secondo  un'altra  linea  dell'ordine  3.8  —  2.7  — 1.3  =  7,  la 
quale  è  costituita  da  una  cubica  gobba  e  da  quattro  rette,  rappresentate  su  II  dalla  co- 
nica 10,  OjOaOjO  dalle  rette  10,,  lOg,  IO3,  JOi,  che  formano  la  Jaeobiana  delle  K.  Dunque  la 
Jaeobiana  delle  f  comprende:  1°  U  luogo  delle  cubiche  gobbe  seganti  D  in  due  punti,  G  in 
un  punto  e  passanti  pei  quattro  punti  0,  vale  a  dire  l'iperboloide  DGOiO^OaO,;  2."  i  luoghi 
delle  rette  seganti  D  e  passanti  per  un  punto  0,  vale  a  direi  quattro  piani  DO,,  DO^,  DOs, 
DOj.  Questi  cinque  luoghi  sono  da  contarsi  semplicemente  nella  Jaeobiana  delie  9,  perchè 
in  questa  i' punti  0  non  sono  che  doppi:  dunque  la  Jaeobiana  che  sì  considera  comprenderà 
anche  un  luogo  dì  2."  ordine,  pe!  quale  D  e  G  siano  doppie;  il  qual  luogo  sarà  pertanto  il 
piano  DG  contato  due  volte. 

Di  qui  consegue  che  gli  enti  fondamentali  deho  spazio  (x)  sono  una  retta  tripla  D'  (cor- 
rispondente all'iperboloide  DGOiOjOjOi),  quattro  rette  semplici  G'i,  G'^,  G's,  G't  (cor- 
rispondenti ai  quattro  piani  DO),  ed  un  punto  0'  (corrispondente  ai  piano  DG). 

La  retta  D' incontra  ciascuna  retta  GV ,  perchè  la  retta  [^^]  che  passa  per  0,  e  si  appog- 
gia a  D,  G,  appartiene  si  alle  cubiche  corrispondenti  ai  punti  dì  D',  sì  alle  rette  corrispon- 
denti ai  punti  di  G\. 

Le  -[)  sono  adunque  superficie  gobbe  di  4.»  grado,  che  hanno  in  comune  la  retta  tripla 
D',  le  quattro  generatrici  G'  ed  il  punto  0', 
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La  Jacobiana  delle  <[>  comprenderà:  1,"  quattro  piani,  da  contarsi  due  volte,  corrispon- 
denti ai  quattro  punti  0,  e  seganti  ciascuna  <^  esclusivamente  nelle  lìnee  fondamentali: 
essi  sono  i  quattro  piani  D' fi';  2°  un  luogo  di  rette  corrispondenti  ai  punti  di  G,  il  qual  luogo 
dev'essere  un  piano,  perchè  G  ha  con  ciascuna  E  un  solo  punto  comune,  e  deve  segare  ciar 
scuna  <Jj  secondo  una  retta,  ond'esso  sarà  il  piano  D'O';  3."  un  luogo  di  coniche  corrispon- 
denti ai  punti  di  D,  il  qual  luogo  sarà  di  3."  ordine,  perchè  D  ha  con  ciascuna  B  tre  punti 
comuni.  Siccome  la  Jacobiana  completa  è  dell'ordine  12  e  contiene  D',  G',  0'  risp.  11,  3,2 
volte,  cosi  il  luogo  di  3."  ordine  conterrà  D',  G',  0'  risp.  2, 1, 1  volta,  vale  a  dire,  esso  sarà  la 
superficie  gobba  dì  3."  grado,  che  è  determinata  dalla  retta  doppia  D',  dalle  quattro 
generatrici  G',  e  dal  punto  0'.  Le  coniche  (corrispondenti  ai  punti  di  D)  secondo  le  quali  la 
detta  superficie  di  3.°  grado  interseca  le  '^,  sono  appoggiate  alle  cinque  rette  D',  G'  e  pas- 
sano pel  punto  0', 

Se  si  rappresentano  i  piani  DG,  DOi ,  DO,,  DO^,  DO,,  OiOA.  0,0A  e  l'iperbo- 
loide DGOiOjOaO,  colle  equazioni. 

yi  —  Vi^  0,  y,  —  a,  i/j  =  0,  j/i  —  «2  j/i  =  0,  y^  =  0,  (/^  =-  0,  y^  ^0,y^  =  0,  l{y)  =  0, 
dove 

^(y)  =  iV'  —  «1  y^)  iy,  —  a^.yò  +  ay>y;  +  by,y,  +  cy.,y,  +  dy,  y„ 
le  formole  (1),  (4)  per  l'attuale  trasformazione  saranno 

x,:x,:x.^:x,  =  yil{y):y2l(y):  y^  y^  (?/.  —  y^)  :  J/i  «/4  {y>  —  yù , 
yr-y'i-yi-y,  =  iCi  J(a:)  :  a^  J(«)  :  f{x)  x,  x^  -.  f(x)  x,x,, 
dove  f{x)  =  (iSi  —  flj  x^  {Xi  —  «2  iCa),  e 

i{x)^  —  {axlx^-^-bx^XiX^-^-  eXiX^X'^-^  Axi  y,)  +  {x^  —  x^  x,  x^ . 
Le  Jacobiane  dei  due  spazi  sono  ordinatamente 

I  iy)  Ol  -  a,  y,)  0/1-1=  y,)  y,  y,  (y,  —  y,f  =  0, 

J  (x)  (x,  —  X^)  (Ji  —  ([,  Xif  (x,  —  «3  Xif  X\3^  =  0. 

39.  La  trasformazione  qui  trattata  somministra  la  rappresentazione,  punto  per  punto, 
di  una  superficie  tp  sul  corrispondente  piano  p  *).  Come  già  si  è  notato,  ^  è  gobba  e  di  4." 
grado,  ed  è  dotata  di  una  retta  tripla  D'.  Imagini  delle  sue  sezioni  piane  saranno  lo  tracce 
delle  'f  su  p,  epperò  saranno  curve  H  di  3.**  ordine,  aventi  in  comune  un  punto  doppio  d 
(traccia  di  D)  ed  un  punto  semplice  g  (traccia  di  G).  Ai  piani  per  0'  corrispondono  gli  iper- 

*)  Cfr.  NoETHER  nei  Mathem.  Annalen,  t.  3. 
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boloìdi  DOiOAOo  i  quali  segano  ciaseimo  dei  piani  OAO^,  0A0„  OAO^,  Ofi/)-, 
secondo  fasci  di  coniche;  dunque  le  tracce  di  questi  iperboloidi  su  p  costituiranno  una 
rete  di  coniche  k  (passanti  per  d)  seganti  in  un'involuzione  di  punti  ciascuna  delle  quattro 
rette  tracce  de'  piani  anzidetti.  Fra  le  coniche  h  ve  ne  sono  infinite  che  si  spezzano  in  due 
rette,  l'una  delle  quali  passa  per  d,  mentre  l'altra  tocca  una  conica  fissa  P.  Ecco  adunque 
come  si  può  coatruire  la  rappresentazione  di  ^, 

Assumansì  ad  arbitrio  i  punti  d,  g,  quattro  rette  S,,  S^,  S^,  S,  (passanti  per  d),  come 
tracce  de'  piani  O^D,  OìD,OìjD,  O4D,  e  tre  altre  rette  (Oj,  (Dj,  Wa  (non  passanti  per  rf),  come 
tracce  de'  piani  OsOjOj,  OiOgOj,  0|OaO,.  Le  coppie  di  rette  5|W,,  §2%,  S^w^  determinano 
la  rete  delle  coniche  fc.  Congiungasi  il  punto  S^oj;  col  punto  S^w,;  il  punto  S,ii)^  col  punto 
53CO1;  il  punto  Ojtoj  eoi  punto  §.,W;,;  le  tre  congiungenti  e  le  to, ,  %,  Mj  toccano  una  conica 
stessa  P.  Stabiliscasi  una  corrispondenza  anarmoiùea  fra  le  tangenti  di  P  e  le  rette  per  d, 
in  modo  che  le  Wi,  Wi,  (Uj  corrispondano  alle  Si,  5^,  d^;  e.  sia  (O4  quella  tangente  di  P  che 
corrisponde  a  §4:  sarà  m,  la  traccia  del  piano  OiO^Oj;  e  ciascuna  deDc  quattro  rette  w  sarà 
segata  dalle  coniche  k  in  un'involuzione  di  punti. 

Fra  le  coniche  k  che  passano  per  g  se  ne  scelga  una,  I,  come  traccia  dell'iperboloide 
DGOiOjOjOj,  cioè  come  imagine  della  retta  tripla  D'.  Le  coniche  k  determinano  su  I  una 
involuzione  cubica  di  punti,  cosi  che  ogni  gruppo  0  tema  di  punti  èl'imagìne  di  un  punto 
unico  di  D';  vale  a  dire,  qualunque  cubica  H,  passante  per  un  punto  di  I,  passa  anche  per 
gli  altri  due  punti  della  medesima  terna.  In  ciò  consistono  le  condizioni  alle  quali  sono  sog- 
gette le  H,  e  che  provengono  dal  tatto  che  le  -f  passano  pei  quattro  punti  0.  I  punti  coniu- 
gati in  uno  stesso  gruppo  dell'involuzione  cubica  sono  i  vertici  di  un  triangolo  inscritto  in 
I  e  circoscritto  a  P. 

Le  rette  per  D  sono  le  imagini  delle  generatrici  rettilìnee  dì  -[j;  ma  la  retta  dg,  traccia 
del  piano  DG,  non  corrisponde  che  al  punto  0';  la  generatrice  che  passa  per  0'  ha  por  ima- 
gine il  punto  g.  D  punto  d  rappresenta  la  conica  secondo  la  quale  <^  è  intersecata  dalla  su- 
perficie gobba  di  3."  grado  D'^G'iG'iG'sG'iO',  Le  coniche  per  d,  g  e  per  due  punti  di  uno 
stesso  gruppo  dell'involuzione  sono  le  ùnagini  delle  cubiche  di  t]),  situate  nei  piani  tangenti. 
Le  rette  per  g  rappresentano  le  coniche,  secondo  le  quali  <}i  è  segata  dai  suoi  piani  bitan- 
genti;  quella  di  queste  coniche  che  passa  per  0'  ha  per  imagine  il  punto  d. 

La  rete  deLle  coniche  k  rappresenta,  come  già  si  è  veduto,  le  sezioni  fatte  in  |  dai  piani 
passanti  per  0';  donde  segue  che  le  tangenti  di  P  sono  le  imagini  delie  cubiche  dì  <y,  situate 
nei  piani  tangenti  che  escono  da  0'.  Questi  piani  inviluppano  un  cono  circoscritto  di  4." 
ordine,  che  tocca  -[)  lungo  una  curva  dì  5.°  ordine  (la  cui  imagine  è  una  cubica  d',  Hessiana 
della  rete  delle  k)  e  sega  la  stessa  ^  lungo  una  curva  di  Q°  ordine,  la  imagine  della  quale  è  la 
conica  P,  che  insieme  coi  punto  (^  costituisce  la  curva  Cayleyana  della  rete  già  nommata. 

Sìa  m  uno  dei  punti  comuid  alle  coniche  I,  P;  la  retta  tangente  in  m  a  P  seghi  di  nuovo  I 
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in  m';la  tangente  in  m'  adi  toccherà  allora  anche  P.  I  tre  punti  m  m' m'  formano  un  gruppo 
dell'  involuzione,  vale  a  dire,  i  quattro  punti  wi'  sono  i  punti  doppi  dell'involuzione.  La  retta 
tripla  D' contiene  perciò  quattro  punti  cuspidali,  corrispondenti  ai  quattro  gruppi  analoghi 
ad  m  m' tri. 

40.  Conservata  ancora  la  medesima  superficie  (p^,  suppongasi  ora  che  ìe  K  siano  le  curve 
di  4,0  ordine  l^OiOiO^OiOsOe;  il  luogo  L  scompare  del  tutto.  Le  <p  sono  superficie  gobbe  di 
3,°  grado,  che,  oltre  alla  retta  doppia  D,  hanno  in  comune  sei  punti  Oi,Oa,,.,,  Oe  fissi,  e  la 
trasformazione  inversa  è  di  5.°  grado  (f.  ^  5),  Alle  rette  dello  spazio  {%)  corrispondono 
curve  gobbe  R  di  hP  ordine,  che  incontrano  D  in  quattro  punti  e  passano  per  i  sei  punti 
dati 

La  Jacobiana  delle  tp  e  la  y,  devono  avere  in  comune,  oltre  a  D,  una  linea  dell'ordine 
3.8  —  2 , 7  ^  10,  la  quale  è  composta  di  una  curva  gobba  di  4."  ordine  e  di  sei  rette  rap- 
presentate su  n  dalla  cubica  l%Oj,.,  Ob,  e  dalle  rette  10,, ,..,  lOa,  che  costituiscono  la 
Jacobiana  deDe  K.  Dunque  la  Jacobiana  delle  ^  comprende:  l."  il  luogo  delle  curve  gobbe 
di  4.'»  ordine  che  segano  D  tre  volte  e  passano  per  i  sei  punti  dati,  vale  a  dire  l'iperbo- 
loide DO1O5 ...  OeJ  2.0  i  luoghi  delle  rette  che  segano  D  e  passano  per  un  punto  0,  vale  a 
dire  i  sei  piani  DO,,  D0^,...,D06, 

Di  qui  segue  che  le  ^  sono  superficie  gobbe  di  5.»  grado,  aventi  in  comune  una  retta 
quadrupla  D'  (corrispondente  all'iperboloide  DO, . , ,  )  e  sei  generatrici  G', ,  G'^ , , , . ,  G'^  (cor- 
rispondenti ai  sei  piani  DO),  La  Jacobiana  delle  ^  consta  dei  sei  piani  D'G',  da  contarsi 
due  volte,  e  della  superficie  gobba  di  4,"  grado  D^G^G'^..,  G'a,  che  6  il  luogo  delle  co- 
niche appoggiate  alle  sette  rette  D',  G', 

Rappresentiamo  nello  spazio  (^)  eolle  equazioni  I(j/)  =  0,  Hi(y)  =  0,  H2(!/)=0, 
y,~a,y^  =  0,  y,~<hyi  =  0,  y,—a^.,=0,  y,—  «42/^  =  0,  J/,=0,  ^^  =  0,  j/3=0,  1/^  =  0  l'i- 
perboloide DOiO.OsO.OaOe ,  uno  degl'iperboloidi  'DO.,O.JÒJÒ-Jòs,  un  iperboloide  DO.OsO^OsOe, 
ed  i  piani  DOi,  DO^,  DOg,  DO4,  DO5,  DO^,  OiOaOj,  O^O^Os;  e  nello  spazio  {x)  rappresentiamo 
colle  equazioni  i{x)  =  0,  M{x)  =^  0,  N(3;)  =  0,3;,  —  a,a^  —  0,Xt  —  a^  x.^  =  0,  a;,  —  a-^x^  =  0, 
a;,  —  a^x^  =  0,  a;,  =  0,  x^  =  0,  a^^  =  0,  ai^  =  0  la  superficie  di  L°  grado  D"G'iG';G'3G'4G'5G'6 , 
l'iperboloide  D'G'^G^G;,  l'iperboloide  D'G',G',G'„  i  piani  D'G\,  D'G'^,  D'G'^,  D'G',,  D'G'„ 
D'G'e,  un  piano  per  G',,  ed  un  piano  per  G'^;  allora  leformoie  (1),  (4)  perla  trasformazione 
attuale  saranno: 

xr.x^\a^\x,  =  y,  l(y)  ;  y,  l{y)  :  (y,  —  a,y^)  H,(j/)  :  (y,  —  a,y,)  H,(j/), 

j/i  :  y,  :  j/3  :  ^4  =^  a;,  J(3;)  :  x^  3{x)  :  (a;,  —  a,  x^  {x^  —  a^^  {x^  —  a-^^  W{x)  :  {x,  —  a4Xs)x,X2Nix) . 

Le  Jacobiane  de'  due  spazi  sono 


1(9)  (S. 

-«i!h)(!/i 

-".y.ìdi, 

—  «ji/.)  (1/1  — «.!/.)!/,».  =  0, 

JW(«,- 

~a,x,nz.- 

-«.ij'fe- 

-  a^x.^y  {X,  —  a,  x^f  xi  xl  =  0. 
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41,  Questa  trasEorma5;ione  dà  la  rappresentazione  di  una  superficie  ^  (gobba,  dì  5," 
grado,  dotata  di  una  retta  quadrupla  D')  sul  corrispondente  piano  p  *).  Assumansi  in 
questo  piano  :  un  punto  d,  come  traccia  di  D;  tre  coniche  I,  Hi,  Hj,  come  tracce  degli  iper- 
boloidi I(t/)  =  0,  H,(?/)  =  0,  H;(i/)  =  0;  e  quattro  rettegli,  9it  ^s,  jTa  come  tracce  dei  piani 
Vi  —  fflii/s  —  0,y,  —  OiPi  =  0,  j/i  =  0,  y^  ==  0.  Queste  rette  saranno  le  imagini  delle  gene- 
ratrici G'i,  G's,  G'k,  G'a;  la  conica  I  rappresenterà  la  retta  quadrupla  D';  e  le  coniche  Hi,  Ha 
le  sezioni  fatte  in  t[i  dai  piani  %  ^=0,  x,=:  0.  Le  imagini  delle  sezioni  piane  di  <];  saranno 
tutte  le  curve  h  di  3."»  ordine  del  sistema  lineare,  triplamente  infinito,  determinato  dai  quat- 
tro luoghi  gj.,  gsl,  g,1l,,  g^E^.  Siano  itiiÌ3Ì4,  ^iHiiai,  i  punti  nei  quali  la  conica  I  è  risp.  se- 
gata dai  due  luoghi  gTiHi,  g^Hs',  questi  due  gruppi  di  quattro  punti  individuano  su  I  un'in- 
voluzione biquadratica;  e  qualunque  curva  k  (imagine  d'una  sezione  piana  di  <}')  segherà  I 
in  quattro  punti  (oltre  a  d)  appartenenti  ad  uno  stesso  gruppo  dell'involuzione.  Ciascun 
gruppo  deU' involuzione  costituisce  l'imagine  di  un  punto  della  retta  quadrupla  D'.  Una 
involuzione  biquadratica  ha  sei  punti  doppi,  dunque  D'  ha  sei  punti  cuspidali,  vale  a  dire 
sci  punti,  in  ciascuno  dei  quali  due  delle  quattro  generatrici  ivi  incrociate  sono  coinci- 
denti. 

Le  rette  per  d  sono  le  imagini  delle  generatrici  rettilinee;  ogni  conica  passante  per  d 
e  per  tre  punti  delio  stesso  gruppo  dell'involuzione  rappresenta  la  curva  di  i."  ordine,  che 
ri'ìulta  da]  segare  <[-  con  un  piano  tangente;  ed  ogni  retta  tirata  fra  due  punti  di  uno  stesso 
gruppo  è  tangente  ad  una  curva  fissa  di  3.^  elasse  e  rappresenta  la  curva  di  3.»  ordine,  co- 
mune a  I  e  ad  un  piano  bitangente.  La  superficie  t[>  contiene  una  sola  conica,  rappresen- 
tata dal  punto  d  e  situata  eziandio  nella  superficie  3{x)  =  0. 

(Gontirma)    f^^] 


*)   Cft.    NOBTHER,   1.    0. 
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RAPPRESENTAZIONE  PIANA  DI  ALCUNE  SUPERFICIE  ALGEBRICHE 
DOTATE  DI  CURVE  CUSPIDALI.   |«»] 


Metnorie  dell' Accademia  delle  Beiense  àelV  Istituti!  di  Bologna,  serie  III,  tomo  li  (187^),  pp.  117-137. 


Dai  diversi  geometri  che  si  sono  occupati  sin  qui  di  rappi  esentai  e  superiieie  algebrielie 
sopra  un  piano,  già  molti  esempi  sono  stati  trattati  ne'  quali  la  supcificie  pioposta  ò  dotata 
di  una  curva  doppia  o  nodale.  Quanto  alle  superficie  che  posseggono  una  curva  di  regresso 
0  cuspidale,  è  bensì  stata  additata  la  via  *J  per  ia  quale  si  potrebbero  esse  dedurre  dalla 
teoria  delle  trasformazioni  razionali  dello  spazio  a  tre  dimenaiom,  ma  m  lealtà,  per  quanto 
io  sappia,  nessuna  di  tali  superficie  è  stata  suioia  studiata  ui  modo  dd  esibirne  la  effettiva 
rappresentazione.  Perciò,  non  sarà  Eorse  inutile  che  qm  si  e'^egmsca  tale  »tudio  per  un  pajo 
di  casi,  che  sono  a  un  tempo  semplici  ed  istiuttivi 
1. 

Assumo  una  superficie  di  2.*>  grado,  la  cui  equazione  scrìverò  nella  torma  seguente: 

(1)  W  =^w'  —  alz'  =  (i. 

Nel  piano  ?/' =  0,  che  tocca  F  nel  punto  ic'^?/^s'  =  0,  considero  le  tre  rette 

(2)  j/'  =  X'  =  0,  ì/'  =.  3'  ^  0,  ;/  ==  w'  =  0 

le  prime  due  delle  quali  appartengono  anche  aJìa  superficie;  e  considero  inoltre  la  cubica 
gobba  C'a  definita  dalle'equazioni: 

(3)  3  3/  ;  !/  :  z'  :  3  w'  =  4  X=  ;  —  4 :  4  X  :  —  X= 

(X  parametro  variabile),  che  è  osculata  da!  piano  jy'  =,  0  e  toccata  dalla  retta  y'  =  s"  =  0 
nel  punto  a^==?/  =  g'  =;0,edè  osculata  dal  piano  w'  =  0  e  toccata  dalla  retta»"  ^-hj'^O 
nel  punto  a;'  =  a'  ^  j/i'  ~  0. 


*)  J^achriKÌtten  di  Gottinga,  1871,  n."  3, 
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Per  questa  cubica  gobba  e  per  le  tre  rette  (2)  preaecennate  si  può  far  p 
omaloidieo  di  superficie  di  3."  ordine,  l'equazione  generale  delle  quali  sarà 

(4)  ky'  (3'^  +  Zx'  y)  +  By  (4  y'  w'  —  x'  fS) 

+  &/'  (3  ^'^  +  4  j'  «y)  +  Dw'Cìj/'w'  —  «'  s*)  ==  0. 

Considero  ora  un  secondo  spazio,  nei  quale  le  coordinate  correnti  siano  xyzw,e  faccio 
corrispondere  ì  piani  di  questo  spazio  alle  superficie  (4),  mediante  le  Eorniole: 

x=2,7y'{B'^  +  d!>!y'), 

y~9ì/iiy'w'  -~x'e'), 

^^'  z  =  9ì/(^:f!'  +  iz'w'), 

w=lGw'{4ì/'w'-~sf  z), 

il  che  equivale  ad  operare  sullo  spazio  (3;'  y'  z'  u/)  una  trasformazione  di  3."  grado. 

Rappresento  sopra  un  piano  II  una  qualunque  delle  superficie  f,  contenute  nell'equa- 
zione (4),  Mssati  in  II  i  sei  punti  fondamentali  1,  2,  3,  4,  5,  6,  si  potranno  assumere  le  rette 
1,2,  34,  56  come  imagini  delle  rette  y'  =  2'  =  Q,  ì/  =  x'  —  0,  j/  =  w>'  =  0;  e  la  conica 
passante  per  4,  5,  6  e  toccata  dalla  12  nel  punto  dì  concorso  delle  12,  34  come  imagine  della 
cubica  gobba  (3).  Allora  la  cubica  gobba  intersezione  ulteriore  di  f  con  un'altra  qualsivo- 
glia delle  superficie  (4)  sarà  rappresentata  da  una  curva  di  4."  ordine  1'  2'  3-  4  5  6;  dunque 
aUe  rette  dello  spazio  (xysw)  corrispondono  cubiche  gobbe  E',  che  segano  in  cinque  punti 
la  cubica  fissa  (3),  in  due  la  retta  ^  =  w' =  0,  in  uno  solo  laj/'  =  a;'  =  0,  in  nessuno  la 
y'^z'^0. 

Da  ciò  segue  ohe  ai  piani  dello  spazio  {x'y's  w)  comsponderanno  superficie  t|j  di 
3.0  ordine,  la  cui  Jacobiana  sarà  composta  di  tre  luoghi,  ordinatamente  dell'ordine  5,  2,  1 
corrispondenti  alla  cubica  gobba  (3),  aHa  retta  y'=w'=i)ed  alla  retta  y'  =  x'  =  0;e 
che  alla  1/  =  s'  =  0  corrisponderà  di  nuovo  una  retta  nello  spazio  {xys  w). 

Nel  piano  II,  le  curve  di  4."  ordine  1^  2°  3H  5  6  formano  una  rete,  la  Jacobiana  della 
quale  è  costituita  dalle  coniche  12356, 12364,  12345  e  dalle  rette  23,  31,  12:  imagini  delle 
sei  rette  che,  insieme  colle  linee  fondamentali  (2)  e  (3)  contate  tre  volte,  compongono  l'in- 
tersezione di  ^  eoUa  Jacobiana  delle  superficie  (4).  La  conica  12356  rappresenta  una  corda 
della  cubica  gobba  (3),  segata  dalla  retta  y'  ^x'  =  0;  il  luogo  di  tutte  le  corde  analoghe  è 
l'iperboloide 
^gj  4j/m,'  — aiV^O, 

la  cui  intersezione  con  una  qualunque  delle  superficie  (4)  risulta  dalla  cubica  gobba  (3), 
dalle  due  rette  y'  =  a:'  =  0 ,  1/  =  e'  =  0  e  da  una  delle  predette  corde. 
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Le  coniche  1.2364,  12345  e  le  rette  31,  23  rappresentano  corde  della  cubica  gobba 
(3)  segate  da  i/'  ^  m/  =^  0;  il  luogo  di  tutte  le  corde  cosi  fatto  è  la  superficie  di  4°  grado 

(7)  J'  =  3  (4 1/'  w'  —  x'^y~{:^'  +  5  3f  y)  (3  a:'=  +  4  3'  to')  =  0 , 

per  la  quale  la  curva  (3)  è  doppia,  e  la  quale  sega  ciascuna  superfìcie  (4)  lungo  essa  curva  (3), 
le  due  rette  y'  ^z'  ^0,  ì/  ~-  w'  =  0  e  quattro  delle  eorde  menzionate. 

La  Jacobiana  delle  (4)  è  l'inaiome  delle  superficie  (6),  (7)  e  del  piano  »/'  =  0  contato  due 
volte,  e  l'intersezione  completa  di  essa  Jacobiana  con  una  qualsivoglia  delle  superficie  (4) 
è  costituita  dalla  cubica  gobba  (3)  e  dalle  rette  y'  ^  a?  =■  0 ,  y'  =  lu'  =  0  contate  tre  volte, 
dalla  retta  y'  =  s'  =  0  contata  quattro  volte,  e  da  altre  cinque  rette  non  fisse. 

Dal  modo  di  composizione  di  questa  Jacobiana  si  cava  tosto  che  gli  enti  fondamentali 
nello  spazio  (xyiw)  saranno:  due  rette  situate  in  uno  stesso  piano  e  corrispondenti,  l'una 
all'iperboloide  (6),  l'altra  alla  retta  y' --^ z'  =  Q;  una  curva  gobba  razionale  di  4°  ordine 
corrispondente  alla  superficie  (7);  ed  un  punto,  corrispondente  al  piano  y'  =^  0.  Infatti  le 
equazioni  (5),  risolute  rispetto  ad  x',  y',  2',  w',  danno 


X' 

=  12  y  (4  z' 

-ìzw). 

il 

sl6»(«z- 

-9!/'). 

l' 

III 
1 

-ny'z). 

w 

=  9  w  («  s  - 

-s»"), 

vaie  a  dire,  ai  piani  dello  spazio  {x'  y'  z'  w')  corrispondono  le  superficie  de!  sistema  oma- 

loidico 

(9)  12  Ay  (4  3'  —  3  a:  Mj)  +  16  Bj/  (ir  s  —  9  f) 

+  12  C  (a^  -  12  y'2)  +  9  D  w  (a;  3  —  9  y^  =  0 , 
le  quali  hanno  in  comune  le  rette 


(10)                                          ìl  =  x  =  0. 

y=W^O 

e  la  euiva  gobba  di  4"  ordine 

(11)                                   4s'  — 3io)  =  0, 

xz~i)y-. 

oBsia 

(11)'                                      x:y:i:w-ÌV 

:X':3X';4 

che  ha  una  cuspide  x=^y  =^s  =  Q,  colla  tangente  a:  =  y ^=  0 e  col  piano  osculatore 
x  =  (f;  w^=0  èil  piano  stazionario  edy  =  3^=Mi:=0  il  punto  di  contatto, 

n  pìmtox  =  y  ^^z  ^^Qè  doppio  per  tuttele  superfìcie  (9);  esso  è  il  punto  fondamentale 
dello  spazio  {xyzw)  che  corrisponde  al  piano  y'  =  0. 
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La  retta  ;/  =  w  ^0  corrisponde  all'iperboloide  (6);  infatti  al  punto  )/  =  w  =0,  s  =  Xa: 
corrisponde  la  retta 

ir'  —  3  X  ì/'  =  0,        4  w'  —  3  >.  2'  =  0, 

che  è  una  generatrice  della  superficie  (6). 

Analogamente,  al  punto  (11)'  corrisponde  la  retta 

4XM(^'  — aXa:'  — 3s'  =  0, 
't?x'-\-    Xs'  — 3y'  =  0, 

ossia,  alla  curva  (11)  corriaponde  U  luogo  (7). 

La  retta  ^  =  a;  ;=  0  corrisponde  alla  j/  =^  s'  =  0. 

Rappresento  sopra  un  piano  II  una  delle  superfieie  ^  del  sistema  (9);  al  quale  uopo, 
assumo  una  conica  come  iraagine  del  punto  doppio  a;=^!/^g^=0,  ed  in  essa  i  sei  punti 
fondamentali  1,  2,  3,  4,  5,  6,  d  primo  de'  quali  rappresenti  [a  retta  x  =  y  =  i),  mentre  la 
eongiungente  12  corrisponda  alla  ^=^w  =  0.  Iniagine  della  curva  (11)  sarà  una  conica 
osculante  in  1  e  segante  in  3  la  conica  123456.  Allora  le  imagiui  delle  ulteriori  interse- 
zioni della  i])  colle  altre  superficie  del  sistema  (9)  saranno  le  coniche  456;  vale  a  dire,  aUe 
rette  dello  spazio  {x'  y'  s'  vf)  corrispondono  cubiche  gobbe  che  passano  pel  punto  fisso 
a;  =  y  ^=  2  =  0,  ed  incontrano  altrove  in  quattro  punti  la  curva  (11),  in  due  la  retta 
y  =  w  =  0,  in  nessuno  la  ^  =  a;  ^=  0. 

La  Jacobiana  del  sistema  (9)  sega  •]/  secondo  la  curva  (11),  la  retta  3/  ^  w  ^  0  da  con- 
tarsi tre  volte,  la  retta  j/  ^  a;  =^  0  da  contarsi  quattro  volte,  ed  altre  cinque  rette,  le  cui  ima- 
giniinllsono  i  punti  2,  3  e  le  rette  45,  46,  56.  H  punto  2  rappresenta  una  retta  passante  per 
a;=.  ^  =  2  =  0  ed  incontrata  dalla  ^=^w  =  0;  il  luogo  di  tutte  le  rette  analoghe  è  il  piano 

(12)  9-0. 

n  punto  3  è  l'imagine  di  una  retta  che  passa  per  3;  =  t/  =  2^=0ed  incontra  la  curva  (11) 
in  un  altro  punto;  luogo  di  tutte  le  rette  analoghe  è  il  cono 

(13)  a;  2  —  9  j/^  =  0 
che  projetta  la  curva  (11)  dalla  cuspide. 

Finalmente,  i  tre  lati  del  triangolo  456  rappresentano  tre  corde  della  curva  (11)  ap- 
poggiate alla  retta  ly  =  w  =  0;  ed  il  luogo  di  tutte  le  corde  cosi  fatte  è  la  superficie  di 
6.°  grado 

(14)  nw{xz  —  ?iy^''—Ìs{xs  —  9y'){is'  —  Zxw)-\-x{iz'  —  dxwf  =  0 

per  la  quale  le  linee  (10)  ed  (11)  sono  entrambe  doppie. 

Dunque  i  luoghi  (12),  (13)  e  (14)  costituiscono,  presi  insieme,  la  Jacobiana  delle  super- 
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fiele  (9).  H  luogo  (12)  corrisponde  alla  retta  ì/  ^x'  =^0;  infatti  si  eorrispondono  fra  loro 
il  punto  j/  =  ^  ^  0,  s'  —  Xm'  =  0  e  la  retta 

!/=-0,        4x--2Xz^0. 

D  luogo  (13)  corrisponde  alla  retta  y'  =:v>'  =^0;  giacché  la  retta 

è  la  corrispondente  del  punto  ^  =  i«'=^0,  s'^=>.  a;'. 
Al  punto  rappresentato  dalle  (3)  corrisponde  la  retta 

cioè  alla  eubica  gobba  (3)  corrisponde  la  superficie  (14). 

AUa  data  superficie  F'  corrisponderà  nello  spaj;io  {xysw)  un  luogo  F  di  6.°  ordine, 
perchè  la  eubica  gobba  ohe  corrisponde  ad  una  retta  arbitraria  di  detto  spazio  incontra 
la  retta  y'=x'  =  0,  opperò  sega  F'  Ln  altri  cinque  punti  non  situati  nelle  linee  fonda- 
mentaH  (2)  e  (3). 

La  superficie  F'  è  tangente  a  tutte  le  generatrici  del  luogo  (7),  come  sì  riconosce  dal- 
l'identità 

y'J  =  i  F  (12  y"w'  —  z'^  +  3x'i/  s')  —  ^  (2  s'^  —  3  x'  y'f; 

dunque  la  curva  (11)  è  cuspidale  per  la  superficie  F. 

Ad  una  retta  r  che  incontri  la  y  =  x=^0  corrisponde  una  cubica  gobba  spezzantesi 
nella  retta  i/  =z  ^^=0  ed  in  una  conica  che  incontra  y'  ^z'  ^0  in  un  punto  ed  F'  in 
tre  altri  punti.  Dunque  r  incontra  F  in  tre  punti  fuori  di  y^x  =  (i,  ossia  questa  retta  è 
doppia  per  F. 

Invece  la  retta  y  =  w=^Q  è  semplice  per  F,  perchè  le  generatrici  dell'iperboloide 
(6),  dopo  aver  incontrato  la  retta  y'  =  x'  =  0,  segano  F  in  un  solo  nuovo  punto. 

Del  resto,  per  ottenere  l'equazione  di  F,  basta  fare  le  sostituzioni  (8)  nella(l);  si  ha 
cosi: 

(15)        lf  =  x{is'  —  Sxwf~is{iz'  —  dxv!){xz--9f)  +  3w(xz  —  Q  y'f. 

Di  qui  sì  scorge  che  la  superfìcie  F  è  della  3."  classe,  vale  a  dire,  essa  è  la  reciproca  di 
una  superficie  di  3.°  ordine,  dotata  di  un  punto  uniplanare  **), 


*)  Al  cono  di  2.°  grado  inyiloppato  dal  piano  ì.^  cr,-\-  3\y  -j-  e^^^  0  corrisponde  nello  spazio 
v'  y";^  vf)  la  sviluppabile  formata  dalle  tangenti  delia  cubica  gobba  (3), 

•*)  Vedi  Catlet,  On  cubie  mrfaees  (PhU.  Trans.,  1869),  sectìon  XV,  p.  311. 
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Ora,  per  rappresentale  F  au  di  uo  piano,  basta  effettuare  la  rappresentazione  di  F'. 
Questa  si  ottiene  mediante  le  formole    p"^] 

(16)  x':y':s':w'  =  12  «y  :  16  ajB  :  12  pv  :  9  f 

)  la  (1),  Le  (5),  in  virtù  delle  (16),  divengono 

«-P(4«'+Py), 


(17) 


z  =  -i{o?+p 


e  per  tal  modo  F  è  rappresentata  sul  piano  («Pv).  Le  imagini  delle  sezioni  piane  di  P 
sono  eubielie 

(18)  Ap  (4  a'  +  pf  )  +  B«pr  +  Cr  («^  +  Pr)  +  Df  =  0 , 

che  passano  per  due  punti  fissi  g  =  ■[  =  0,  a  ^  y  =  0,  nel  secondo  de'  quali  si  oscu- 
lano. Alle  cinque  intersezioni  dì  F  con  una  retta  arbitraria  corrispondono  cinque  punti 
di  una  conica  appartenente  aDa  rete 

(19)  Bap  +  C(a^+pT)+  Df  =0. 

Queste  coniche  sono  le  imagini  delle  sezioni  piane  passanti  pel  punto  y  =  2  =  M)  =  0; 
donde  segue  che  questo  punto  è  rappresentato  dalla  retta  7  =  0, 
n  sistema  (18)  è  determinato  dalla  rete  (19)  e  daOa  conica 

4a'+pY  =  0, 

ohe  è  l'imagine  di  una  curva  di  3."  ordine,  dotata  di  cuspide,  situata  nel  piano  «=0. 
La  Jacobiana  della  rete  (19)  è  costituita  dalla  retta  -f  =  0  e  dalla  conica 

2a'  — p7=0 
che  è  l'imagine  della  curva  cuspidale  (11). 

Ogniqualvolta  una  conica  della  rete  (19)  si  spezza  in  due  rette,  una  di  queste  (ima- 
gbie  di  una  conica)  passa  pel  punto  fisso  a  =  y  =  0;  l'altra  (imagine  dì  una  curva  piana 
di  3."  ordine)  tocca  la  conica  fissa 

a=+4pT  =  0, 
imagùie  di  una  curva  gobba  di  4.0  ordine,  comune  ad  F  ed  al  cono  cubico 

42^  — 27)/'tó=0, 
che  projetta  la  curva  cuspidale  dal  punto  y  =  s:^^w^O.  Questo  cono  è  l'inviluppo 
dei  piani  y  +  Xs~  X'w^O  che  segano  F  secondo  linee  spezzantisi  in  una  conica  ed 
una  cubica, 
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La  retta  p^O  rappresenta  la  retta  doppia  y  =  x  =  0  ed  è  incontrata  dalle  cubiche 
(18)  in  coppie  di  punti  eonjugati  di  un'involuzione  quadratica,  i  cui  elementi  doppi  sono 
i  punti  p  =  a  =  0,  p  =  -f^^O:  due  punti  eonjugati  rappresentano  uno  stesso  punto 
della  retta  doppia.  Questa  ha  due  punti  cuspidali  a;  =  11/^=  3  =  0,  a;  ^j/ =  wj^O, 
corrispondenti  ai  punti  doppi  dell'involuzione  suddetta. 

La  superficie  F  possiede  due  rette  semplici:  l'una  w=^y  =  0  è  rappresentata  dal 
punto  p^i^O;  l'altra  w^s^O  dal  punto  di  7^0  che  è  infinitamente  vicino 
ad  a  =  1=0. 

2. 

Se  una  superficie  di  3."  ordine  F\  ha  due  punti  doppi  (conici)  p',  q',  vi  è  un  piano 
che  tocca  la  superficie  lungo  la  retta  -p'q'.  Ne  segue  che  l'equazione  di  F'^  può  scriversi 
cosi 

X  S  +  Y'  Z  =  0, 

ove  X,  Y,  Z  sono  lineari  ed  S  è  quadratica  nelle  coordinate.  All'equazione  precedente 
può  anche  darsi  la  forma 

X  (S  +  X  YO  +  Y^  (Z  —  X  X)  =  0 , 

che  ha  la  seguente  interpretazione  geometrica.  Il  piano  X  =  0,  che  tocca  la  superficie 
lungo  p'q',  sega  F'^  lungo  una  seconda  retta,  asse  di  un  fascio  Z  —  X  X  ^  0  di  piani 
di  coniche  che  sono  curve  di  intersezione  \"^]  fra  F'3  e  le  superficie  quadriche  S  +  X  Y*^0. 
Queste  superfìcie  si  toccano  lungo  una  conica,  comune  ad  F'3  ed  al  piano  Y  =  0,  cosi 
che  fra  esse  vi  è  un  cono;  cioè  X  ammette  un  valore  pel  quale  S  +  X  Y'  =  0  rappresenta 
un  cono. 

Pel  vertice  0' di  questo  cono  circoscritto  ad  F'3  conduco  i  piani  a;'  =  0,  y'  ^0,  z'^=0; 
dove  suppongo  che  z'^0  sia  U  piano  o'p'q' ;  ed  a^=0,  y'  =  0  tocchino  il  cono  lungo 
le  generatrici  contenute  nel  piano  a'^O.  Siano  poi:  w'^0  il  piano  della  conica  dì 
contatto  fra  F'3  ed  il  cono  predetto  ;  s'  +  w'  =  0  il  piano  tangente  ad  F\  lungo  p'^  ;  ed 

u'  ^  e  x'  +  f^  +  g  z'  +  h  w' ^0 

il  piano  della  conica  di  semplice  intersezione  fra  F'3  ed  il  cono.  Allora  l'equazione  della 
superficie  di  3.o  ordine  sarà 

F'3  =  (g'  +  to')  {€'  —  2x'y')  —  u'  w'^  =  0. 

Per  rappresentare  su  dì  un  piano  questa  superficie,  basta  proiettarne  i  punti  da  uno 
de'  punti  doppi;  allora  le  imaginì  delle  sezioni  piane  sono  cubiche  che  toccano  in  un  punto 
fisso  e  segano  in  altri  quattro  punti  fissi  una  conica  determinata  dai  cono  che  oscula  la 
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superficie  nel  punto  doppio,  scelto  come  centro  di  proiezione.  I  quattro  punti  di  sem- 
plice intersezione  sono  dati  da  un'equazione  fad  un'incognita)  di  4.'>  grado;  risoluta  la 
quale  si  può,  per  due  di  essi  punti  e  pel  punto  di  contatto,  far  passare  una  rete  di  coniche. 
Facendo  poi  corrispondere  queste  coniche  alle  rette  di  un  altro  piano  rappresentativo, 
si  verrà  ad  eseguire  una  trasìormaaione  di  2."  grado  sul  sistema  deUe  cubiche  che  rappre- 
sentano le  sezioni  di  F3.  Le  imagini  di  queste  sezioni  divengono  per  tal  modo,  nel  nuovo 
piano  rappresentativo,  cubiche  che  s'intersecano  in  sei  punti  fissi  distinti  0, 1,  2,  3,  4,  6, 
de'  quab  però  012,034  sono  distribuiti  su  due  rette,  imagini  dei  punti  doppi  f',^'. 
La  retta  p'g'  è  rappresentata  dal  punto  0;  ie  altre  quattro  rette  di  F'3  che  escono  da 
p'  hanno  per  imagini  i  punti  1 ,  2  e  le  rette  35,  45;  le  quattro  rette  analoghe,  uscenti 
da  5',  sono  rappresentate  dai  punti  3,  4  e  dalle  rette  15,  25;  la  retta  05  è  l'imagine 
della  retta  m'  ^  3'  +  wj'  =  0  ;  e  le  altre  sei  rette  della  superficie  corrispondono  al  punto 
5,  alla  conica  12345  ed  alle  rette  13,  14,  23,  24. 

Una  retta  R  passante  per  6  ed  una  conica  C  descritta  per  12  3  4  sono  le  imagini  ri- 
spettive delie  coniche 

lu'  =  3'^  —  2  a:*  «/  =  0,  «'  =  2'^  —  2  a:'  «/'  =  0. 

Imagìno  ora  F3  segata  dal  sistema  omaloidico  delle  superficie  y  di  2.<*  grado,  che  pas- 
sano pel  punto  0'  e  per  la  conica  li^^z''  —  2i'j/'=0.  Ciascuna  di  queste  superficie 
determinerà  su  F'a  una  curva  gobba  di  4,<'  ordine  (e  1,^  specie),  la  cui  imagiue  sarà  una 
curva  di  4."  ordine,  0^12345^  Siccome  il  sistema  delle  f  comprende  il  cono  s'^  —  2  a/  j/'  =^  0 
ed  inoltre  una  rete  di  quadriche,  ciascuna  composta  del  piano  fisso  11  =0  e  di  un 
piano  per  0',  cosi  U  sistema  delle  curve  di  i.°  ordine  0^12345^  sarà  determinato  dalla 
curva  composta  delle  quattro  rette  012,  034.  R.  K,  e  da  una  rete  di  cubiche  012345,  da 
associarsi  alia  retta  fissa  05. 

Il  sistema  omaloidico  delle  y  può  servire  di  base  ad  una  trasformazioue  di  2."  grado 
le  formole  deìla  quale  sarebbero 

x':y':s':u'^xu:yu:zu:^^  —  ìxy, 
ovvero  viceversa 

In  virtù  di  questa  trasformazione,  dalla  superficie  data  si  ottiene  la  seguente 
F  ==  {s-  —  3 xyf  —  u{e' ~ 2xy)  (2  f  +  Am)  +  u^(P  +  hu(t~  As)) -=  0, 
dove  per  brevità  si  è  posto 

t  =  ex  +  fy  +  gz. 
La  superficie  F  è  di  4,"  ordine,  e  per  essa  la  conica 


y  Google 


334       RAPPRESENTAZIONE  PIANA  DI  ALCUNE   SUPERFICIE  ALGEBRICHE   DOTATE  ECO. 


è  cuspidale:  infatti  a  questa  conica,  che  è  fondamentale  nello  spazio  {xyzw),  corri- 
sponde il  cono 

£'  '  —  2  a:'  ì/'  =  0 
eireoscntto  ad  F, 

Siccome  le  supertieie  F,,  F'a  si  corrispondono  punto  per  punto,  cosi  la  rappresen- 
tazione piana  ottenuta  per  F'a  serve  ad  un  tempo  per  F,.  Imagini  delle  sezioni  piane  di 
questa  superficie  sono  le  curve  di  4"  ordine  0^12345^  di  quel  'Sistema  che  sopra  ho  de- 
tenninato 

La  retta  06  rappresenta  il  punto  ic  =  j/  =  2  ^  0  di  F^,  corrispondente  aUa  retta 
che  F'a  possiede  nel  piano  m'^0.  Le  rette  012,  034  rappresentano  due  punti  parti- 
colari p,q  della  conica  cuspidale,  che  corrispondono  ai  due  punti  doppi  j)',4  di  F's- 
Alle  otto  rette  di  F'3  che  concorrono  a  quattro  a  quattro  ne'  punti  doppi  f',  4  corri- 
spondono altrettante  rette  dì  F,,  che  concorrono  del  pari  nei  punti  p,  5,  Le  rette  diF, 
hanno  dunque  per  imaginì  i  punti  1,  2,  3,  4  e  le  rette  51,  52,  53,  54. 

Eccettuati  i  punti  p,  q,  imagìne  della  conica  cuspidale  dì  F,  è  la  retta  E. 

Le  coniche  di  F^  corrispondono;  1.°  allo  rette  di  F'3  che  non  incontrano  la  conica  fon- 
damentale m'^=^s'*  —  2,  ai  y'  ^0;  2."  alle  coniche  di  F'^  che  incontrano  in  due  punti 
la  conica  fondamentale,  cioè  alle  coniche  che  non  incontrano  la  retta  situata  nel  piano 
m'  ^^0,  Di  queste  coniche  vi  sono  sette  serie,  poste  nei  piani  che  passano  per  ìe  sette 
rette  incontrate  dalla  m'  =  s'  +  mj'  =  0 ,  cioè  per  le  sette  rette  le  cui  imagini  sono 

le  rette  13,         24 
»      14,         23 
il  punto  5,         la  conica  12345 
il  punto  0. 

Le  sette  serie  di  coniche  dì  F^  hanno  dunque  per  imagini 

le  coniche  0524,  le  coniche  0513, 

B        0523,  »        0514, 

le  cubiche  012345^  le  rette  0, 

le  rette  5, 

Le  prime  sei  serie  sono  coniugate  a  due  a  due:  due  serie  conjugate  corrispondendo  a  due 
fasci  di  piani  i  cui  assi  in  F'^  giacciono  in  uno  stesso  piano  con  m'  ^  2*  +  w'  ^  0.  Due 
coniche  dì  F^,  appartenenti  a  due  serie  coniugate,  giacciono  in  uno  stesso  piano,  che  tocca 
un  cono  quadrieo  fisso.  Per  tal  modo  le  coniche  delle  prime  sei  serie  giacciono  nei  piani 
tangenti  di  tre  coni  quadrici,  i  quali  fanno  parte  del  sistema  di  superficie  quadriohe 
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avente  per  inviluppo  la  F,. 

Quanto  alla  settima  serio,  le  conielie  che  ne  fanno  parte  giacciono  tutte,  a  due  a  due, 
in  piani  passanti  per  la  retta  p  q.  Due  coniche  poste  in  uno  stesso  piano  hanno  per  ima- 
gini  due  rette  per  5,  coniugate  armoniche  con  due  rette  fisse,  una  delle  quali  è  K,  mentre 
l'altra  è  imagine  della  conica  di  contatto  fra  F,  ed  il  piano  u  +  ie^=0  *). 


*)  Per  la  teoria  generale  deUe  trasformaEioni  razionali  nello  spazio,  veggaai  la  mia  Memoria 
nel  Tomo  V  degli  Annali  di  Matematica  (pag.  131)  [Queste  Opere,  n."  96]. 
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ailano,  U.  Hoepli,  1873,    [■»!] 


1. 

È. notissima  la  teoria  delle  figure  reciproche  nello  spazio  che  emerge  dalla  considera- 
zione di  un  sistema  di  forze  appiieate  ad  un  corpo  rigido  e  libero  *).  Per  un  punto  qualun- 
que M  dello  spazio  passano  infiniti  assi,  rispetto  a  ciascuno  de'  quali  il  momento  del  si- 
stema è  nuDo;  ed  O  luogo  geometrico  di  tali  assi  è  un  piano  '^,  che  Mobius  chiama  Nul- 
lebene  dei  punto  M.  Viceversa,  un  piano  qualsivoglia  [j,  contiene  infiniti  assi  di  momento 
nullo,  1  quali  tutti  concorrono  in  uno  stesso  punto  M,  detto  da  Mobius  il  Nullpunct  del 
piano  [j..  Invece  di  NuUpunct  e  di  Nullebene  io  dirò  poh  e  pmno  polare. 

Per  tal  modo,  ad  ogni  punto  M  dello  spazio  corrisponde  un  piano  [t  passante  per  M, 
e  viceversa  ad  ogni  piano  (i,  corrisponde  un  punto  M  situato  in  ji,.  Se  il  polo  M  si  muove 
in  un  dato  piano  a,  il  piano  polare  \i  passa  costantemente  per  un  punto  fisso  A,  che  è 


♦)  Ovvero  dalle  proprietà  geometriche  dello  spostamento,  infliiitGaiino  o  fluito,  di  un  corpo, 
o  dalla  teoria  delle  cubiche  gobbe  o  da  quella  de"  complessi  di  rette  di  1."  grado,  eoe.  Veggansi: 

GiORGiNi,  Sopra  alcwae  proprietà  dei  piam  dei  'momenti  principaU  e  delle  coppie  di  foree 
equivalenti.  (Memorie  deUa  Società  Italiana,  tomo  XX,  Modena,  1828). 

M6BIIIS,  Veber  ein«  besondere  AH  dwder  YerhaUnisi-'e  swischert  Figwrenim  Eaume  (Creli,b'8 
Journal  fflr  Mathelaatik,  X  Bd.,  Berlin,  1833  [ovvero,  Gesammelte  Werke,  Leipzig,  voi.  I,  p.  489, 
18831  ).  —  Lehrbuoh  der  Statik  (Leipzig,  1837),  I  Th.  p.  144. 

Chasxbs,  Aperta  historique  siiT  Vorigime  et  le  déeéioppément  des  méthodes  en  geometrie,  ete. 
(Bruxelles,  1827),  p.  227,  413,  674-679,  684-686.  —  Propria^  géométriqites  relatives  oMmouve- 
ment  injkiiirtent  petit  d'un  eorps  soUde  doMs  Vespace  (Comptea  rendus  des  BÓances  de  l'Acadé- 
mie  des  ecienoes,  t.  XTI,  Paria,  1843). 

Staudt,  Geometrie  der  Lage  (Niimberg,  1847),  p.  191. 

JONQUiÈRES,  Méltmges  de  geometrie  pure  (Paria,  1856),  p.  1-31. 

Rete,  Die  Geometrie  der  Lage  [T>ritte  Aullage  {lieipaig,  1892),  zwoil^e  Abth.,  p.  165]. 


y  Google 


LE  FIGURE   RECIPROCHE  NELLA  STATICA  GRAFICA. 


0  polo  di  a;  e  viceversa,  il  luogo  dei  poli  di  tutt'ì  piani  passanti  per  un  punto  A  è  un  piano 
a,  polare  di  A. 

Se  il  polo  percorre  una  retta,  il  piano  polare  gira  intorno  ad  un'altra  retta.  Due  rette 
cosi  fatte  dìconsi  eonjugate  o  reciproche;  ciascuna  di  esse  è  ad  un  tempo  il  luogo  dei  poli 
de'  piani  passanti  per  l'altra  e  l'inviluppo  de'  piani  polari  de'  punti  dell'altra. 

Si  sa  che  il  dato  sistema  può  in  infinite  maniere  essere  ridotto  a  due  forze;  scelta  ad 
arbitrio  la  linea  d'azione  di  una  di  esse,  la  linea  d'azione  dell'altra  riesce  univocamente 
determinata,  giacché  le  due  linee  di  azione  devono  essere  rette  coniugate. 


Ad  un  fascio  di  piani  paralleli  corrispondono  come  polì  i  punti  di  una  retta  di  dire- 
zione determinata;  vale  a  dire,  ad  una  retta  situata  a  distanza  infinita  è  conjugata  una 
retta  il  cui  punto  I  all'infinito  è  il  polo  del  piano  all'infinito.  A  tutt'i  fasci  di  piani  paral- 
leli corrispondono  di  tal  guisa  tutte  le  rette  (fra  loro  parallele)  passanti  per  I:  fra  queste 
ve  n'è  una,  detta  asse  centrale  del  sistema,  che  è  perpendicoiare  al  corrispondente  fascio 
di   piani  paralleli. 

In  altre  parole:  ogni  retta  parallela  all'asse  centrale  ha  la  sua  conjugata  a  distanza 
infinita;  ogni  piano  parallelo  all'asse  eentrale  ha  il  suo  polo  all'infinito. 


A  due  rette  coniugate  qualisivogliano  compete  la  seguente  proprietà:  la  loro  minima 
distanza  è  una  retta  che  sega  ortogonalmente  l'asse  centrale.  Donde  segue  che,  se  si  'proget- 
tano le  due  rette  reciproche  parallelamente  alVasse  centrale  e  sopra  un  piano  perpendicolare 
al  detto  asse,  le  due  proiezioni  saranno  rette  parallele. 


Facilmente  si  riconosce  che: 

1."  a  più  rette  r  dello  spazio,  le  cui  proiezioni  coincidano  in  una  sola  retta,  corri- 
spondono rette  r',  le  cui  proiezioni  sono  coincidenti  o  parallele,  secondoehè  le  r  (necessaria- 
mente contenute  in  un  piano  parallelo  all'asse  eentrale)  siano  o  non  siano  parallele; 

2,°  a  più  rette  r  dello  spazio,  le  cui  proiezioni  siano  parallele,  corrispondono  rette 
r',  le  cui  proiezioni  sono  coincìdenti  o  parallele,  secondoehè  le  r  (necessariamente  parallele 
ad  uno  stesso  piano  per  l'asse  centrale)  sono  parallele  o  no. 


Suppongo  orizzontale  l'asse  centrale,  e  denomino  ortografico  il  piano  di  proiezione, 
che  incontrerà  l'asse  centrale  nel  proprio  polo.  Posta  in  questo  punto  l'orìgine  degli  assi 


Ortmùtta,  tomo  III. 
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delle  coordinate  rettangolari  x,  y,  s,  l'idtimo  dei  quali  coincida  coll'asse  centrale,  la 
suesposta  legge  di  corrispondenza  reciproca  sarà  espressa  dalle  seguenti  fonnole.  D  punto 
«1  y,  e,  è  a  polo  del  piano 

«  ^1  —  !/  a'i  +  *^  (s  —  2]}  ==  0, 
dove  k  è  una  costante.  Viceversa,  al  piano 

ax-'rby-\~es  +  d  =  0 
corrisponde  0  polo  ' 


fe  a 


E  la  retta 


ì  conjugata  all'altra  retta 


ax  +  by+c    =0 
px  +  qy  +  rz  ^0 

ax  +  by  +  c'  =0 
px  +  qy  +  r'z^O, 
dove 

r  e'  ^^r'  c^k{aq—bp). 

6. 

Dirò  reciproci  due  poliedri,  se  i  vertici  del  primo  sono  ì  poli  delle  facce  del  secondo, 
così  che  anche  le  facce  del  primo  saranno  porzioni  dei  piani  polari  de'  vertici  del  secondo, 
e  gli  spigoli  dell'uno  saranno  ordinatamente  eonjugati  agli  spigoli  dell'altro. 

Siccome  ogni  polo  giace  nel  rispettivo  piano  polare,  cosi  ciascuno  de'  due  poliedri 
reciproci  è  simultaneamente  inscritto  e  circoscritto  all'altro.  Per  es.  siano  A  B  C  D  i  ver- 
tici di  un  tetraedro,  a^-(d  le  facce  del  tetraedro  reciproco;  i  piani  a,  p,  t,  S  passano 
pei  rispettivi  poli  A,  B,  C,  D:  ed  i  vertici  p^S,  faS,  apS,  «Py  giacciono  ne'  rispettivi 
piani  polari  BCD,  CAD,  ABD,  ABC  *). 

Projettinsi  ora  i  due  poliedri  sul  piano  ortografico;  le  proiezioni  saranno  due  figure 
dotate  di  proprietà  reciproche.  Ad  ogni  lato  deUa  prima  figura  corrisponderà  un  lato  pa^ 
rallelo  della  seconda,  due  lati  corrispondenti  essendo  le  proiezioni  di  spigoli  eonjugati 
de'  due  poliedri.  Se  l'un  poliedro  ha  un  angolo  solido,  nel  cui  vertice  concorrano  m  spigoli, 

*)  MSBroa,  Kamm,  von  meei  drmaeÀUgen  Pyramiden  eine  jede  in  Beeug  auf  die  andvre  v/m- 
und  eingesehrieben  zuijleieh  seinf  (Ckelle'b  Journal,  III  Bd.,  1828  iowero,  6e$ammdte  Werhe 
voi,,  I,  p.  439i  ).  —  Lfhrbueh  der  StaUh,  l  Th.,  p.  156-158.  —  Ueber  eine  besond&re  Art  dwaler 
VerMUmsse  neisnhen  Figuren  im  Baume  (Crelle'h  Journal,  X  Bd.,  p.  324  e  seg.). 


y  Google 


LE  FIGURE  REOrPRÒCHE  NÈtLA  STATICA  GRAtlCA.  33Ò 


l'altro  avrà  una  faccia  poligonale  di  m  lati;  epperò,  considerando  le  due  figure  ortogra- 
fiche, se  nell'una  vi  sono  m  lati  divergenti  da  un  punto  o  nodo,  gli  m  lati  eorriapondenti 
nell'altra  saranno  i  lati  di  un  poligono  chiuso. 

In  un  poHedro,  ogni  spigolo  è  comune  a  due  facce  e  unisce  due  vertici;  ogni  faccia 
ha  almeno  tre  apigoli,  ed  anche  in  ogni  vertice  concorrono  almeno  tre  spigoli;  dunque 
in  ciascuna  delle  due  figure  ortografiche,  ogni  lato  sarà  comune  a  due  poligoni  e  congiun- 
gerà due  nodi,  in  ogni  nodo  concorreranno  almeno  tre  lati,  come  ogni  poligono  avrà  tre 
0  più  lati 

Supposto  che  l'un  poliedro,  epperò  anche  l'altro,  sia  semplicemenle  connesso  *),  la 
somma  dei  numeri  de'  vertici  e  delle  tacce  supererà  di  2  il  numero  degli  spigoli,  secondo 
il  notissimo  teorema  di  Eulero.  Dunque,  se  la  prima  figura  ortografica  ha  p  nodi,  p' 
poligoni  ed  s  rette,  sarà 

La  seconda  figura  avrà  p'  nodi,  p  poligoni  ed  s  rette. 


Se  l'un  poliedro  ha  un  vertice  aU'infinito,  all'altro  spetta  una  faccia  perpendicolare 
al  piano  ortografico,  e  viceversa;  cioè,  se  una  delle  due  figure  ortografiche  ha  un  vertice 
all'infinito,  l'altra  contiene  un  poligono,  tutt'i  lati  de]  quale  cadono  in  una  stessa  retta: 
e  viceversa. 

Se  pel  primo  poliedro,  il  punto  I  all'infinito  dell'asse  centrale  è  il  vertice  comune  ad 
w  facce,  l'altro  poliedro  avrà  nel  piano  aU'infinito  una  faccia  poligonale  di  nlati.  In  questo 
caso,  la  prima  figura  ortografica  ha  p  —  1  nodi,  p'  —  n  poligoni  ed  s  —  n  rette;  e  la  se- 
conda (prescìndendo  dalla  retta  all'infinito)  ha  y  —  1  poligoni,  p  —  n  nodi  ed  s  —  n 
rette:  dove  i  numeri  p,  p',  s  s'intendono  ancora  legati  dalla  relazione  y  -j-  p'  =  s  +  2. 


Questi  diagrammi  reciproci,  che  si  ottengono  come  proiezioni  ortografiche  di  due  po- 
liedri reciproci,  s'incontrano  per  via  diretta  nella  statica  grafica.  La  proprietà  meccanica 
dei  diagrammi  reciproci  è  espressa  dal  seguente  teorema,  dovuto  all'illustre  prof.  Clebk 
Maxwell  **): 

«  It  forces  represonted  in  magnitude  by  the  linee  of  a  figure  he.  made  to  aet  between  the 
extremities  of  the  coiresponding  lines  o£  the  reciprocai  iìgwre,  then  the  pointa  of  the 
reciprocai  figure  wHl  aH  be  in  equìlibrium  under  the  a«tion  of  these  f  orees  ». 

*)  |Toi)HUNTEB,  Spherical  TrigonomelTy,  Ohapter  XIII,  Polyhedra.l 
*♦)  Philoaophiecd  Magasene,  aprile  1864,  p.  258. 
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La  verità  del  teorema  si  rende  subito  manifesta,  osservando  che  le  forze  applicate 
ad  un  nodo  qualunque  del  secondo  diagramma  sono  parallele  e  proporzionali  ai  lati  di  un 
polìgono  chiuso  nel  primo  diaiframma.  H  teorema  è  precipuamente  utile,  quando  se  ne  fa 
applicazione  alla  determinazione  grafica  degli  sforzi  inierni  nelle  travature  reticolari. 

9. 

I  primi  germi  di  questa  teoria  sì  possono  ricercare  nelle  proprietà  del  poligono  delle 
forze,  i  cui  lati  rappresentino  in  grandezza  e  direzione  un  sistema  di  forze  applicate  ad 
un  punto  ed  equilibrate;  e  nelle  note  costruzioni  geometriche  che  danno  le  tensioni  dei 
lati  di  un  poligono  funicolare  piano  *).  Ma  chi  ha  iniziato  l'applicazione  aDe  travature 
reticolari  è  il  prof.  Macquorn  Rankine,  che  all'art,  150  del  suo  eccellente  Manuol  of 
applied   Meckanies   (1857)   dimostrò   il   teorema; 

n  If  linea  radiating  from  a  point  be  drawn  parallel  to  the  linee  of  resistanee  ot  tte  bars 
of  a  poligona!  frame,  thoD  the  sides  of  any  polygon  whoae  anglea  lic  in  those  radia- 
ting  linea  will  repreaent  a  system  of  forcea,  wieh,  being  applied  to  the  joiiita  of  the 
frame,  will  balance  eaoh  other;  each  siich  force  being  applied  to  the  joint  betweenthe 
bare  whose  linee  of  reaiatance  are  paiallei  to  the  pair  of  radiating  lines  that  enclose  the 
side  of  the  polygon  of  forcea,  repreaentiog  the  force  in  qTiestion.  AIso,  the  lengjits 
of  the  radiating  lines  will  represent  the  streeaea  along  the  bara  to  whoae  linee  of  re- 
sistance  they  are  respectively  parallel  **)  ". 

II  medesimo  sig.  Eankine  pubblicò  più  tardi  ***)  un  teorema  analogo  per  le  folyhe- 
drai  frames. 

10. 

Però  la  teoria  geometrica  de'  diagrammi  reciproci  si  deve  propriamente  al  prof.  Clerk 
Maxwell,  il  quale  prima  nel  1864  f)  e  poi  di  nuovo  nel  1870  ff)  ne  diede  la  definizione 
generale  e  li  dedusse  dalla  proiezione  di  due  poliedri  reciproci.  Se  non  che,  i  poliedri  del 
eh.  A,  sono  reciproci  nel  senso  della  teoria  deUe  figure  polari  reàproche  di  Poncelbt  t*), 
relatim  ad  un  certo  paraboloide  di  rotazione  in  modo  che  nelle  proiezioni  (ortogonali  e  paral- 
lele all'asse)  i  lati  corrispondenti  non  riescono  paralleli,  ma  perpendicolari  fra  loro;  ond'è 

•)  Vaeicnon,  Nouvelle  Mécamgue  ow  StaMgwe,  doni  le  projet  fui  donne  en  1687,  Paria,  1725. 
**)  Pag.  140  della  sesta  edizione  (1872).  Ben  inteso  che  1»  travatura  o  frame,  di  cui  parla 
qui  VA.,  6  un  semplice  poligono. 
***)  PhAloeo^hieal  Magatine,  febbraio  1864,  p.  92. 
t)  On  reciprocai  figwres  and  dÀaqrams  of  forces  (Phil.  Magazinp,  aprile  186i,  p.  250). 
f+}  On  reeiproedl  fìyures,  fra/mes  and  diagrams  of  forcas  (Trauaactions  of  the  R.  Soeiety  of 
Edimburgh,  voi.  XXVI,  p.  1).  Vedi  anche  una  lettera  di  M.  Rankine  nel  giornale  the  Engi- 
neer,  16  febbraio  1872. 
t*)  0,  se  si  vuole,  di  MonQE.  Vedi  Chaslbs,  Aper^  hiftorique,  p.  378. 
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che  uno  de'  diagrammi  dev'essere  fatto  rotare  di  90,°  nel  proprio  piano,  affinchè  a 
quella  posizione  che  è  richiesta  dal  problema  statico.  Invece,  col  metodo  ch'io  propongo 
qui,  le  projeziom  oitografiche  di  due  poliedri  recìproci  danno  senz'altro  i  diagrammi, 
qua'i  ''1  ottengono  nella  ■statica  giafìea. 

n. 

L'applicazione  pratica  del  metodo  delle  figure  reciprochi 
che  il  prof,  Fleeming  Jenkin  comunicò  nei  marzo  1869  alla  Soci 
nella  quale  l'A.,  dopo  aver  citata  la  definizione  delle  figure  reei 
tioa,  come  la  enuncia  Maxwell  nel  suo  lavoro  del  1864,  aggiunge: 

fl  Few  eogineere  would.  howerer,  suspect  that  the  two  paragraphs  quoted  put  at  their  di- 
sposai a  remarkably  simple  Eind  accurate  methoii'of  caloiilating  the  atressea  ia  frame- 
worki  and  the  author's  attention  was  drawn  to  the  method  chìefly  by  the  cìrcum- 
stance  that  it  waa  independently  discovered  by  a  praetical  diaughtamann,  Mr.  Tatlob, 
working  in  the  office  of  the  well-kuown  contractor,  Mt,  J.  B.  Coohrane  s. 

L'A.  presenta  un  buon  numero  di  esempi  illustrati  con  fi^re,  e  finisce  coll'osservare: 

«  When  eotcìpared  with  algebraic  methoda,  the  aimplioity  and  rapidity  of  execution  ot 
the  graphic  method  ie  very  atriking;  and  algebraic  methods  applied  to  frames,  snob 
as  the  Warren  girders,  in  wich  there  are  numerons  dmìlar  pieces,  are  toimd  to  result 
in  frequent  «lerical  errors,  owing  to  the  cumbrous  notation  wich  is  neoesaaiy,  and 
especially  owing  to  the  neceaaary  distinctìon  betwoen  odd  and  even  diagonale  », 

13. 

Ma  quando  si  parla  di  risoluzioni  geometriche  de'  problemi  della  scienza  deDe  costru- 
zioni, non  si  può  eertamente  tacere  del  prof.  Culmann,  l'ingegnoso  e  benemerito  crea- 
tore della  statica  grafica  **),  al  quale  è  dovuto  se  i  metodi  spieci  ed  eleganti  dì  questa 


*)  On  fhe  praiMeid  appUeation  of  reciprocai  figures  to  the  eaì/^lation  of  strains  on  frame- 
worh  (Tianaactions  of  the  R.  Society  of  Edimbnrgh,  voi.  XXV,  p.  441).  Dello  stesso  A.  veggasi 
anche  On  braeed  arehes  rnid  suspermion  bridgeg,  read  before  the  E.  Scottiah  Society  of  aita 
(Edimbnrgh  1870);  e  la  Memorili  Onthe  a-ppUcoMon  ofgra/plhie.  methoda  fo  the  determmaHùn  of  (he 
effieiences  of  maehmeri/  (Transactione  of  the  E.  Society  of  Edimburgh,  voi.  XXVIII,  1877,  p.  1). 
**)  Die  graphische  Statik,  Zuricb,  1866.  Nel  187-5  è  venuta  in  luce  la  2."  edizione  del  1."  tomo 
con  ricche  aggiunte  |ofr.  la  prefazione  e  i  n.  81  82|.  Siccome  quest'opera  insigne  non  è  esente 
da  difficoltà  gravi,  specialmente  per  chi  non  è  famigharizzato  colla  geometria  proiettiva,  cosi 
8i  è  saviamente  pensato  di  aiutare  la  diffusione  di  queste  preziose  dottrine  per  mezzo  di  trattati 
più  elementari  Veggasi:  K.  von  Ortr,  Die  Ontndzitge  des  graphischen  Beehnens  itnd  der  graphi- 
ftrJipn    Statile,  Prag,  1871  (3.=  edizione,   1874);-— J.  Bauschingek,  Elemente  der  graphisehen 
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'.d.,  usciti  dalla  scuola  di  Zurigo,  vengono  ora  insegnati  in  parecchi  politecnici  di 
Germania  (e  da  ben  cinque  anni  anche  nell'Istituto  tecnico  superiore  di  Milano  *)).  Tutte 
le  quistioni  di  statica  teorica,  come  pur  quelle  che  appartengono  ai  sìngoli  rami  delle 
pratiche  applicazioni,  sono  risolute  dal  prof.  Culmann  con  uniforme  e  semplice  procedi- 
mento, che  in  sostanza  si  riduce  alla  costruzione  delle  due  figure  ch'egli  denomina  Kràfte- 
polygon  e  Seilpolygon.  E  benché  egli  non  le  consideri  come  figure  reciproche,  nel  senso 
della  teoria  di  Maxwell,  tuttavia  esse  sono  tali  sostanzialmente;  ed  in  particolare,  le  co- 
struzioni geometriche  che  il  Culmann  dà  nel  5."  Abschnitt  della  sua  Opera,  consacrato 
ai  sistemi  reticolari  {das  Fackwerk),  coincidono  quasi  sempre  con  quelle  che  si  dedurreb- 
bero dai  metodi  del  Maxwell  medesimo.  Anzi  le  costruzioni  di  Culmann  comprendono 
anche  quei  casi  (non  iatuggiti  al  geometra  inglese),  ne'  quali  i  diagrammi  reciproci  non 
sono   possibUi. 

13. 

Prima  di  tutto  voglio  mettere  in  evidenza  che  il  Kràftepolygon  ed  il  Seilpolygon  (poli- 
gono delle  forze,  poligono  funicolare)  di  Culmann  si  possono  ridurre  a  diagrammi  reci- 
proci. 

Date  in  un  piano  (che  supporrò  sempre  essere  il  piano  ortografico)  n  forze  Pi,?a,...,P„, 
che  si  tacciano  equilibrio,  per  poligono  delle  forze  s'intende  un  poligono  i  cui  lati  1,2, . . . ,  n 
siano  equipollenti  **)  alle  rette  che  rappresentano  quelle  forze  ***).  Preso  un  punto  0 
(nello  stesso  piano),  che  dirò  polo  del  poligono  tracciato,  si  projettino  da  esso  i  vertici  del 
poligono  medesimo;  e  si  denomini  (r  s)  il  raggio  che  projetta  il  vortice  comune  ai  lati  r,  s. 
Ora  per  poligono  funieoìme,  corrispondente  al  polo  0,  s'intende  un  altro  poligono  i  cui 

Sfatik,  Mnnphen,  1871;  —  ed  il  2."  Abschnitt  dell'opera  di  F.  Eeauxbaux,  Der  Construetettr 
(3.°6dizion6),Braunachweig,  1869;  | —  L.  Klasbn,  Griyihische  Erimttelung der  Spawnimgen  in den 
Hoehhaìt-'wnid  BrUùkenbaM-Oonetruetion;  Leipzig,  1878;  —  Gr.  Hermann,  Zur  gra/phisohen  Sta- 
tik  der  Masckinengetriehe;  Brannsehweig,  1879;  —  G-.  Sidenam  Clarkg,  The  'pHm-.iples  of  gra- 
phie  Staties;  London,  1880;  —  J.  B,  Ohalmebs,  Graphical  determmaUon  of  forrea  in  enginee- 
ring efTMotfwes;  London,  1881;  —  K.  Stelzel,  GrwruLmge  der  grapAigthen  SUitik  und  deren  An- 
wendwTig  rmf  d&n  contimuirlichen  Tràger;  Graz,  1882;  M.  Matjkee,  Statiifae  gra/phique  appliquée 
(Mtar  eonslruetione:  Paris,  1882i;  oltre  a  parecchie  Memorie  meno  estese  e  riguardanti  argomenti 
speciali,  dei  signori  Mohe,  Harlachek,  W.  Eittek,  E,  Winklbr,  ecc.  Che  in  Inghilterra,  oltre 
agli  autori  già  eitati,  altri  matematici  abbiano  portata  la  loio  attenzione  sulla  statica  grafica 
risulta  dai  Prooeedings  of  the  London  Mathematica]  Slooiety,  voi.  Ili,  pp.  233,  320-322,  Veggasi 
inoltre:  C,  Unwin,  Wrouglìi  iron  bridgm  emd  roojs;  I>ondon,  1869.  —  Per  le  pubblicazioni  po- 
steriori veggasi  la  nota  in  line. 

*)  Questo  fu  scritto  nel  1872.  Ora  st  può  aggiungere  "  ed  in  tutte  le  scuole  italiane  per  gli 
Ingegneri  ». 

**)  Uguali  in  grandezza,  direzione  e  senso;  denorainaKione  che  prendo  dal  prof.  Bellavitis. 
**•)  Nel  costruire  questo  poligono,  la  posizione  del  prirno  vertice  è  arbitraria. 
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vertici  cadano  nelle  linee  d'azione  (che denominerò  1,  3,...,  n)  delle  forze P,,  Pj,.„,  P„, 

ed  i  cui  lati  giano  rispettivamente  paralleli  ai  raggi  per  0  *):  in  modo  che  il  lato  compreso 
fra  le  linee  d'azione  di  P^ ,  P  ^ ,  sia  parallelo  al  raggio  (rs),  opperò  esso  medesimo  sia  indicato 
col  simbolo  {rs). 

TI  poligono  funicolare  risulterà  chiuso,  al  pari  del  poligono  delle  forze. 


14. 

Se  le  linee  d'azione  delle  forze  date,  fossero  concorrenti  in  uno 
si  avrebbero  già  così  due  diagrammi  reciproci:  che  evidentemente  i 
ortografiche  di  due  piramidi   ji-edre. 


punto  (fig.  1.*), 
proiezioni 


e  forze  sono  parallele,  il  poligono  delle  forze  si  ridurrà  ad  una  retta,  ossia  la  base 
della  prima  piramide  sarà  perpendicolare  al 
piano  ortografico;  ed  il  vertice  della  seconda 
cadrà  all'infinito;  vale  a  dire,  il  secondo  po- 
liedro sarà  un  prisma  avente  una  sola  base  a 
distanza  finita.  Questo  caso  è  illustrato  dalla 
fig.  2.*,  dove  i  lati  del  poligono  delle  forze 
sono  indicati,  non  già  da  un  solo  numero 
1,  2,  3, ... ,  ma  da  due  numeri  posti  ai  ter- 
mini di  ciascun  segmento;  cosi  che  i  seg- 
menti 0 1,  1 2,  2  3,  3  4, . . .  corrispondono  alle 
rette  1,  3,  3,  4, ...  del  secondo  diagramma. 
Qui,  come  in  seguito,  si  adoperano  nei  testo 
due  serie  di  numeri  1,  2,  3,  ... ,  r, ... ,  s, ...  , 
Fig.  2.'  1,  2,  3, ...,  r, ...,  J,-.-,  per  distinguere  le 

linee  di  un  diagramma  dalle  corrispondenti  dell'altro. 


*)  Nella  costruzione  di  questo  poligono,  il  primo  lato  è  dato  soltanto  in  direzione. 
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15. 

Conaideriamo  ora  il  caso  generale,  che  le  forze  non  concorrano  in  uno  stesso  punto. 
Assumasi  un  secondo  polo  0',  si  congiunga  ai  vertici  del  poligono  delle  forze  mediante 
rette,  e  eoatruiscasi  un  secondo  poligono  funicolare,  corrispondente  al  polo  0';  cioè  un 
poligono,  i  cui  vertici  cadano  sulle  linee  d'azione  delle  forze,  ed  i  cui  lati  siano  risp.  pa- 
ralleli ai  raggi  uscenti  da  0'.  Vedi  le  fig.  3.^  e  5,^,  nelle  quali  i  raggi  uscenti  dal  secondo 
polo,  come  pure  il  corrispondente  poligono  funicolare,  sono  segnati  a  tratti  non  contìnui. 


Fig.  3> 

Per  tal  modo  il  diagramma  costituito  dal  poligono  delle  forze  e  dei  raggi  progettanti 
per  0  e  per  0',  ed  il  diagramma  costituito  dai  due  poligoni  funicolari  e  dalle  linee  d'azione 
delle  forze  sono  manifestamente  reciproci.  II  primo  è  la  proiezione  di  un  poliedro  *)  for- 


*)  Questo  poliedro  ha  S-n.  spigoli,  2n  facce  triangolari 
L'altro  poliedro  ha  3m  epigoli^  2w  angoli  triedii,  2  basi  chi 
(^uadrilateie. 


2  angoli  M-edri  ed  n  angoli  4-edri, 
sono   poligoni  di  n  lati,  ed  n  tstcce 
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mato  da  due  angoli  solidi  m-edrì  le  cui  facce  corrispondenti  si  seghino  lungo  il  contorno 
di  un  poligono  gobbo  *)  di  n  lati;  il  secondo  è  la  projezionc  di  un  poliedro  compreso  fra 
due  polìgoni  piani  dì  n  lati,  tali  che  i  lati  dell'uno  incontrino  ordinatamente  i  lati  corri- 
spondenti dell'altro. 

La  retta  che  nello  spazio  congiunge  i  vertici  de'  due  angoli  n-edri  del  primo  poliedro 
è  la  eonjugata  di  quella  che  è  comune  ai  piani  delle  due  basi  del  secondo  poliedro.  Donde 
segue,  attesa  la  proprietà  che  due  rette  conjugate  hanno  di  proiettarsi  ortograficamente 
in  due  rette  parallele,  che  due  Iati  corrispondenti  qualunque  (r  s),  (r  s)'  de'  due  polìgoni 
funicolari  si  segano  sopra  una  retta  fissa,  che  è  parallela  alia  congiungente  de'  due  poli 
0,  0'.  Questo  teorema  è  fondamentale  pei  metodi  del  Culmann. 

16. 

Se  ì  poli  0,  0'  si  fanno  coincidere,  i  lati  corrispondenti  de'  due  poligoni  funicolari  sa- 
ranno paralleli  (fig.  4.*).  In  tal  caso,  la  retta  che  eongiunge  i  vertici  degli  angoli  n-edri 


del  primo  poliedro  è  perpendicolare  al  piano  ortografico;  mentre  le  basi  del  secondo  po- 
liedro sono  parallele. 

*)  !  È  evidente  che,  se  questo  poligono  diviene  una  curva  continua,  il  poligono  delle  forze 
e  i  poEgoni  funioolaii  diventano  riapettiv amente  la  curva  delle  forze,  e  le  curve  funicolari  di 
un    sistema    continuo  di  forze  in  un  piano.  | 
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La  diagonale  tra  i  vertici  di  due  angoli  tetraedri  de]  primo  poliedro Iìì°  15),  ossia  la 
diagonale  fra  due  vertici  del  poligono  gobbo,  è  conjugata  all'intersezione  delle  corri- 
spondenti facce  quadrilatere  del  secondo  poliedro,  la  quale  eongiunge  il  punto  comune 
a  due  lati  di  una  base  col  punto  comune  ai  lati  corrispondenti  dell'altra  base.  Nella  proie- 
zione ortografica  la  prima  retta  dà  una  diagonale  fra  due  vertici  (r  .  r  -j-  1),  (s .  s  -f  1) 
del  poligono  delle  forze,  ossia  una  retta  equipollente  alla  risultante  delie  forze  Pr+i, 
Pr+a, ...,  P,;  la  seconda  retta  darà  la  linea  d'azione  della  risultante  medesima.  Dunque 
la  linea  d'azione  della  risultante  di  un  numero  qualunque  di  forze  consecutive  P^+i, 
P..+1I,  ...  ,  P,  passa  pel  punto  comune  ai  latì(r.  r  +  1),  (jt.  s  -|-  1)  del  poligono  funicolare: 
altro  teorema  fondamentale  nella  statica  grafica.  Veggasi  per  ea.  nella  fig.  3.*  la  risultante 
delle  forze  6,  1,  2. 

18. 

Se  l'accennata  diagonale  del  primo  poliedro  è  perpendicolare  al  piano  ortografico,  la 


retta  conjugata  sa 
tici(r.r4-l),  (s. 


ì  all'infinito.  Allora,  ne!  poligono  delle  forze  coincideranno  i  due  ver- 
!  -f  1)  in  un  solo  punto  A  (vedi  fig.  5.^,  dove  r  =  1,  s  ^  4),  ed  in 
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ciascuno  de'  poligoni  funicolari  saranno  paralleli  1  lati  (r .  r  +  1),  (j .  5  +  1).  La  risul- 
tante delle  forze  P^+i,  P^+s,  ■■■  ,  P^  avrà  dunque  una  grandezza  evanescente  e  la  sua  li- 
nea d'azione  cadrà  nella  retta  aìrìnfinito  del  piano  ortografico:  essa  risultante  sarà  una 
forza  infinitamente  piccola  e  lontana,  equivalente  ad  una  coppia  di  forze  agenti  secondo 
i  predetti  lati  paralleli  del  poligono  funicolare  e  rappresentate  in  grandezza  dalla  retta 
che  congiunge  il  corrispondente  polo  0  al  punto  A.  Siccome  queste  due  forze  equivalgono 
al  sistema  delle  P^+i,  Pr+z, -■■,  Pj,  "osi  il  senso  di  quella  che  agisce  secondo  il  lato 
(r .  r  +  1)  è  da  A  verso  0;e  il  senso  dell'altra,  agente  secondo  il  lato  (s  .  j  -|-  1),  è  da  0 
verso  A. 

19. 

Date  le  forze  P,,  Pj,  P3, ...  ,  P„_i  (n."  13),  i  due  poligoni  {delle  forze  e  funicolare) 
servono  a  determinare  la  P„,  uguale  ed  opposta  alla  risultante  delle  date  (vedi  la  fig.  3.», 
dove  n  =  5).  Infatti,  eostruita  la  linea  spezzata  1.2  .S  ...n  —  1,  i  cui  Iati  siano  equi- 
pollenti alle  forze  date,  ìa  retta  n  che  ne  congiunge  gii  estremi  (diretta  dal  termine 
aU'origine  della  spezzata)  sarà  equipollente  a  P„.  Indi,  assunto  un  polo  0,  costruiscasi 
un  poligono  (funicolare),  i  cui  primi  «  —  1  vertici  1 ,  3,  3, . . .  ,  n  —  1  cadano  nelle  linee 
d'azione  delle  forze  date  P,,  P»,  P3, ... ,  P„-,,  ed  i  cui  lati  (/?.  1),  (1  .  2),  (2  .  3), ...  , 
(n~l .  n)  siano  risp.  paralleli  ai  raggi  che  da  0  proiettano  i  vertici  omonimi  del 
primo  poligono.  Allora  la  retta  che  passa  por  l'ultimo  vertice  n  del  poligono  funicolare, 
vale  a  dire  pel  punto  di  concorso  de!  primo  lato  (n  .  1)  coll'ultimo  {n  —  1  .  n),  ed  è  paral- 
lela all'ultimo  lato  n  del  poligono  delle  forze,  sarà  la  linea  d'azione  di  P„. 

Suppongo  che  il  primo  lato  del  poligono  funicolare  debba  passare  per  un  punto  fisso, 
e  si  faccia  muovere  il  polo  0  in  linea  retta;  anche  gli  altri  lati  ruoteranno  intomo  ad  al- 
trettanti punti  fissi,  allineati  col  primo  in  una  retta  parallela  a!  luogo  del  polo  (n."  15). 
Ciò  rientra  nel  celebre  porisma  di  Pappo: 

"  Si  qwotouraqne  reotte  ììnex  sese  mutuo  secent,  non  plures  qoam  dure  per  idem  punotam, 
omnia  autem  in  una  ipsarum  data  aint,  et  reliquomm  multitndinem  habc.ntìum  trian- 
gulum  numerum,  hujus  latus  sin^a  habet  puneta  tangentia  rectam  lineam  positione 
datanij  quorum  trium  non  ad  angulum  existens  trianguli  spacii  unumqnodqne  reli- 
quum  punctum  rectam  lineam  positione  datam  tangent  *)  ». 


Se  consideriamo  il  punto  0  come  suscettibile  di  prendere  una  posizione  qualsivoglia 


*)  Mathemalicce  CoUedionea,  prefay.ione  al  libro  VII,  p.  162  dell'edizione  di  Commandino 
(Venetiis,  1.589).  Veggaai  la  traduzione  o  parafrasi  del  porisma,  fatta  da  Poncelet  al  n."  498 
del  sno  Traile  des  propriéiés  projedives  (Paris,  1822), 
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nel  piano,  le  proprietà  dei  due  poligoni  (delle  forze  e  funicolare)  si  possono  compendiare 
nel  seguente  enuneiato  geometrico: 

Sia  dato  un  poligono  piano  di  n  lati  1,  2,  3, . . . ,  n  —  1,  n;  e  nello  stesso  piano 
siano  inoltre  date  n^l  rette  1,  2,  3, ...  ,  /?  —  1  rìsp.  parallele  ai  primi  n  —  1 
lati  del  polìgono.  Da  un  punto  o  polo,  mobile  nel  piano  (senz'alcuna  restrizione),  s'in- 
tendano proiettati  i  vertici  del  poligono  dato.  Ora  si  imagini  un  poligono  variabile 
di  n  lati,  i  primin^l  vertici  del  quale  1,  3,  3, ... ,  n  —  1  debbano  trovarsi  ordi- 
natamente nelle  rette  date  omonime,  mentre  gli  n  lati  (n  .  1),  (1 .  2),  (2  .  3), ... , 
(n  —  ì.n)  debbano  essere  paralleli  ai  raggi  che  dal  polo  proiettano  i  vertici  omonimi 
delpoligono  dato.  H  punto  di  concorso  di  due  lati  quaìsiyogliano  (r .  r  +  l)i  (^  ■  *  +  1) 
del  poligono  variabOe  cadrà  in  una  retta  determinata,  parallela  alla  diagonale  fra 
i  vertici  (r .  r  -f-  1),  (s .  s  +  1)  del  poligono  dato. 

Questo  teorema  la  cui  dimostrazione  per  mezzo  della  sola  geometrìa  piana  non  pare 
ovvia,  risulta  invece  a  dirittura  evidente,  se  si  considerano  le  figure  piane  come  proie- 
zioni ortografiche  di  poliedri  recìproci. 


n  poligono  delle  forze  è  la  proiezione  di  un  poligono  piano  o  di  un  poligono  storto, 
secondoehè  le  forze  P  siano  o  non  siano  concorrenti  in  un  punto.  Come  s'è  veduto  al  n."  14, 
nel  primo  caso  i  due  diagrammi  reciproci  sono  semplicemente  costituiti  l'uno  dal  po- 
ligono delle  forze  e  dal  polo  0,  l'altro  dalle  linee  d'azione  delle  forze  e  dal  poligono  funi- 
colare corrispondente  ad  0.  Invece  nel  secondo  caso  (n.  15)  è  d'uopo  aggiungere  al  primo 
diagramma  un  altro  polo  0',  ed  al  secondo  un  altro  poligono  funicolare  corrispondente 
ad  0'.  Si  è  pur  veduto  (n."  16)  che  i  due  poli  si  possono  assumere  coincidenti,  e  allora 
il  primo  diagramma  riesce  il  piii  semplice  possibile.  Ma  se  invece  si  volesse  semplificare 
il  secondo,  gioverebbe  portare  il  polo  0'  a  distanza  infinita,  in  una  direzione  arbitraria; 
il  poliedro  la  cui  proiezione  ortografica  è  il  primo  diagramma,  avrebbe  all'infinito  il 
vertice  di  uno  de'  suoi  angoli  w-edri;  e  siccome  il  piano  polare  di  un  punto  all'infinito 
è  parallelo  all'asse  centrale',  così  il  nuovo  poligono  funicolare,  corrispondente  ad  0', 
avrebbe  tutti  ì  suoi  lati  distesi  in  una  stessa  lìnea  retta  (0  cui  punto  all'infinito  è  0').  La 
posizione  assoluta  dì  questa  retta  nel  piano  ortografico  è  ancora  arbitraria,  epperò  si 
potrebbe  portarla  a  distanza  infinita. 

Si  ha  un  risultato  ancor  più  semplice  nel  modo  seguente.  Suppongasi  che  il  primo  po- 
liedro abbia  il  vertice  dell'anzidetto  suo  angolo  M-edro  nel  punto  all'infinito  dell'asse 
centrale;  nel  primo  diagramma  scompare  allora  assolutamente  il  polo  0,  giacché  gli  spi- 
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goli  di  quell'angolo  w-edro  si  projettano  ortograficamente  nei  vertici  del  poligono  delle 
forze.  Il  piano  polare  del  vertice  è  ora  il  piano  all'infinito  ;  dunque  il  secondo  poligono 
funicolare  cadrà  tutto  a  distanza  infinita  (efr,  n."  7). 

Coneludo  da  ciò  l'aspetto  più  semplice,  sotto  il  quale  si  possono  riguardare  come  dia- 
grammi recìproci  il  poligono  delle  forze  e  il  poligono  funicolare  di  un  sistema  di  n  forze 
equilibrate,  situate  in  un  piano  {il  piano  ortografico),  ma  non  concorrenti  in  uno  stesso 
punto,  L'un  diagramma  sia  costituito  dal  polìgono  delle  forze  e  dai  raggi  che  ne  projet- 
tano i  vertici  da  un  polo  0;  l'altro  dalle  lìnee  d'azione  delle  forze,  dal  polìgono  funicolare 
e  dalla  retta  all'infinito.  Il  primo  diagramma  è  la  proiezione  d'un  poliedro  le  cui  facce 
si  ottengono  col  projettare  gli  n  lati  d'un  poligono  gobbo  si  perpendicolarmente  al  piano 
ortografico,  sì  da  un  punto  dello  spazio  a  distanza  finita.  Il  poliedro  recìproco,  la  cuiproje- 
zione  è  il  secondo  diagramma,  è  la  porzione  (infinita)  di  spazio  contenuta  da  un  poligono 
piano  e  da  »i  piani  passanti  ordinatamente  pei  lati  del  medesimo  ed  estesi  sino  al  piano 
all'  infinito. 

33. 

Passo  ora  a  dn-,rammi  pu  conilic  ti  qnli  i  jie  entiu  nella  teoiìa  delle  trava- 
ture reticolari  *j  fanno  s  t.  due  superficie  pohediiehe  reeipioclie  che  posseggono 
un  orlo  0  contorno  che  bono  bemplicemente  connesse  e  i  cui  contorm  booo  due  poligoni 
chiusi  sghembi  I  **)  p  il  poliedro  tormato  da  s  e  dalla  superficie  pirimidale,  ti  cui  vertice 
sia  un  punto  o  tissato  a  1  arbitrio  nello  spailo  e  la  e  ii  linea  direttuee  sia  il  contorno  po- 
ligonale di  s  e  p  il  1  ilie  ho  leeipr  t.  di  p  ossia  il  poliedro  contenuto  daUe  facce  di  s', 
da  piam  de^h  angol  deliorh  li  j  e  dal  |i  ny     [oiwe  di  o  Projett  ndo  ortografica- 


*}    D    eai  (  o  atu  a    et  cók  re  un  s  stcìua  j  duo  di  aste  rettilinee  r  un  te  agli  estremi  per 
uod  o  articolazioni  "^la  AB  un  asta  qualimiiue  (il  cui  pes       tr  coniato)  d  una  tale  travatuia; 
e  9  ipoiuanio  che  neiaui  i  foiza  adisca  eopia  di  essd.    fuor  Le  ai  nod    A    B    Allora  l'insieme 
delle  foize  che  agie  ono  f  i  di  esBi  ne!  nodo  A  (ale  ine  ester  e  alcune    onsmtenti  in  pressioni 
esercitate  sull  <tsta  medea  m*  An,  quella  o  da  quelle  ci  e  1  m  entrano  nel  nodo  A)  poasono 
sere  ridotte  ad  una  loia  risultante   lo  atesio  pei  quelle  ci  e  at,  Bcono   il  nodo  B    e  queste  risili- 
tanti,  essendo  necessariamente  eguali  ad  opposte,  debbono  agire  secondo  l'asta  AB.  Quindi  l'i 
sta  è  in  un  aeniphee  stato  di  tensione  quando  queste  risultanti  aeiscono  all'infuori,  o  di  con 
pressione  quando  agiscono  verso  Tinterno.  Un'asta  è  chiamata  wn  tirante  quando  è  io  tensioni 
wn  puntante  quando  è  in  ooiupressione  (Okopton,  Leetwre»  on  Applied  Meohan/ics,  attìie  Royal 
Militari/  Aeademy,  London,  1877)|.  [elr.  n.  31], 

**)  Se  l'orlo  di  3  è  un  poligono  piano  di  n  lati,  quello  di  s'  sarà  «n  punto,  vertice  di  un  an- 
golo n-edro. 
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meote  i  due  poliedri,  si  avranno  i  due  diagrammi  reciproci,  che  qui  si  vogliono  prendere 
in  considerazione. 

L'orlo  di  s  sia  di  n  lati,  e  questa  superficie  abbia  altri  m  spigoli  *)  e  j»  facce.  Il  polie- 
dro p  avrà  n-\-p  facce  e  2n  +  m  spigoli,  opperò  m  +  n  —  p  +  2  vertici.  Dunque  © 
ha,   fuori   dell'orlo,  m  —  p+1  vertici**). 

Reciprocamente  p'  avrà  m-j-  n  —  p  +  2  facce,  n  -\-  p  vertici  e  2n+  m  spigoli. 

24. 

Suppongo  ora  che  la  proiezione  di  s'  sia  lo  schema  di  una  travatura  reticolare  dotata 
di  p  nodi  e  di  m  membri  o  pezzi  rettilinei,  per  la  quale  le  forze  esterne  abbiano  a  linee  di 
azione  le  proiezioni  degli  spigoli  all'orlo  di  &',  e  siano  rappresentate  in  grandezza  dagli 
n  lati  del  pollone  che  è  proiezione  dell'orlo  di  s  ***).  Allora  la  proiezione  di  quella  fac- 
cia di  ©'  che  è  nel  piano  (o  sarà  il  poligono  funicolare  delle  forze  esterne,  corrispondente 
al  polo  0,  proiezione  di  o;  e  le  proiezioni  degli  m  spigoli  di  9,  non  appartenenti  all'orlo, 
daranno  le  misure  degli  sforzi  intemi,  ai  quali  sono  soggetti  i  membri  corrispondenti  della 
travatura,  in  conseguenza  del  dato  sistema  di  forze  esteme. 


Se  il  punto  o  si  allontana  all'infinito  nella  direzione  perpendicolare  al  piano  orto- 
grafico, n  piano  (u  coinciderà  col  piano  all'infinito.  Allora  il  primo  diagramma  si  ridurrà 
alla  proiezione  di  s,  cioè  all'insieme  dello  rette  che  misurano  le  forze  esterne  e  gli  sforzi 
intemi;  ed  il  secondo  diagramma,  scomparendone  affatto  il  poligono  funicolare,  conterrà 
soltanto  io  schema  della  travatura  (cioè  le  linee  d'azione  delle  forze  interne)  e  le  linee 
d'azione  delle  forze  esterne.  Nelle  figure  che  accompagnano  questo  scritto,  il  primo  dia- 
gramma è  indicato  colla  lettera  b,  il  secondo  colla  lettera  a. 

26. 

Se  le  forze  esterne  sono  tutte  parallele  fra  loro,  come  avviene  assai  di  frequente  nelle 
applicazioni  pratiche,  l'orlo  di  s  sarà  un  polìgono  tutto  contenuto  in  un  piano  perpendi- 
colare all'ortografico;  opperò  i  Iati  del  poligono  delle  forze  esterne  cadranno  tutti  in  una 
sola  e  medesima  retta. 


')  Evidentemente  è  m  ^  n.. 
**)  Laonde  m  non  può  essere  minore  di  y  —  1. 

**♦)  Perciò  s  non   dovrà  avere  alcun  vertice  a  diatanza  infinita;  vale  a  dire  s'  non  avrà 
alcuna  faccia  perpendicolare  al  piano  ortografico. 
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2J. 

Altre  forme  poligonali  degeneri  possono  offrire  1  diagrammi,  le  quali  provengono  da 
degenerazioni  analoghe  delle  figure  nello  spazio. 

Suppongasi  per  es.  che  nello  apazio  si  abbia  un  angolo  solido  tetraedro,  al  quale  corri- 
sponderà nella  figura  reciproca  una  faccia  quadrilatera;  e  che  due  spigoli  (non  opposti) 
dell'angolo  solido  accostandosi  indefinitamente  nel  loro  piano  vengano  a  sovrapporsi 
l'uno  all'altro;  sicché  da  ultimo  l'angolo  solido  sarà  ridotto  al  sistema  composto  di  un  trie- 
dro e  di  un  piano  passante  per  uno  degli  spigoli.  Perciò  anche  nella  faccia  quadrilatera 
della  figura  reciproca  vi  saranno  due  lati  che,  senza  cessare  d'avere  un  vertice  comune, 
verranno  a  trovarsi  nella  stessa  direzione  o  in  direzioni  opposte. 

Passando  ora  alle  projezionì  ortografiche,  si  avrà  neU'un  diagramma  un  punto  donde 
divergono  quattro  rette,  due  delle  quali  con  direzioni  sovrapposte;  e  nell'altro  diagramma 
un  quadrUatero  con  tre  vertici  in  linea  retta  *). 

28. 

Dato  lo  schema  di  una  travatura  reticolare,  e  supposto  conosciuto  il  sistema  delle 
forze  esterne,  bisognerà  anzi  tutto  costruire  il  polìgono  di  queste  forze,  vale  a  dire  un  po- 
ligono i  cui  lati  siano  equipollenti  alle  forze  esterne,  Nelle  figure  qui  unite,  le  forze  esteme 
e  i  lati  del  poligono  sono  indicati  eoi  numeri  1,  2,  3,  ...per  modo  che,  percorrendo  iì 
contomo  del  poligono  nell'ordine  crescente  de'  numeri,  ciascun  lato  sia  percorso  nel  senso 
della  forza,  che  esso  rappresenta.  Questo  modo  di  percorrere  il  contorno  del  poligono  si 
chiamerà  Vordine  ciclico  del  contorno  medesimo. 

Quando  si  tratta  di  eostruire  il  diagramma  reciproco  a  quello  che  è  costituito  dallo 
schema  della  travatura  e  dal  sistema  delle  forze  esterne,  non  è  arbitrario  l'ordine  col  quale 
si  fanno  succedere  queste  forze  l'una  all'altra  per  costruire  il  relativo  poligono.  L'ordine 
di  cui  si  tratta  è  determinato  dalla  considerazione  che  segue.  Nel  poligono  delle  forze 
esterne,  ohe  fa  parte  del  diagramma  b,  devono  essere  successivi  i  lati  equipollenti  a  due 
forze,  se  le  linee  d'azione  di  queste  appartengono  al  contorno  di  uno  stesso  poligono  nel 
diagramma  a;  giacché  questo  poligono  corrisponde  al  vertice  che  è  comune  a  quei  due  lati. 

Sì  darà  dunque  l'indice  1  ad  una  qualunque  delle  forze  esteme;  la  linea  d'azione  della 
forza  prescelta  è  lato  comune  a  due  poligoni  del  diagramma  a;  ciascuno  di  questi  ha  nel 
proprio  contorno  la  linea  d'azione  d'un'altra  forza  estema;  si  hanno  cosi  due  forze 
esteme,  che  possono  risguardarsi  come  contigue  alla  forza  1,  e  sarà  indifferente  di  attri- 
buire all'una  o  all'altra  l'indice  2;  naturalmente  l'altra  avrà  allora  l'indice  n,  se  n  è  il  nu- 

*)  Esempi  di  queste  forme  degenerate  ai  possono  vedere  a  pag.  444  e  nelle  prime  due  tavole 
della  citata  Memoria  del  prof.  Flxeuing)  Jehein  (1869),  ed  anolie  nella  9.^  delle  nostre  figure. 
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mero  delle  forzp  esterne.  Dopo  di  ciò,  non  rimane  più  alcun  che  d'arbitrario  o  d'incerto 
nell'ordine  col  quale  si  avranno  a  disporre  i  lati  del  poligono  delle  forze  esterne. 

Supposto  che  i  nodi  ai  quali  s<ino  applicate  le  forze  esterne  si  trovino  tutti  sul  con- 
torno dello  schema  della  travatura  *),  queste  forze  si  dovranno  prendere  nell'ordine  col 
quale  sono  incontrate  da  chi  percorra  il  contorno  suddetto.  Quando  non  si  seguano  queste 
regole  e  le  altre  esposte  piii  innanzi,  si  può  ancora  risolvere  il  problema  della  determina- 
zione grafica  degli  sforzi  interni,  ma  non  si  hanno  piti  diagrammi  reciproci,  bensì  figure 
più  complicate  o  sconnesse,  dove  uno  stesso  segmento,  non  trovandosi  al  suo  posto  con- 
veniente, dev'essere  ripetuto  o  riportato  per  dar  luogo  alle  eostruzioni  ulteriori  **),  come 
accadeva  nel  vecchio  metodo  di  costruire  separatamente  un  poligono  delle  forze  per  eiar 
scun  nodo  della  travatura. 

29. 

Formato  cosi  il  poligono  delle  forze  esteme,  si  completerà  Q  diagramma  b,  eostruendo 
successivamente  i  poligoni  che  corrispondono  ai  nodi  deUa  travatura.  Il  problema  di  eo- 
struire un  poligono,  i  cui  lati  devono  avere  direzioni  date,  è  determinato  ogni  qualvolta 
siano  incogniti  due  soli  lati.  Perciò  si  dovrà  incominciare  da  un  nodo  nel  quale  concorrano 
tre  sole  rette;  le  linee  di  resistenza  di  due  membri  della  travatura  e  la  linea  d'azione  di 
una  forza  estema.  Il  segmento  equipollente  a  questa  forza  sarà  un  lato  del  triangolo  cor- 
rispondente a  quel  nodo;  perciò  il  triangolo  può  essere  costruito.  Né  in  questa  costmzione 
sussisterà  alcuna  ambiguità,  se  si  ponga  mente  che  ad  un  membro  della  travatura,  il  quale 
insieme  colle  linee  d'azione  di  due  forze  esterne  appartenga  al  contomo  d'un  poligono  del 
diagramma  a,  corrisponde  in  b  una  retta  passante  pel  vertice  comune  ai  lati  che  sono 
equipollenti  a  quelle  due  forze. 

Indi  si  passerà  successivamente  agli  altri  nodi,  in  modo  che  per  ogni  nuovo  poligono 
da  costruirsi  rimangano  due  soli  lati  incogniti. 

Nelle  figure  qui  unite,  si  sono  segnati  con  numeri  tutte  le  linee  di  ciascun  diagramma 
per  indicare  l'ordine  delle  operazioni, 

a  The  figure  can  be  drawii  in  five  minute»,  whe.reas  the  algebraio  computiition  i>t  the 
stresses,  though  offering  no  mathematica!  diificulty,  is  aingularly  ai)t,  from  mere  com- 
plexity  of  notation,  to  reault  in  errar  •**)  ». 

*)  Il  contorno  della  travatura  è  costituito  dalle  due  cosi  dette  tavole  (Owiien,  Slreckhàume), 
la  tavola  superiore  e  l'inferiore.  I  pezzi  che  congiungono  i  nodi  dell'una  a  quelli  dell'altra  di- 
eonsi  aste  e  saette. 

*•)  Per  questa  ragione,  non  sono  diagrammi  reciproci  le  fig.  I  e  3  della  tavola  16   nell'a- 
tlante della  Oraphifieki:  8tntik  di  Culmann,  né  le  fig.  7  e  7,,  della  tavola  19,  ecc.  Invece  sono 
perfettamente  reciproci  i  diagrammi  168  e  169  a  pag.  422  del  testo,  eco, 
•**)  Cosi  il  pTot  Fleemihg  Jenktn  a  pag.  443  del  citato  volume  delle  Tramunctione  di  Edim- 
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30. 

Una  considerazione  superficiale  potrebbe  far  credere  possìbile  e  determinata  la  solu- 
zione del  problema  anche  in  casi  ne'  quali  nessun  nodo  sia  il  punto  di  concorso  di  tre  sole 
rette  *).  Suppongasi  per  es.  lo  schema  della  travatura  costituito  dai  lati  5,  6,  7,  8  di 
un  quadrilatero  e  dalle  rette  9,  10,  11,  12  che  ne  congiungono  i  vertici  ad  un  quinto 
punto;  e  le  forze  esteme  siano  le  1,  2,  3,  4  applicate  ai  vertici  (8.5,9),  {6.6.  10), 
(6.7.11),  {7.8.  12)  del  quadrilatero  **).  Formato  il  poligono  1.2,3.4  delle  forze 
esterne,  pei  punti  {1 .  2),  {2  .  3),  {3  .  4),  (4  . 1)  conducasi  ordinatamente  le  5,  6,  7,  8 
indefinite;  indi  pongasi  il  problema  di  costruire  un  quadrilatero  i  cui  lati  9,  10,  11,  12 
siano  risp.  paralleli  alle  linee  omonime  del  diagramma  dato,  e  i  cui  vertici  (9 .  10), 
(10 .  11),  {11 .  12),  (12 .  11)  cadano  risp.  nelle  5,  6,  7,  8.  Siccome  il  problema  di  co- 
struire un  quadrilatero  ì  cui  lati  abbiano  direzioni  date  (o  passino  per  punti  dati  in  una 
stessa  retta)  ed  i  cui  vertici  cadano  in  altrettante  rette  fisse,  ammette  in  generale  una  ed 
una  sola  soluzione,  cosi  si  potrebbe  credere  a  primo  aspetto  che  il  diagramma  delle  forze 
riesca  cosi  perfettamente  determinato. 

Ma  l'illusione  svanisce,  se  si  pon  mente  che  il  problema  geometrico  ha  i  suoi  casi  di 
impossibilità  e  di  indeterminazione.  Infatti,  quando  si  ometta  una  delle  condizioni  pro- 
poste, vale  a  du-e  si  assoggetti  il  quadrilatero  soltanto  ad  avere  ì  suoi  lati  nelle  date  dire- 
zioni, e  i  primi  tre  vertici  sulle  rette  date  5,  6,  7,  il  quarto  vertice  descrive  ***)  una  retta 
r;  ed  è  il  punto  comune  a  questa  ed  alla  retta  data  8  che,  preso  come  posizione  del  quarto 
vertice,  dovrebbe  dare  la  soluzione  desiderata.  Ora,  se  ì  dati  della  questione  sono  tali  che  r 
risulti  parallela  alla  8,  ecco,  ci  troviamo  in  un  caso  d'impossibilità.  Però,  se,  in  un'ipotesi 
anche  più  speciale,  la  retta  r  coincidesse  appunto  eolla  8,  il  problema  riuscirebbe  indeter- 
minato, cioè,  infiniti  quadrilateri  soddisferebbero  alle  condizioni  proposte. 

A  persuaderci  che,  nella  costruzione  del  diagramma  reciproco  al  dato,  si  urta  precisa- 
mente nell'impossibilità  o  nell'indeterminazione,  basta  riflettere  che,  ove  si  consideri  il 
diagramma  dato  come  un  poligono  di  forze,  le  cui  grandezze  siano  espresse  dai  segmenti 
5,6,7,8  e  il  cui  polo  sia  il  punto  {9  .  IO  .  11  .  13),  la  figura  cercata  9  .  10  .  11 .  12  sa- 
rebbe il  corrispondente  poligono  funicolare.  Ora,  affinchè  sia  possibile  la  costruzione 
del  poligono  funicolare,  è  necessario  che  le  forze  siano  in  equilibrio:  al  quale  scopo,  se  si 
suppongono  date  le  loro  grandezze  5,  6,  7,  8,  e  le  linee  d'azione  di  tre  fra  esse,  5,  6,  7,  la 
linea  d'azione  della  quarta  risulta  univocamente  determinata,  ed  è  appunto  quella  retta  r 

*)  I  Supposta  la  travatura  reticolare  composta  dì  ttiangoli  come  dapertutto  in  questo 
opuscolo  |. 

**)  Queste  con  siderazioni  sussistono  inalterate,  se  la  travatura  sia  invece  costituita  da  un  po- 
ligono qualunque  e  dalle  rette  che  ne  eongiungano  i  vertici  ad  un  punto  fisso.  Non  do  la  figura 
relativa  a  questo  paragrafo;  ma  il  lettore  potrà  supplirvi  senza  difficoltà. 
•**)  PoNCELET,  Traité  dea  propriétis  prnjecUves  (Paris  1822),  n."  500, 

Ùremona,  tomo  III  3S 
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che  aopra  sì  è  menzionata.  Dunque,  se  r  ed  8  non  coincidono,  le  forze  fittizie  6,  6,  7,  8 
non  sono  in  equilibrio,  ma  equivalgono  ad  una  forza  infinitamente  piccola  e  distante, 
e  il  problema  è  impossibile.  Se  poi  r  coincide  con  8,  cioè  se  le  forze  fittizie  sono  equilibrate 
il  problema  è  indeterminato,  giacché  per  un  dato  sistema  di  forze  e  per  un  dato  polo,  si 
possono  costruire  infiniti  poligoni  funicolari  (n.*"  16). 

Nel  primo  di  questi  due  casi  si  otterrebbe  l'equilibrio,  aggiungendo  alle  forze  6,  6,  7,  8 
una  forza  uguale  ed  opposta  alla  loro  risultante  (infinitamente  piccola  e  lontana),  cioè 
considerando  il  poligono  5.6.7,8  come  proiezione,  non  già  di  uà  quadrangolo,  ma  di 
un  pentagono,  due  vertici  consecutivi  del  quale  si  proiettino  in  uno  stesso  punto  (7.8.  13). 
Allora  la  retta  13  è  la  proiezione  di  due  rette  distinte  nello  spazio,  opperò,  nel  diagramma 
reciproco,  a]  punto  (9  .  10. 11 .  12)  corrisponderà  un  pentagono  (aperto)  9, 10,  Il .  12  .  12', 
avente  i  vertici  (9  ,  10),  (10 .  11),  (11 .  12),  (12' .  9)  risp.  situati  neUe  5,  6,  7,  8,  e  il  vertice 
(12 .  12')  all'infinito. 

31. 

Ogni  membro  o  pezzo  rettilineo  della  travatura  è  linea  d'azione  di  due  forze  uguali 
ed  opposte,  applicate  risp.  ai  due  nodi  che  sono  congiunti  da  quel  pezzo.  La  grandezza 
comune  di  queste  due  forze,  ossia  la  misura  dello  sforzo  cui  va  soggetto  il  pezzo  conside- 
rato, è  data  dalla  retta  corrispondente  del  diagramma  1).  Quelle  due  forze  si  possono  con- 
siderare come  azioni  o  come  reazioni:  per  passare  dall'un  caso  all'altro,  bi^ta  rovesciarne 
i  sensi.  Considerandole  come  azioni,  se  esse  agiscono  dai  rispettivi  punti  d'applicazione 
verso  l'interno  del  pezzo,  questo  si  dice  premuto  o  compresso;  se  agiscono  invece  all'infuori, 
il  pezzo  dicesi  teso  o  stirato.  Spesse  volte  ai  pezzi  compressi  ai  dà  il  nome  di  puntoni;  ai 
pezzi  tesi  quello  di  tiranti  *). 

32. 

Ciascun  nodo  della  travatura  è  U  punto  d'applicazione  di  un  sistema  di  forze  equili- 
brate, almeno  tre  di  numero;  una  di  esse  può  essere  una  forza  esterna;  tutte  te  altre  sono 
reazioni  dei  pezzi  concorrenti  in  quel  nodo.  Basterà  conoscere  il  senso  di  una  delle  forze 
del  sistema,  per  dedurne  il  senso  di  tutte  le  altre;  al  quale  uopo  non  si  avrà  che  a  percor- 
rere a  contorno  del  poligono  corrispondente  a  quel  nodo.  Se  al  nodo  è  applicata  una  forza 
esterna,  e  si  percorra  nel  senso  della  medesima  il  lato  equipollente  del  poligono,  ciascuiio 
degli  altri  lati  del  contorno  verrà  percorso  nel  senso  che  spetta  alla  corrispondente  forza 
interna  riguardata  come  reazione  applicata  al  nodo  che  sì  considera.  Se  invece  le  forze  in- 

*)  Nelle  figure  in  fondo  a  questo  opuscolo  i  tiranti  sono  indicati  con  linee  più  sottili  di 
quelle  che  rappresentano  i  puntoni.  Nelle  figure  del  Cdlmann  e  del  Redxeaux  i  puntoni  sono 
segnati  con  linee  doppie,  i  tiranti  con  linee  semplici. 
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teme  s'intendono  agire  nel  senso  che  loro  compete  come  azioni,  nel  percorrere  il  contorno 
del  poligono  bisognerà  rovesciare  il  senso  della  forza  esterna. 

Se  ad  un  nodo  non  è  applicata  alcuna  foi'za  esterna,  ma  sole  forze  interne,  basterà  del 
pari  conoscere  il  senso  di  una  fra  esse,  per  ottenere,  col  procedimento  ora  esposto,  0  senso 
di  ciascuna  delle  rimanenti. 

Si  dirà  ordine  ciclico  del  contomo  di  un  poligono  del  diagramma  b,  quello  che  corri- 
sponde alle  forze  interne  considerate  come  astoni. 

Per  tal  modo,  incominciando  da  nn  nodo  al  quale  sia  applicata  una  forza  esterna,  si 
verranno  a  determinare  successivamente  le  grandezze  e  i  sensi  di  tutte  le  forze  inteme. 
Considerando  una  forza  intema  come  anione  applicata  ad  uno  dei  due  nodi  fra  i  quali 
essa  agisce,  si  riconoscerà  tosto  se  il  pezzo  limitato  dai  nodi  medesimi  sia  compresso  o  teso. 

Ogni  retta  nel  diagramma  b  è  lato  comune  a  due  poligoni;  percorrendo  i  contorni  de' 
quali,  nel  loro  ordine  ciclico  rispettivo,  quel  Iato  verrà  descritto  una  volta  in  un  senso 
l'altra  volta  nel  senso  opposto  *).  Ciò  corrisponde  all'essere  quella  retta  la  misura  di  due 
forze  uguali  opposte,  agenti  lungo  il  corrispondente  membro  della  travatura. 

U. 

È  noto  che  la  somma  algebrica  delle  proiezioni  delle  facce  di  un  poliedro  è  uguale 
a  zero.  Applicando  questo  teorema  ai  poliedro  p  (n."  23)  ed  osservando  che  la  projezìone 
della  superficie  s  è  costituita  dai  poligoni  de!  diagramma  h  corrispondenti  ai  nodi  della 
travatura,  mentre  la  projezione  delia  restante  superficie  di  p  non  6  altro  che  il  poligono 
delle  forze  esterne,  si  ottiene  il  risultato  seguente: 

Riguardata  come  positiva  o  negativa  Varea  di  un  poligono,  secondo  che  essa  giaccia  a  si- 
nistra 0  a  destra  di  chi  ne  percorra  il  contorno  nell'ordine  ciclico  del  medesimo,  la  somma 
delle  aree  dei  poligoni  del  diagramma  b  che  corrispondono  ai  nodi  della  travatura  è  uguale 
ed  opposta  alVarea  del  poligono  delle  forze  esterne. 

Il  signor  Maxwell  è  giunto  per  altra  via  a  questo  teorema,  dimostrandolo  per  una 
frame  piana  qualsivoglia,  sia  o  non  sia  possibile  di  costruire  un  diagramma  di  forze  **). 

U. 

11  metodo  delle  sezioni,  generalmente  adoperato  nella  trattazione  de'  sistemi  variabili, 
offrirà  al  disegnatore  un  prezioso  mezzo  di  verificazione. 

•)  Questa  pioprietà  è  in  accordo  colla  cosi  detta  legge  degli  spigoK  {Kanten^esett)  nei  polie- 
dri dotati  di  una  superficie  interna  e  dì  una  superficie  estema.  Vedi  Móbitjs,  Uéber  die  BesHm- 
mung  dea  Inltalts  eines  Poli/eders  (nei  Bmeftfe  delia  Società  delle  sr.ienze  di  Lipsia,  1865,  voi. 
17,  p.  33  e  seg.  [ovvero  Geaammelte  Werìce,  voi.  II,  p.  473|  e  BaltzeR,  Stereometria  (p.  147 
della  traduzione  italiana,  2.'  edizione,  Genova,  1877). 
••)  Citata  Memoria  del  1870,  p.  30. 
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Se  SI  considera  una  delle  partì  nelle  quali  1»  travatura  è  divisa  da  una  sezione  ideale, 
le  forze  esterne  applicate  ad  essa  parte  sono  equilibrate  dalle  reazioni  de'  pe2zi  incontrati 
dalla  sezione. 

Se  di  queste  reazioni  tre  sole  sono  incognite,  esse  potranno  dedursi  da  quella  condi- 
zione d'equilibrio,  giacché  il  problema  di  decomporre  una  Eorza  P  in  tre  componenti,  le  cui 
linee  d'azione  1,  3, 3  siano  date  e  formino  con  0,  linea  d'azione  di  P,  un  quadrOatero  (piano) 
completo,  è  determinato  ed  ammette  una  sola  soluzione.  Infatti  (fig.  6.^)  basta  condurre 
una  delle  diagonali  del  quadrilatero,  per  es.  la  retta  4  che  unisce  i  punti  01,  33,  decom- 
porre la  forza  data  0  in  due  componenti  secondo  le  rette  1,  4  (e  ciò  costruendo  il  triangolo 
delle  forze  041,  il  lato  0  del  quale  è  dato  in  grandezza  e 
direzione)  e  da  ultimo  decomporre  la  (orza  4  secondo  le 
rette  2,  3  (costruendo  analogamente  il  triangolo  delle 
forze  432). 

Questo  metodo,  che  potrebbe  dirsi  statico,  basta  da  sé 
solo  alla  determinazione  grafica  degli  sforzi  intemi,  al 
pari  del  metodo  geometrico,  esposto  precedentemente,  che 
si  deduce  dalla  teoria  delle  figure  reciproche  e  consiste 
nella  costruzione  successiva  dei  poligoni  corrispondenti 
ai  diversi  nodi  della  travatura.  II  metodo  statico  mi  pare 
però  meno  semplice,  e  piuttosto  può  giovare  in  combi- 
nazione coll'altro,  sopratutto  per  verificare  l'esattezza 
delle  operazioni  grafiche,  già  eseguite.  Le  forze  esterne 
applicate  ad  una  porzione  deUa  travatura,  staccata  mediante  una  sezione  qualsivoglia, 
e  le  reazioni  dei  pezzi  segati  devono  aver  la  proprietà  che  le  corrispondenti  linee  del 
diagramma  h  siano  i  lati  di  un  poligono  chiuso.  Questo  poligono  dev'essere  la  projezione 
di  un  poligono  gobbo,  chiuso  del  pari,  non  già  di  una  spezzata,  i  cui  estremi  siano  in 
una  retta  perpendicolare  al  piano  ortografico;  la  qual  condizione  equivale  all'esser  chiuso 
anche  il  poligono  gobbo  reciproco,  ossia  al  potersi  connettere  le  linee  corrispondenti  del 
diagramma  a  con  un  poligono  funicolare  chiuso. 

Il  metodo  delle  sezioni  può  anche  essere  presentato  sotto  un'altra  forma.  Indicando 
ancora  con  0  la  risultante  di  tutte  quelle  forze  (applicate  alla  porzione  di  travatura)  che 
sono  conosciute,  e  con  1,  2,  3  le  tre  reazioni  incognite,  la  somma  dei  momenti  delle  quat- 
tro forze  sarà  nulla.  Donde  segue  che,  posto  il  centro  dei  momenti  nel  punto  d'incontro 
di  due  linee  di  resistenza,  per  es.  nel  punto  33,  il  momento  della  terza  reazione  1  sarà 
uguale  ed  opposto  al  momento  della  forza  0.  Si  ha  cosi  una  proporzione  di  quattro  gran- 
dezze (le  due  forze  e  ì  loro  bracci  di  leva),  fra  le  quali  la  sola  incognita  è  la  grandezza  della 
forza  1.  In  ciò  consiste  il  metodo  dei  momenti  staiici,  ohe  s'adopera  quando  si  vogliano 
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calcolare  numericamente  (non  costruire  graficamente)  gli  sforzi  interni  nelle  travatnre 
reticolari  *). 


Passo  a  dare  alcuni  esempi,  atti  a  mettere  in  evidenza  ia  semplicità  e  l'eleganza  del 
metodo  grafico.  In  questi  esempì  non  mi  curo  sempre  della  regolarità  o  della  simmetria 
di  forma,  sebbene  in  pratica  non  vi  si  rinunci  quasi  mai.  Ma  le  forme  simmetriche  della 
fatica  non  sono  che  un  caso  particolare  delle  forme  irregolari  della  geometria  astratta:  epperò 
la  trattazione  di  queste  include  in  sé  tutti  ì  casi  pratici  possibili.  Qui  adunque  il  vocabolo 
travatura  reticolare  è  preso  in  quel  senso  generale  e  teorico  che  il  signor  Maxwell  dà  alla 
parola  frame  **): 

fl  A  frame  ìs  a  syatem  of  linea  conneetiag  ft  number  af  points.  A  atiff  frame  is  one  in  which 
tlie  distance  between  any  two  pointa  camnot  be  aiterod  witliout  alterine  tbe  lenght 
of  one  or  mote  of  tbe  conneeting  linea  of  the  frame....  A  frame  of  s  pointa  in  a  piane 
teqnires  in  general  2  s  —  3  eonneoting  linea  to  render  it  atift  ». 

Soltanto  io  intendo  limitarmi  alla  considerazione  di  f^ure  piane  je  formate  da  triangolij. 


Come  primo  esempio  (teorico,  generale)  sia  1,  2,...,  10  (fig.  7.*a)  un  sistema  di 
dieci  forze  (esterne)  equilibrate,  eosieehè,  eostruito  il  poligono  di  esse  forze  e  proietta- 


tine i  vertici  da  un  polo  0  (fig.  7.*  b,  dove  0  poligono  delle  forze  è  segnato  con  lìnee 
doppie),  si  potrà  tracciare  un  poligono  funicolare,  i  cui  vertici  siano  nelle  linee  d'azione 


*)  Vedi  A.  RiTTEE,  Elementare  Theorie  wnd  Bereehntmg 
itruetionfn,    2.^   ediz.    {Hannover,    1870). 

*•)  A  pag.  294  del  PUlosopMeal  Magaeine,  aprile  1864 
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1,  3, ... ,  ed  i  cui  lati  (segnati  a  tratti  nella  fig.  a)  siano  ordinatamente  paralleli  ai  raggi 
(pur  segnati  a  tratti  nella  fig.  b)  che  escono  da  0.  Le  dette  forze  siano  appKeate  ai  nodi 
di  una  travatura  reticolare,  i  cui  membri  rettilinei  indicherò  con  11,  12,  13,..,  ,  37 
(Kg.  a). 

Comincio  dal  costruire  il  triai^olo  corrispondente  al  nodo  (10 .  11 .  12),  conducendo 
dai  termini  di  10  due  rette  11 ,  12  risp.  parallele  ad  11,  1 2  ;  al  quale  uopo  osservo  elie  11 
deve  passare  pel  punto  (1  .  10),  perchè  nel  diagramma  a  le  linee  1,  10,  11  appartengono 
al  contomo  di  uno  stesso  poligono  *);  e  per  la  identica  ragione,  12  dee  passare  pel  punto 
(9 .  10).  Percorrendo  il  contomo  del  triangolo  così  ottenuto,  nel  senso  contrario  a  quello 
della  forza  10,  si  ottengono  i  sensi  delle  azioni  esercitate  sul  nodo  che  si  considera,  lungo 
le  linee  11,  12;  e  si  vede  cosi  che  il  pezzo  11  è  compresso,  mentre  12  è  teso. 

Costruisco  il  quadrOatero  corrispondente  al  nodo  cui  è  applicata  la  forza  9,  condu- 
eendo  la  13  pel  punto  (Il ,  12)  e  la  14  pel  punto  (8 .  9).  Il  pezzo  13  è  compresso;  14 
è  teso. 

Costruisco  il  pentagono  corrispondente  al  nodo  cui  è  applicata  la  forza  1,  conducendo 
15  pel  punto  (13 .  14),  e  16  pel  punto  1 .  2.  E  pentagono  cosi  ottenuto  è  a  contorno  in- 
trecciato, n  pezzo  15  è  teso,  e  16  è  compresso. 

Costruisco  il  pentagono  corrispondente  al  nodo  cui  è  applicata  la  forza  estema  8;  al 
quale  uopo  guido  17  pel  punto  (15 .  16)  e  18  pel  punto  (7 .  8).  D  pezzo  17  è  compresso, 
mentre   18  è  teso. 

E  continuando  cosi  trovo  tutti  gli  altri  sforzi  interni.  L'ultima  costruzione  dà  0 
triangolo  che  corrisponde  al  punto  d'applicazione  della  forza  5. 

Sono  compressi,  30,  21,  24,  25,  27;  tesi  19,  22,  23,  26. 

37. 

La  fig.  8.»  a  rappresenta  un  ponte,  ai  cui  nodi  sono  applicate  le  forze  1,  3, ... ,  Ifi 
tutte  verticali;  la  1  e  la  9  sono  dirette  dal  basso  in  alto  ed  esprimono  le  reazioni  degli  ap- 
poggi; le  forze  3, 3, ... ,  8  sono  pesiapplicati  ai  nodi  della  tavola  superiore;  e  10, 11,.,.,  16 
sono  posi  applicati  ai  nodi  della  tavola  inferiore.  Queste  forze  sono  prese  nell'ordine  se- 
condo il  quale  sono  incontrate  da  ehi  percorra  D  contorno  della  travatura;  e  nello  stesso 
ordine  sono  disposti  i  lati  del  poligono  delle  forze  esterne  nel  diagramma  b:  il  qual  poli- 
gono ha  tutt'i  suoi  lati  distesi  in  una  stessa  retta  verticale.  In  questa  retta,  la  somma  de' 
segmenti  1,  9  è  uguale  ed  opposta  alla  somma  de'  segmenti  3.  3, ...  ,  8,  10,  11, ...,  16, 
giacché  il  sistema  delle  forze  esteme  dev'essere  equilibrato. 

*)  Che  è  un  quadrangolo  il  cui  (luarto  lato  6  il  lato  del  poligono  fnnicolare  comproBo  fra 
le  forse  1,  10.  Come  già  s'è  detto  altrove  (n.'  21,  25),  il  poligono  fnnicolare  potrebbe  anche 
allontanaiBÌ  tutto  aU'iafinito, 
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n  diagramma  1)  si  completa  ora  preeigamente  colle  regole  già  esposte.  Corainciando 
il  nodo  (1.17.18),  tiro  la  17  pel  punto  (1 .  2),  cioè  pei  punto  dove  termina  il  segmento 
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1,  che  è  diretto  dal  basso  in  alto  e  dove  incomincia  il  segmento  2,  che  è  diretto  d'alto  in 
basso,  e  la  18  pel  punto  (16  . 1),  cioè  pel  punto  dove  termina  il  segmento  16  diretto  d'alto 
in   basso  e  dove  eomìnria  il  segmento  1. 

Passando  al  nodo  (2  .  17  .  19  .  20),  tiro  la  19  pel  punto  (17  .  18)  e  la  20  pel  punto 
(2 . 3),  cioè  pel  punto  dove  termina  2  e  dove  incomincia  3,  segmenti  diretti  ambedue  di 
alto  in  basso;  ed  ottengo  così  il  poligono  2.  17 ,  19 ,  20,  che  è  un  rettangolo. 

Vengo  ora  al  nodo  (16  .  18  .  19  .  31 .  33),  e  tiro  la  21  pel  punto  (19  .  20)  e  la  22  pel 
punto  (15 ,  16);  ottengo  così  un  pentagono  a  contomo  intrecciato.  E  continuando  neUo 
stesso  modo,  opero  successivamente  rispetto  ai  nodi  o  punti  d'applicazione  delle  forze  3, 
15,  4,  14,  13,  5,  12,  6,  11,  7,  10,  9.  Siccome  nel  diagramma  a,  lo  schema  della  tra- 
vatura ed  il  complesso  delle  forze  esteme  hanno  un  asse  comune  di  simmetria  (la  verti- 
cale media),  cosi  anche  il  diagramma  b  è  simmetrico  (intomo  all'orizzontale  media). 
Cosi  per  es.  il  triangolo  9.45.44  è  simmetrico  al  triangolo  1.17.18;  il  rettangolo 
8  .  45 .  43 .  42  al  rettangolo  2. 17  .  19 .  20;  ecc. 

Tutt'i  tronchi  della  tavola  superiore  sono  compressi;  tesi  tutti  quelli  della  tavola  in- 
feriore. Le  saette  oblique  sono  tutte  compresse.  Delle  aste  verticali,  due  sono  tese,  23 
39;  le  altre  sono  compresse. 
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Nella  lig.  fi.»  a  si  contempla  la  metà  di  una  rimossa  di  locomotive  *).  Le  forze  esterne 
sono  i  pesi  I,  2,  3,  4,  5  applicati  ai  nodi  superiori  della  tettoja,  e  le  reazioni  6,  7 
del  muro  e  della  colonna.  Anche  qui  le  forze  esteme  sono  tutte  parallele,  epperò  il  loro  po- 
ligono nel  diagramma  1)  si  riduce  ad  una  linea  retta.  La  forza  6  è  (presa  in  senso  oppo- 


Fig.  9."  a  Pig.  M."  Il 

sto)  uguale  ad  una  parte  del  peso  6;  aggiungendo  la  differenza  agli  altri  pesi,  si  ha  la  gran- 
dezza della  forza  7, 

Nel  diagramma  I)  coincidono  in  direzione  le  linee  8.  13;  la  prima  è  una  parte  della 
seconda.  Qui  si  presenta  adunque,  come  poligono  corrispondente  al  nodo  (8  .  10  .  12  .  13) 
una  di  quelle  forme  degeneri,  delle  quali  sì  è  discorso  nel  n.o27;  si  ha  cioè  un  quadrOa- 
tero  8  .  10 .  12  .  13,  tre  vertici  (13  .  8),  (8  .  10),  (12  .  13)  del  quale  sono  per  diritto  Era  loro. 

Una  forma  degenere  analoga  è  anche  quella  del  quadrilatero  5  .  17  .  18  .  6  corrispon- 
dente al  punto  dove  U  tetto  s'appoggia  sul  muro  ;  infatti  i  vertici  (6  .  5),  punto  più  basso 
del  segmento  6,  (5  .  17),  (18 .  6)  sono  in  una  stessa  linea  retta. 

Sono  compressi  ì  pezzi  inferiori  8,  13,  18,  le  saette  10,  14,  16,  la  colonna  7  ed  il 
muro  6;  sono  tese  le  parti  superiori  9,  11,  15,  17  e  la  saetta  12, 


H  diagramma  a  della  fig.  10.»  rappresenta  una  capriata  ai  cui  nodi  superiori  sono  ap- 
plicate le  forze  oblique  1,  2, ...  ,  7,  che  si  possono  considerare  come  risultanti  dalle 
azioni  combinate  della  gravità  e  del  vento;  le  forze  8,  9  rappresentano  le  reazioni  degli 
appoggi. 


*)  Questo  esempio  è  preso  dalla  tav.  19  dell'atlante  deìla  GrapMaehe  Statile  di  Cuìmann 
(X.«  edizione).  Ivi  però,  come  ho  già  notato,  i  due  diagrammi  non  sono  rigorosamente  reciproci. 
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H  poligono  deUe  forze  esterne  è  tracciato  nel  diagramma  li  con  linee  doppie.  Sì  sono 
successivamente  costruiti  il  triangolo  1 .  10 .  11,  il  quadrilatero  9  .  10 .  12 .  13,  il  pen- 
pentagono  2  .  11 ,  12  .  14 .  15,  il  quadrilatero  13  .  14 .  16  .  17,  il  pentagono  a  contorno 


20.21,  pure  intrecciato;  il  penta- 
pezzi  inferiori  10,  13,  30 


intrecciato  3  .  16 .  16 .  18  .  19;  il  quadrilatero  4  . 
gono  17  .  18 .  20 .  22  .  23,  ecc. 

Risultano  compressi  i  pezzi   superiori  15,  19,  31,  36, 
e  le  saette  13,  Ifi,  24,  28;  tesi  tutti  gli  altri  membri. 

40. 

E  diagramma  a  della  fig.  11."  rappresenta  un  ponte  sospeso,  caricato  nei  nodi  supe- 
riori dai  pesi  1,  3,  .,,,8,  ne'  nodi  inferiori  dai  pesi  10,  11,  ..,,lfi;  i  quali  pesi 
sono  equilibrati  dalle  due  reazioni  oblique  9,  17  ai  punti  estremi  della  travatura*). 

n  poligono  delle  forze  esterne  ha  i  primi  otto  lati  distesi  in  una  retta  verticale,  e  i  lati 
10,  11, . . ,  sino  al  16  parimente  distesi  in  un'altra  retta  verticale.  I  lati  obliqui  9  e  17 
s'intersecano,  così  che  il  contorno  del  poligono  risulta  intrecciato. 

Costruisco  successivamente  i  poligoni 


1.17.19.18,      16.19. 
15  .  21 .  22 .  24  .  25, 


0 .  21,      2  .  18  .  20 .  22  .  23, 
.23.24.26.27,..., 


che  per  la  maggior  parte  sono  a  contorno  intrecciato. 

Anche  in  questo  esempio,  i  due  diagrammi  sono  simmetrici. 

H  diagramma  b  mostra  che  i  membri  delia  parte  superiore  sono  tutti  tesi,  e  che  la 


*)  Questo  tempio  è  analogo  a  quello  ohe  il  Big.  Maxwell  dà  neUa  sna  Memoria  del  1870. 
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tensione  decresce  andando  dalle  estremità  verso  il  mezzo  ;  che  sonotutti  tesi  anche  1  membri 
della  tavola  inferiore,  ma  qui  la  tensione  diminuisce  andando  dal  mezzo  verso  le  estre- 


fi^ 

J 

M 

n — ~V 

\f 

^ 

=^p^ 

y\~, 

^; 

Fig.  11>  6 

mità.  Le  saette  sono  alternativamente  tese  e  compresse,  fuorché  al  centro,  dove  due 
saette  consecutive  sono  tese  l'una  e  l'altra.  Considerando  solamente  le  saette  tese,  o  so- 
lamente le  compresse,  al  vede  che  lo  sforzo  interno  decresce  dalle  estremità  verso  il  mezzo 
della  travatura. 

H  diagramma  a  della  fig.  12.»  rappresenta  una  gru  reticolare;  il  peso  proprio  della  gru 
è  distribuito  in  varie  forze  1,  2,  3,  4, ... ,  9  applicate  ai  nodi;  5  comprende  anche  il 
peso  accidentale  che  la  gru  dee  sostenere.  Tutti  questi  pesi  sono  equilibrati  dalle  reazioni 
degli  appoggi,  le  grandezze  delle  quali  si  ottengono  decomponendo  il  peso  risultante  in 
tre  forze  dirette  secondo  le  linee  10,  11,  12.  Le  quali,  prese  in  senso  opposto,  danno  già 
le  pressioni  del  puntone  10,  della  colonna  II,  e  la  tensione  de!  tirante  13. 

Nella  figura  è  anche  espressa  siffatta  determinazione  delle  forze  esterne.  Presi  succes- 
sivamente ì  segmenti  d'una  stessa  verticale  che  rappresentino  j  pesi  1,  2, . . . ,  9,  si  è 
fissato  un  polo  ;  e  proiettati  da  esso  i  punti  (0 . 1),  (1 .  2),  (2.3),...,  (8 .  9),  {9  .  0)  *) 

*)  Qui  {0 ,  1}  indica  l'origine  del  segmento  1;  e  (9 .  0)  il  termine  del  segmento  0.  Nella 
figura,  i  raggi  uscenti  dal  polo  del  diagramma  b  ed  il  poligono  funicolare  del  diagramma  a 
8ono  indicati  con  linee  a  tratti  dificontioni. 


y  Google 


LE  FIGURE  BEOIFBOCHE  NELLA  STÀTICA   GBAFIOA. 


si  è  costruito  il  corrispondente  polìgono  funicolare.  La  verticale  che  passa  pel  punto  co- 
mune ai  Iati  esterni  (0 .  1),  (9  .  0)  sarà  la  linea  d'azione  del  peso  risultante,  la  cui  gran- 
dezza è  del  resto  indicata  dal  segmento  che  ha  l'origine  comune  col  segmento  1  e  il  termine 


comune  col  segmento  9.  Se  ora  si  decompone  questo  peso  risultante,  che  è  una  forza  eo- 
noseiuta  in  tutt'i  suoi  elementi,  in  tre  componenti  le  cui  linee  d'azione  BÌano  10,  11,13, 
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e  ciò  impiegando  la  costruzione  già  dicliiarata  nel  n.<»  34  e  nella  fig.  6.*,  si  ottengono  le  tre 
forze  10,  11,  12.  Queste,  prese  in  senso  oppostp,  e  i  pesi  dati  costituiscono  il  sistema  com- 
pleto delle  forze  esteme. 

Per  ottenere  il  diagramma  b,  comincio  dal  costruire  il  poligono  delle  forze  esterne, 
prendendo  queste  nell'ordine  in  cui  sono  incontrate  da  chi  percorra  il  contomo  della  tra- 
vatura. Indi  eostruisco  successivamente  i  poligoni  corrispondenti  ai  nodi 

(r..l3.  U),  (4.13.  15.  1«),  (6.U.15.17.18),..., 

col  metodo  già  esplicato. 

Il  diagramma  che  ne  risulta  fa  conoscere  ciie  sono  tesi  i  pezzi  della  parte  superiore,  e 
jsi  i  membri  inferiori  ;  quanto  alle  saette,  si  alternano  le  pressioni  colle  tensioni  *). 


*)  Debbo  essere  grato  al  signor  ingegnere  0.  Sa  Viotti,  che  mi  ha  osata  la  cortesia  lìi  eseguire 
diaegni  delle  figure  che  a^compagaano  questo  scritto. 
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Nota  al  §  12. 

Dopo  il  1872  molte  Memorie  ed  Opere  apeeìaii  furono  pubblicate  intorno  alla  Statica  gra- 
fica 0  a  qualche  speciale  argomento  della  medesima.  Oltre  alla  seconda  edizione  di  una  prima 
parte  dell'Opera  capitale  di  Culmano,  riportiamo  qui  1  titoli  di  quegli  scritti  che  al  momento 
ci  sono  presenti  alla  mente,  alcuni  de'  quali  seguano  un  vero  progresso  della  scienKa.  Fac- 
ciamo però  osservare  che  la  nostra  lista  è  del  tutto  incompleta: 

E.  H.  Bow,  JEeononiies  of  oosimetions  m  relation  to  framed  stmctnres.  London,  1873  *). 
M,  Lett    La  statiqtie  grafique  et  ses  aj'pUcations  aum  oonstrìtcUons.  Paris,  1874. 

MoHB,  B      aq         Tk  or     d     ìa  hi»    h     Ze      hrift  des  ArcMtekten  -—  und  Ingenieiir  —  Ver- 
eins  zu  Hann  Xi      8  4 

F.  Wbik  tj  h    U  b     dir  g  a'pk     ìt    S  a  L    su      rientinifig;  mit  Literaturvereeiehmss.  Leipzig, 

1874 
Ja7  do  B  h        m  g  o/phica      a        aid  their  applieation  to  framsd  sfnietures,  . 

New  "1     L    18 

G.  B,  Fa  EE      J        w  a      f  gu  d        statica  grafica  (Atti  della  R.  Accadeinia 


E  1 


8  5 


F-  Steiner    B     g    pk     h    /u  an      n       ung  d     Kràfle:  ein  Beitrag  sur  graphisehen  Mecka- 

ìlici    W   n      876 
G,  Jtjng,  On  a  n  u  0         vM       f       he  C  n.  al  Nuclews  (Eeport-187e  della  British  Aasocia- 

ticn  h    Ad       ce  nen  S    en 

C,  Saviott     5  jwa  ai'        pun     d      at    a  g  a  Atti  della  E.  Accademia  dei  Lincei,  Eoma, 

187 
l  M.-W.  Oro  toh    L     li       on    k       eri  f    ppied  -meelianios.  London,  1877.  j 

H.  G.  Zeuthen  gafislSatl    T  dssknf   for  Mathematik,  Kjòbenhavn,  1877). 

G.  Gkugnoia  -D        ti    mela  l        app     a    o      dei  metodi  grafiei  allo  atudiù  delle  inea/vcdlatwe. 

Tom        8 
H.  T.  Edd      if  »   itw      is    n  g  apkica      ta  cs  (Van  Noetrand'a  Engineering  Magazine. 

New  J    k    18 
G.  Jung,  l   b      d     B  deu      g  d      C  nt  a  L      e     i  der  Biegungsfestigkeitdehre  (Amtlicher  Be- 

rich    d    50    V      amn    ng  d  u  Na  ui  orscher.  Miinchen,  1877). 

H.  T,  Edd       B     a    he         g    P      <^       «  Van  Nostrand's  Engineering  Magatine,  New 

Jork     878 
H.  G.  Zb     hen   a      nd        af    a        ig  af  Max     II  til  at  fìnde  de  biUigsIe  Bygmngskonstraek- 

tioti       D  n      kn  L    F      nm  -s  T  de  kii       877-78). 
G.  B.  Fa  beo   La  de  -lon    g  afic    d       for  e  interne  nelle  trofoi  reticolari  {Atti  della  E. 

Accid  mia  d     Lin  «Km        88 


E  MAXWBI.L  neiPl'HC 


Philoso'phUal  Soóiely,  febbraio  1876, 
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C.  Saviotti,  Le  trwvatare  retieolari  a  laembri  caricati  (Atti  della  E.  Accademia  de'  Lincei,  Ro- 
ma, 1878). 

H.  T.  Eddt,  On  the  two  general  reciprocai  melhoda  »»  graphical  stalàes  (American  Journal  of 
MatliematicB  pure  and  applied,  volume  1.",  n."  4,  Baltimore,  1878). 

)C.  Gtiidi,  Sugli  arcM  élastiei  (Memorie  della  E.  Accademia  di  Torino,  serie  2.»,  t.  XXXVI, 
1884)  j. 

Inoltre,  molte  Memorie  e  Note  di: 

G.  JXTtiQ  e  A.  Satno,  ne'  Bendieonti  del  Beale  IsUMo  Lombardo  (Milano,  1874-75-76-79). 

Kirsch,  Mohr  e  Eittbe,  nel  dviUngenieur,  t.  XXI  e  XXII  (Leipzig,  1875-76). 

G.  Jung,  A,  Satno.  C.  Saviotti  ed  E.  Cavalli,  nel  PoUteemco.  anni  XXIV  e  XXV  (Milano, 

1876-77-78-70). 
G.  PoTJRET,  nei  Comptes  rendus  de  VAcadémie  des  Sciences  (Paris,  1875). 
G-.  Jung,  nel  BvlletMn  de  la  Société  m-athématique  de  Frtmee  (Paris,  1876-79), 
E.  Cavalli,  negli  Annali  dell'Istituto  tecnico  di  Livorno  (1877). 
G.  Sacheki  e  C.  MobiGliano,  nel  periodico  l'Ingegneria  dvUe  (Torino  1876-77). 
C.  Sacheki  e  F.  Zucchetti,  negli  Atti  della  B.  Accademia  delle  Scienxe  di  Torino  (1875-76). 
Ecc.  ecc. 

I  Infine,  gli  scritti  piii  recenti  clie  si  riferiscono  all'argomento  delle  travature  reticolari  sono 
i  seguenti: 

C.  Guidi,  SvMa  determinazione  grafica  delle  foree  inteme  nelle  travi  omogenee  e  nelle  travi  reli- 
eólari  appoggiate  agli  estremi  e  soggette  ad  un  sopracarico  mobile  (Atti  deUa  E.  Accade- 
mia dei  Linoei,  Eoma,  1880). 

C.  Saviotti,  Nuovi  li-pi  di  travature  reticola/ri  strettamente  indeformahiU  (Annuario  del  B.  Isti- 
tuto tecnico  di  Eoma,  1880). 

C.  Guidi,  Sul  calcolo  delle  travi  armate  (Giornale  del  Genio  Civile,  Eoma,  1880). 

C.  Guidi,  Delle  travi  reticolari  paraboliche  e  parallele  (Giornale  del  Genio  Civile,  Eoma,  1881). 

C.  Saviotti,  Il  problema  dei  tre  membri  nella  Statica  grafica  (Giornale  del  Genio  Civile,  Eoma, 
1883). 

0.  Saviotti,  Le  funicolari  coniche  dedotte  da  forme  reciproche  nello  spatio  (Giornale  del  Genio 
Civile,  Eoma,  1884).  | 


Del  presente  opuscolo  Le  figure  reciproche  neUa  Statica  grafici,  che  qui  viene  ristampato 
in  una  terza  edizione  conforme  alla  seconda  del  1872,  fu  fatta  una  traduzione  libera  in  tedesco 
dall'ingegnere  A.  Migotti  ed  inserita  nella  Zeitschrift  des  ósterr.  Ingenieur  —  und  Arehitekten 
—  Vereins,  Wien,   1873. 
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Rendiconii  del  R.  Islitulo  Lombardo,  BBrie  li,  volume  V  (18721,  pp.  lOil-llMi 


Ho  una  triste  notizia  da  darvi,  o  Colleghi;  il  di  7  del  mese  corrente  morì  in  Gottinga 
il  professore  Alfredo  Clebsch  *),  uno  fra  i  primissimi  matematici  de'  nostri  tempi. 
Ebbe  cattedra  dapprima  nella  scuola  politecnica  di  Carlsruhe,  poi  nell'università  di  Gies- 
sen;  da  ultimo  era  stato  chiamato  a  Gottinga  ad  occupare  il  posto  già  tenuto  da  Gauss, 
da  Lejeune-Dirichlet,  da  Riemann.  Si  hanno  pochi  esempj  di  tanta  operosità  nel  pro- 
muovere la  scienza,  quanta  n'ebbe  il  prof.  Clebsch:  nel  giro  di  quindici  o  sedici  anni, 
egli  arricchì  di  "un  gran  numero  d'importanti  memorie  il  giornale  matematico  diretto  in 
Berlino  dal  sig.  Eorchabdt  (tomi  52-70),  i  Matkematiseke  Annalen,  periodico  fondato 
da  lui,  nel  1869,  in  compagnia  del  prof.  Carlo  Neumans,  e  gli  atti  {Nachrichien  e  Abhand' 
lungen)  della  K,  Società  delie  scienze  di  Gottinga;  e  pubblicò  anche  libri  a  parte,  che  sono 
preziosissimi  trattati  di  alta  scienza,  come  la  Theorie  àer  Elastiàtdt  fester  Kórper  (1862) 
la  Tkeorie  àer  Ahélschen  Functionen  (1866),  che  compose  insieme  col  collega  prof.  Goedan, 
e  la  Tkeom  der  bmdren  algebraischm  Formen  (1872).  Lavori  di  Clebsch  si  trovano  in- 
seriti anche  nei  nostri  Annali  di  Matematica  **),  nei  Rendiconti  dell'Istituto  Lombardo 
(1868,  p,  794),, nei  Comptes  Rendus  dell'Accademia  delle  scienze  di  Parigi.  Non  fu  cultore 
esclusivo  di  pochi  argomenti  prediletti,  ma  col  suo  vasto  ingegno  e  colla  sua  feconda  atti- 
vità abbracciò  tutto  il  dominio  delle  matematiche  discipline,  pure  ed  applicate:  basti 
il  nominare  la  teoria  delle  funzioni  abeliane  e  quella  delle  forme  algebriche,  colle  loro  appli- 
cazioni geometriche;  la  teoria  delle  curve  e  delle  superficie  algebriche,  in  connessione  colle 
equazioni  algebriche  riducibili  a  gradi  inferiori;  l'integrazione  delle  equazioni  differenziali; 
la  nuova  geometria  dei  complessi  di  PlOcker;  il  calcolo  delle  variazioni;  la  teoria  dei  de- 

*)  Nominato  socio  (somspondente  del  R.  Istituto  Lombardo  nella  tornata  del  2  luglio  1868. 
•*)  Tomo  4."  della  1.»  aerie,  Roma  1862,  e  tomo  1."  della  3.»  aerie,  Milano  1867. 
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tenninaati ;  la  dinamica  de'  fluidi  e  de'  corpi  immersi;  la  statica  de'  sistemi  elastici;  l^ 
teoria  della  luce;  ecc.  Lo  strumento  di  cui  si  serviva  era  l'analisi,  sempre  portata  alla  più 
squisita  eleganza:  ma  egli  era  non  meno  profondo  geometra  che  analista,  ed  anzi  a  lui  si 
debbono  in  massima  parte  gli  straordinari  progressi  che  in  questi  ultimi  anni  ha  fatto  lo 
studio  delle  curve  e  delle  superficie,  mercè  l'applicazione  de' teoremi  di  Abel  e  di 

RiEMANN. 

Clebsch  era  eziandio  efficacissimo  maestro:  se  la  Germania  conta  ora  nel  suo  seno 
una  numerosa  plejade  di  giovani  geometri,  che  promettono  di  tenervi  alta  la  bandiera 
della  scienza,  insieme  ad  altre  scuole  Ulustri,  deve  essa  riconoscere  come  benemerita  quella 
di  Clbbscf. 

Tutti  coloro  che  lo  conobbero,  o  personalmente  o  per  relazione  epistolare,  dovettero 
amarlo  come  uomo  nel  quale  la  modestia  era  pari  all'ingegno.  Aveva  quindi  moltissimi 
amici,  non  solo  in  Germania,  ma  anche  in  Italia,  Un  giovane  professore  di  questa  città 
il  dott.  Jung,  recatosi  a  Gottinga  nel  settembre  p.  p.,  aveva  combinato  con  lui  un  conve- 
gno di  matematici  tedeschi  e  italiani  pel  settembre  1873,  m  Salzburg,  Triste  destino  che 
ha  rapito  a  noi  e  a  lui  una  gioia  già  sperata  da  molti  anni! 

Forse  una  vita  può  essere  giudicata  abbastanza  lunga,  quando  lascia  dietro  di  sé  un 
si  ricco  tesoro  di  opere,  che  dureranno  immortali;  ma  non  6  anche  permesso  di  pensare, 
con  profondo  rammarico,  a  tutto  ciò  di  cui  siamo  stati  defraudati  dalla  morte  che  ha  col- 
pito Clebsch  nell'età  di  soli  quarant'anni? 
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RELAZIONE 

INTORNO  AD  DNA  MEMORIA.  DEL  8IG.  COLOffNELLO  PIETBO  CONTI,  AVENTE  PER  TITOLO  <  SDLLA 
RESISTENZA  d'  ATTIOTO  »  DELLA  COMMISSIONE  COMPOSTA  DESLI  ACCADEMICI  LINCEI  BETOCCHI, 
BLASBEHA,    BELTRAMI,  CEEMONA  (rELATOEUÌI).  LbI'TA  NELLA   SEDDTA  DEL  6    DICEMBRE    1874. 


ti  della  B.  Accadtmia  dei  Lincei,  Memwie,  serie  2.',  volume  li  (1874-75],  pp.3-15. 


La  resistenza  d'attrito  da  lungo  tempo  chiamò  a  sé  l'attenzione  dei  fisici:  grazie  alle 
indagini  del  prof,  Govi,  possiamo  al  giorno  d'oggi  far  risalire  ad  un'età  ben  remota  la  data 
dei  primi  studii,  e  rivendicare  al  nome  di  Leonardo  da  Vinci  *)  quelle  leggi  ehe  non  do- 
vevano esser  ritrovate  se  non  tre  secoli  più  tardi  da  Coulomb.  Ma  agraziatamente  le 
scoperte  di  Leonardo,  ignorate  sino  a  questi  ultimi  anni,  non  ebbero  alcuna  influenza 
sugli  studii  ulteriori,  dimodoché  quando  I'Amontons,  duecento  anni  piti  tardi,  prese  ad 
occuparsene,  la  cosa  dovette  parere  del  tutto  nuova.  —  Amontons  sperimentò  sul  ferro, 
sul  rame,  sul  piombo,  sul  legno  spalmati  di  grasso,  tenendo  compresso  contro  un  piano 
orizzontale,  con  una  molla,  il  corpo  cimentato:  la  tensione  che  bisognava  produrre  in  una 
seconda  molla  per  ismuoverlo  gli  forniva  la  misura  della  resistenza  opposta  dall'attrito: 
cosi  riconobbe  che:  \.°  l'attrito  è  indipendente  dall'estensione  della  superficie  di  contatto: 
2.°  proporzionale  alla  pressione:  3.'*  che  il  coefficiente  di  attrito  è  quasi  Io  stesso  per  tutti 
i  corpi  (per  quelli  almeno,  su  cui  egli  potè  sperimentare)  ed  uguale  ad  ^.  I  risultati  de' 


•)  Vedi  ■ —  Saggio  delle  opere  di  Leonardo  da  Vinci  —  Milano  —  Tito  di  Giovanni  Ricordi 
—  Anno  MDCCCLXXH  —  Leonardo  letterato  e  scienziato  —  di  Gilberto  Govi  —  pag.  17, 
colonna  sinistra. 

Per  far  vedere  sino  a  qual  punto  Leonardo  avesse  condotto  i  suoi  studii  sull'attrito,  estraggo 
dalla  citata  opera  il  passo  seguente: 

«...  Meravigliose  ...  e  quasi  incredibili  sono  le  esperienze  fatte  da  Leonardo  sull'attrito 
«  e  le  leggi,  olie  ne  dedusse. 

0  Egli  misurò  il  peso  neceseaiio  a  movere  i  corpi  appoggiati  su  piani  orizzontali,  tirandoli 

Cremona,  tomo  III.  34 
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suoi  studii  sono  eonsegnati  in  una  Memoria  *)  presentata  Fanno  1699  all'Aeeademia  reale 
delle  scienze  di  Parigi,  Memoria  la  quale,  pel  tempo  in.  euì  fu  scritta,  è  ancora  notevole 
per  alcune  considerazioni  sulla  natura  fisico-meecanìca  dell'attrito,  riprodotte  poi  più 
volte,  tra  gli  altri  da  Vallès  **)  nel  1870.  Sebbene  molto  imperfette  possano  parere  le 
esperienze  di  Amontons,  nondimeno  per  un  pezzo  quanti  dopo  luì  trattarono  dell'attrito 
{MuscHENBROECK,  Bolffinger,  Desaguliers,  ccc.)  non  promossero  gran  tatto  lo  stato 
della  questione. 

L'anno  1781  segna  un  grande  progresso:  lo  studio  dell'attrito  venne  simultaneamente 
ripreso  in  Francia  da  Coulomb  ***)  ed  in  Italia  dallo  Ximenes  f  )  con  mezzi  in  so- 


<i  mediante  funicelle  che  si  accavalcavano  su  carrucole  mobilissime,  esperimento  pure  sotto 
8  quale  angolo  bisognasse  inclinai*  i  piani,  afBnchè  i  corpi  sostenuti  da  essi  cominciassero  a 
1  sdrucciolare.  Variando  le  prove,  ne  tra^ise  le  consegaenKe  che  qui  si  trascrivono; 

0  ie  confreganioni  dei  <orpi  lon  di  iante  varif  pot/iiee,  quante  sono  le  larietà  delle  lubricità  dei 
(  corpi,  che  ijiJMeme  st  confregaaio 

xQuelU  e-orph,  ihe  son  dt  ptu  pulita  superfii^e,  hanno  ptu  /acde  oonJregaifiQne. 

1  Ogni  corpo  restste  nella  sita  eonfregaetone  con  potenea  equale  al  qwarto  della  sua  gravezza, 
a  essendo  il  molo  piano  e  le  euperftcìe  d'esso  pulite 

I  Quando  Vobhqmià  palila  dthpone  ti  grave  p'^ito  a  "paiMre  nella  hnea  del  moto  per  la  quarta 
a  parte  della  sua  gravità,  allora  il  grave  è  per  sé  stesso  disposto  al  moto  per  disoenso. 

0  Za  confregasione  di  guahmque  corpo  variamente  laterato  aem/pre  fia  dì  eguale  resistema  e  sia 
"  fatta  sopra  qual  lato  si  vogUa,  purché  non  si  ficchi  sovra  del  piano,  ove  si  conjrega. 

«  La  eonfregamone  del  grave  sarà  di  tanta  polema  a  essere  creala  eirconvolubilmente,  gittMifo 
I  per  piano. 

a  Eed  una  quarta  eonfregamone  .  ...  ;  la  quale,  è  (quella  del)ifl  rota  del  carro,  che  si  move 
1  sopra  della  terra,  che  non  frega,  ma  tocea  e  puossi  dire  di  natura  del  camminare  con  passi  di  in- 
•I  finita  ^ninimUà  e  parvità  ». 

K  Cotì  due  secoli  avanti  1' Amontons  e  tre  prima  del  Coulomb  riconobbe  Leokakdo  che  la 
n  resistenaa  d'attrito  dipende  dalla  natura  propria  dei  corpi  e  daUo  stato  delle  loro  superficie: 
CI  s'avvide  che  più  son  lisce  le  superficie  e  minore  è  l'attrito,  e  ohe  la  resistenza  cresce  col  crescere 
fl  del  peso  dei  corpi.  Se  egli  diede  una  sola  misura  per  tutti  i  casi  di  siffatta  resistenza,  fu  perchè 
s  forse  nelle  condizioni  da  lui  ammesse  le  differenze  pei  varii  corpisono  piccolissime.  L'Amontons 
a  nel  1699,  il  BOlffingek  nel  1737  e  il  Desaqullers  nel  1732  non  formularono  infatti  altrimenti 
ola  relazione  fra  la  pressione  e  l'attrito». 

■*)  Mémoires  de  l'Aoadémìe  royale  dea  seiences.  —  1699  ^pag,  206.  a  De  larésistance  eoMsée 
da/rte  lee  mackines  tani  par  les  frotternenle  dee  parties,  qui  les  rompoaent,  que  par  la  roideur  des 
tsordes,  qu'on  y  emploie  et  la  manière  de  ealcuter  l'une  et  Vamiire  ». 

**)  V.  Annales  des  Ponts  et  Chausséee  —  1870  —  2.''  semestre  — ■  pag.  404.  iBecherches  théa- 
riqnes  sur  les  eauses  dwfroUemeni  soit  à  l'état  statique  soit  à  l'etat  dynam/ique. 

***)  Mémoires  presentéea  à  l'Académie  royale  des  seiences  —  Tome  X  —  1781  —  Thèorie  dee 
maehines  siraples. 

i)  Teoria  e  pratìea  deUe  resistente  dei  solidi  nei  loro  attriti  —  Pisa  —  1782. 
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stanza  identici  e  con  risultati  conformi,  ma  le  sperienze  dei  primo,  perchè  r 
variate,  sono  più  coneludenti  e  perciò  piii  volgarmente  conoseiute.  Coulomb,  studiando 
0  moto  di  un  eorpo  collocato  sopra  un  banco  di  due  metri  di  lunghezza  e  tirato  da  un  peso 
mediante  una  corda  passante  su  di  una  girella  posta  a  capo  del  banco,  dedusse  che  l'at- 
trito è:  1."  proporzionale  alla  pressione,  2.<*  indipendente  dall'estensione  del  contatto,  3° 
quasi  indipendente  dalla  velocità.  Ma  qualche  eccezione  trovata  a  questa  terza  legge  non 
gli  permise  di  poterla  affermare  in  modo  assoluto, 

n  bisogno  di  risolvere  i  dubbi!,  di  riempire  le  lacune  lasciate  da  Coulomb,  di  verilìcare 
se  l'attrito,  come  s'era  ammesso  sino  a  quel  tempo  senza  la  conferma  della  esperienza,  du- 
rante l'urto  e  Io  scorrimento  di  due  corpi  conservi  la  stessa  intensità  relativa,  che  nel  caso 
delle  pressioni  ordinarie,  mossero  A.  Morin  ad  intraprendere  a  Metz  una  lunga  serie  dì 
sperienze  dal  1831  al  1834,  i  cui  risultati  furono  per  ordine  dell'Accademia  delle  scienze 
raccolti  ed  inseriti  tra  les  Mémoires  des  savants  étrangers  *).  Il  Morin  segui  nelle  sue 
sperienze  un  metodo  analogo  a  quello  di  Coulomb,  con  questo  divario,  che  il  banco  su  cui 
operava  aveva  otto  metri  di  lunghezza  (di  cui  però  quattro  soli  erano  disponibili):  rile- 
vava la  velocità  da  curve  descritte  da  una  punta  mossa  da  movimenti  di  orologeria  sopra 
dischi  di  carta  annessi  alla  girella  in  cui  passava  la  corda  sostenente  il  peso  motore,  e  per 
misurare  la  tensione  della  fune,  che  produeeva  il  moto  del  carretto,  interponeva  tra  essa 
ed  il  carretto  un  dinamometro.  Riconfermò  le  leggi  di  Coulomb,  togliendovi  persino  l'ec- 
cezione nguardo  alla  velocità,  si  nel  caso  di  pressioni  ordinarie,  che  in  quello  di  percosse. 

Dopo  quelle  ''perienze,  per  un  certo  tempo  potò  parere  che  le  vere  leggi  dell'attrito 
fossero  finalmente  conosciute:  esse  vennero  accolte  in  tutti  i  trattati  di  meccanica;  in  tutti 
i  prontuani  furono  registrati  i  numeri  dati  da  Morin.  Tuttavia  i  pratici  non  tardarono 
ad  avvedersi  che  quelle  esperienze  non  meritavano  tutta  la  confidenza,  che  loro  general- 
mente si  concedeva.  Per  esempio  in  Italia  i  nostri  ingegneri  avevano  osserva,to  **)  che  que- 
gli stessi  freni,  che  valevano  a  tener  costante  il  movimento  abituale  dei  convogli  discen- 
denti la  china  dei  Giovi,  non  riuscivano  più  ad  impedire  l'accelerazione  del  moto,  qualora 
la  velocità  avesse  da  principio  ecceduto  eerti  confiiu.  La  qua!  cosa  manifestamente  dimo- 
strava che  sulle  ferrovie  l'attrito  di  scorrimento  diminuiva  col  crescere  della  velocità. 

Di  più,  PoiRÉB  e  BocHET  (1858)  da  esperienze  fatte  nelle  ferrovie,  attaccando  alla  lo- 
comotiva col  mezzo  di  un  dinamometro  una  carrozza,  deUa  quale  si  erano  fermate  le  ruote, 
in  guisa  che  scorressero  sulle  rotaje  senza  girare,  o  vi  erano  sostituiti  dei  pattini,  rieonob- 


*)  Nouvdlea  expMences  sur  hfroUement,  faitea  à  Metz  en  1831,  1832.  1833,  imprimées  par 
ordre  de  l'Académie  des  sciences.  3  volumea  in-4-,  1832,  1833  et  1835. 

••)  V.  Accademia  Reale  delle  scienze  di  Torino  —  Adunanza  della  classe  di  scienze  fisiche 
e  matematiche  del  giorno  7  aprile  1861  —  Eendiconto  di  una  memoria  del  Cav.  Quintino  Sella 
sull'attrito. 
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bero  l'attrito  Hon  dipendere  dall'estensione  del  contatto,  ma  ai  bene  dalla  pressione  e  dalla 
velocità:  credettero  ebe  esso  Eosse  massimo  quando  la  velocità  è  nulla,  e  che  diminuisse 
col  crescere  di  questa:  anzi,  parve  loro  che  in  circostanze  apparentemente  identiche  l'at- 
trito non  fosse  sempre  lo  stesso,  per  modo  che,  assunte  come  ascisse  le  velocità  e  per  ordi- 
nate gli  attriti,  questi  non  Eossero  rappresentabili  con  una  curva  sola,  ma  si  con  una  zona 
compresa  tra  due  curve. 

Però  n  processo  di  Poirée  e  Bochet  era  troppo  grossolano,  ed  aeeoneio  più  ai  biso- 
gni della  meccanica  applicata  che  a  quelli  dplla  fisica  molecolare;  e  le  loro  esperienze  po- 
tevano servire  piuttosto  a  rimettere  in  questione  le  le^gi  sull'attrito  e  a  promuovere  delle 
ricerche  accurate,  che  a  stabilire  queste  medesime  leggi.  Risultati  più  probabili  Eornirono 
invece  Hirn  (1855)  ed  il  sig.  comm.  Sella  (1861). 

HiRN  (Gustavo  Adolfo)  nel  1855  *)  pubblicò  alcune  sue  sperienze  condotte  con  cura 
grandissima,  sull'attrito  tra  due  corpi  con  interposizione  di  sostanze  lubrificanti:  attrito 
ohe  egli  dice  tnediato.  Esse  lo  menarono  a  concMudere,  che  se  per  l'attrito  tra  due  corpi 
senza  interposizione  di  sostanze  lubrificanti  (da  lui  detto  immediato)  possono  essere  vere  le 
leggi  di  Coulomb,  queste  però  non  valgono  più  per  l'attrito  mediato.  Per  questo  caso  giunse 
ad  alcune  conseguenze  degne  di  essere  meditate:  1.°  quando  i  due  corpi  sono  abbondan- 
temente lubrificati  e  la  temperatura  resta  costante,  l'attrito  varia  proporzionalmente  alla 
velocità:  2°  esso  è  sensibilmente  proporzionale  alla  radice  quadrata  delle  superficie  di  con- 
tatto ed  a  quelle  delle  pressioni:  3."  osservò  che  il  miglior  lubrificante  è  quello  più  fluido, 
che  non  sia  espulso  nelle  condizioni  di  pressione,  di  velocità  e  di  temperatura  dei  due  corpi: 
che  l'acqua  può  servire  da  lubrificante  in  circostanze  convenienti,  e  che  allora  essa  è  supe- 
riore a  tutti  gli  olii:  che  l'aria  stessa  diventa  il  migliore  dei  lubrificanti,  quando  essa  possa 
giacere  tra  i  due  corpi  eonfrieantisi:  ma  se,  per  una  modificazione  della  velocità  o  della 
pressione,  l'aria  viene  espulsa,  le  superficie  dei  due  corpi  vengono  ad  immediato  contatto 
e  l'attrito  quasi  nullo  da  princìpio  assume  tosto  un  valore  grandissimo. 

Sei  anni  più  tardi  venne  letto  alla  Reale  Accademia  delle  scienze  di  Torino  il  lavoro 
del  sig.  Sella  **).  Ei  si  valse  di  due  strumenti  da  lui  ideati  {tnpsometri)  e  fondati  sui 
seguenti  principii, 

V  Si  ponga  un  corpo  piano  sopra  un  cilindro  che  gira:  l'attrito  tenderà  a  apostare  il 
corpo,  e  se  questo  è  tenuto  da  un  elastico,  la  sua  tensione  darà  la  misura  dell'attrito. 
Ovvero  si  posi  U  corpo  sopra  un  disco  girante  attorno  ad  un  asse  verticale;  la  tensione 
dell'elastico,  che  vale  ad  impedire  il  trascinamento  del  corpo,  misurerà  pure  l'attrito.  » 

Col  sussìdio  di  questi  due  apparecchi,  dopo  alcune  prove  fatte  coD'ingegnere  Monte- 
fiore,  trovò  che: 

*)  Bnlletìn  de  la  Société  induatrieUé  de  MnUioiiSB  —  n.  128  et  129;  aunée  1855. 
**)  Vedi  la  pubblicazione  citata  alia  nota  **)  della  pag.  preoedeute. 
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l."  fra  gli  stessi  corpi  l'attrito  varia  moltissimo  a  seconda  della  nettezza  delle  loro  su- 
perficie: 2.°  fra  i  limiti  di  velocità  compresi  tra  zero  e  mezzo  metro  per  1",  l'attrito  cresce 
eoi  crescere  della  velocità:  3.'^  l'attrito  varia  nei  cristalli  a  seconda  della  direzione  io  cui 


Le  leggi  di  Coulomb,  confermate  da  Moein,  erano  dunque  revocate  in  dubbio,  anzi 

poste  in  forse  anche  come  leggi  approssimate:  ma  per  decidere  la  questione  riehiedevansi 
nuove  esperienze  variamente  moltiplicate,  e  condotte  con  tal  cura  da  evitare  tutte  quelle 
eause  perturbatrici  che  a  Mokik  avevano  tolto  di  ritrovare  la  vera  ed  intima  natura  del- 
l'attrito. Questo  in  lo  scopo  che  si  prefisse  il  sig.  Colonnello  Conti,  spintovi  anche  dal- 
l'osservazione di  certi  fenomeni  d'attrito,  che  ai  erano  manifestati  nel  varamento  del  Le- 
viathan a  Londra,  eontraddleenti  aUe  idee  fino  allora  accettate,  e  dagli  studii  che  da  ben 
dieci  anni  egli  andava  facendo  sulla  resistenza  dei  materiali  Ripigliò  da  capo  le  esperienze 
senza  farsi,  egli  dice,  una  idea  preconcetta  del  fenomeno,  procurando  solamente  di  elimi- 
nare tutte  le  cause,  il  cui  apprezzamento  potesse  dar  luogo  a  dubbii,  o  tali  che  non  tutte 
potessero  calcolarsi  con  eguale  esattezza.  Nei  1871  e  1872,  ad  Alessandria  prima,  a  Firenze 
dopo,  il  sig.  Conti  afferma  d'aver  eseguito  intorno  a  due  mUa  esperienze,  di  alcune  delle 
quali  dà  il  rendiconto  nella  Memoria  che  ora  è  sottoposta  al  giudizio  dell'Accademia. 

In  questa  Memoria,  dopo  d'aver  accennato  a  chi  l'ha  preceduto  in  questi  studii,  e  per 
quali  motivi  egli  giudichi  imperfetti  i  risultamenti  ed  i  processi  seguiti  da  Morin,  da 
PoiBÉE  e  da  BocHET,  passa  ad  esporre  il  suo  modo  di  sperimentare.  Non  riferiremo  gli 
appunti  che  esso  fa  a  Poirée  e  Bochet:  è  troppo  evidente  che  dal  loro  metodo  non  si 
potevano  aspettare  risultati  molto  precisi:  più  istruttive  sono  le  osservazioni  sul  modo 
tenuto  da  Moein  nelle  sue  esperienze.  Il  sig.  Conti  dice:  1.°  che  Moein,  avendo  cercato 
le  resistenze  di  attrito  e  di  rigidezza  della  puleggia  e  della  fune  per  piccoli  carichi,  non 
poteva  concludere  quali  sarebbero  esse  state  per  grandi  carichi:  2."  che  simOmente  nel 
calcolo  della  tensione  della  fune,  avendo  paragonato  la  determinazione  ottenuta  mediante 
formule  con  quella  data  dal  dinamometro,  e  trovata  coincidenza  fino  a  96  kg,,  non  aveva 
il  diritto  di  concludere  che  lo  stesso  fatto  avrebbe  avuto  luogo  per  tensioni  mag^ori, 
quale  quella  di  600,  che  pur  egli  ebbe  raggiunto  nelle  sue  sperienze.  3,o  H  Moein,  per 
mantenere  la  sua  slitta  sempre  nella  stessa  direzione,  la  faceva  guidare  da  rotelle:  se  la 
slitta  deviava  dal  suo  retto  cammino,  un  considerevole  strisciamento  era  inevitabOe. 
4.0  II  Conti  critica  pure  il  modo  di  determinare  la  velocità,  perchè  sinora,  egli  dice,  non  si 
ottiene  mai  con  nessun  congegno  di  orologeria  un  moto  rotatorio  perfettamente  uniforme; 
e  ò.°  osserva  che  Terrore  maggiore  fu  commesso  nel  rilevamento  delle  curve:  imperocché 
il  Moein,  per  verificare  se  le  linee  degli  spazii  erano  parabole,  vi  menava  a  vista  delie  tan- 
genti sino  all'incontro  delia  tangente  nel  vertice,  cercando  poi  se  le  perpendicolari  erettevi 
passavano  tutte  per  lo  stesso  punto. 
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n  Conti  erede  di  essere  riuscito  ad  eliminare  tutte  queste  canse  di  errore.  Per  le  sue 
esperienze  egli  si  servì  di  un  piano  inclinato,  facendovi  scorrere  sopra  il  corpo  da  cimen- 
tarsi, per  modo  che  caso  etesso  fosse  eausa  del  proprio  movimento  e  che  lo  sforzo,  il  quale 
lo  sollecitava  alla  discesa,  fosse  conosciuto  colla  stessa  approssimazione  che  la  inclinazione 
del  piano. 

L'apparecchio  del  Conti  consiste  in  una  robusta  trave  lunga  quattro  metri,  su  cui  è 
fissata  la  superficie  di  scorrimento,  composta  di  due  piani  ad  angolo  molto  aperto  (l'an- 
golo acuto  misura  10°)  per  evitare  {senza  far  uso  dì  guide,  come  Morin),  che  la  slitta  nella 
sua  discesa  devii  dalla  primitiva  sua  direzione.  La  slitta  è  poi  munita  di  due  zoccoli  fog- 
giati in  modo  da  poterai  esattamente  sovrapporre  alla  superficie  di  scorrimento.  Porta 
una  sella  su  cui  si  collocano  i  pesi,  e  sul  davanti  una  lastra  di  ferro,  che  presenta  sempre 
uguale  area  resistente  alFaria:  alla  medesima  è  legato  un  deflagratore  ad  arco,  una  spe- 
cie di  U  rovescio  colle  guide  terminate  da  due  piccole  punte  che  possono  essere  spostate. 
Mettendo  in  moto  la  slitta,  ciascuna  delle  punte  cammina  rasentando  quasi  una  striscia 
di  carta  affumicata,  disposta  su  una  sbarra  di  ferro  perfettamente  isolata,  che  mediante 
viti  si  può  alzare  od  abbassare,  per  mantenere  costantemente  molto  piccola  la  distanza 
tra  la  carta  e  le  due  punte  del  deflagratore.  Una  delle  due  sbarre  è  in  comunicazione  con 
uno  e  l'altra  col  secondo  dei  due  capi  di  uno  dei  reofori  di  un  rocchetto  di  Ruhmkoeff: 
ad  ogni  interruzione  di  circuito  scocca  fra  la  carta  ed  il  deflagratore  una  scintiUa,  che  la- 
scia suUa  carta  affumicata  un  segno  di  carbone  esportato  con  un  picciolissimo  foro.  Di 
tal  disposizione  si  giovò  per  determinare  i  successivi  spazìi  percorsi  in  uguali  intervalli  di 
tempo,  e  per  questo  dovette  trovar  modo  di  produrre  ad  uguali  intervalli  di  tempo  la  in- 
terruzione della  corrente;  ed  ecco  come  procedette.  Si  immagini  una  molla  fissa  ad  un  capo  e 
libera  all'altro,  messa  in  vibrazione.  L'estremo  libero  porta  una  punta  di  platino,  che  ad 
ogni  vibrazione  completa  viene  ad  immergersi  in  un  vaso  pieno  di  mercurio.  Se  ora  il  vaso 
di  mercurio  sia  in  comunicazione  con  un  polo  di  una  pila,  e  la  molla  coU'altro,  quando  la 
punta  di  platino  tocca  il  mercurio,  il  circuito  è  chiuso  e  la  corrente  p^tósa:  quando  la  punta 
si  solleva,  il  circuito  si  apre  e  la  corrente  è  interrotta.  La  molla  è  regolata  in  modo,  che 
le  sue  vibrazioni  durino  un  decimo  di  secondo.  Cosi  di  decimo  in  decimo  di  secondo  due 
scintille  scoccano  e  lasciano  sulla  carta  segni,  mercè  cui  si  possono  rilevare  gli  sparii  per- 
corsi. Perciò,  fissato  prima  il  carbone,  perchè  nel  maneggiare  la  carta  non  si  stacchi,  ba- 
sta misurare  le  distanze  tra  due  fori  consecutivi,  cosa  che  si  può  fare  con  esattezza  fino 
al  decimo  di  millimetro.  Siccome  però  la  carta  non  resta  più  di  ugual  lunghezza,  cosi,  dopo 
averla  distesa  sulla  sbarra  di  ferro,  si  dispongono  di  decimetro  in  decimetro  dei  cilindretti 
dì  ferro  muniti  di  una  punta,  e  si  girano  tanto,  che  la  distanza  tra  due  punte  consecu- 
tive risulti  di  un  decinletro.  I  cilindretti  servono  a  fissare  la  carta  ed  i  segni  lasciati  dalle 
punte  fanno  ufficio  di  caposaldi. 
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Per  regolare  la  molla  vibrante,  se  ne  paragonano  le  oscillazioni  con  un  buon  pendolo 
a  mezzi  secondi,  facendo  in  modo  ohe  l'uno  e  l'altra  mandino  una  scintilla  contempora- 
neamente su  una  striscia  di  carta  messa  in  moto  da  una  macchina  Moesb:  spostando  un 
pesetto  lungo  la  moUa,  poteva  ottenere  in  breve  una  perfetta  coincidenza  nei  due  segni 
lasciati  sulta  carta  dalle  due  scintille. 

L'arresto  della  slitta  si  produce  mediante  due  sbarre  disposte  ai  lati  e  scavate  a  cuneo, 
le  quali  al  termine  della  corsa  sono  imboccate  da  altre  due  sbarre  corrispondenti,  pure 
foggiate  a  cuneo,  e  che  penetrando  nella  cavità  delle  prime  vi  generano  un  grande  attrito, 
mentre  lateralmente  due  sistemi  di  molle  brevi  e  robuste  abbracciano  fermamente  la 
slitta. 

Finalmente  ecco  in  che  modo  il  Conti  determina  ruiclinaa;ione  della  trave.  Un  can- 
nocchiale è  fissato  alla  trave  e  ad  essa  parallelo  si  mantiene  il  suo  asse  ottico.  Si  collima 
prima  ad  una  stadia,  essendo  la  trave  orizzontale,  e  poi  si  varia  così  la  inclinazione  di  que- 
sta, che  la  tangente  letta  sulla  stadia  corrisponda  precisamente  all'angolo  di  inclinazione 
che  si  vuol  dare  al  piano  di  scorrimento. 

Sebbene  il  Conti  avesse  procurato  di  costruire  il  suo  piano  inclinato  con  una  robu- 
sta trave  di  30.^nni  almeno,  pure  non  potè  fare  che  assolutamente  non  si  producesse  ve- 
runa inflessione;  ma  cercò  rimediarvi  intercalando  delle  zeppe  di  ferro  tra  due  braghe 
consecutive,  che  servivano  a  legare  il  piano  dì  scorrimento  colla  trave. 

Volendo  procedere  alle  esperienze,  un  gran  numero  di  cure  minuziose  erano  neces- 
sarie per  mantenere  costantemente  nelle  superficie  uno  stato  determinato.  I  piani  di  scor- 
rimento e  gli  zoccoli  erano  spianati  colla  mitósima  diligenza,  ed  alcuni  giorni  prima  del- 
l'esperienza gli  zoccoli  s'attaccavano  alla  slitta.  Per  ottenere  la  massima  purezza,  quando 
volevasì  sperimentare  con  superficie  sgrassate,  si  lavavano  con  grande  quantità  dì  alcool 
e  zoccoli  e  piani  di  scorrimento,  lavavansi  del  pari  con  alcool  gli  stracci  di  bucato,  che 
servivano  a  detergere  tali  superficie.  Si  usava  poi  sempre,  nello  avviluppate  gli  stracci, 
la  precauzione  di  fare  in  modo  che  la  parte  usata  a  detergere  non  fosse  tocca  dalla  mano. 
Tutte  queste  avvertenze  potrebbero  parere  inutili,  ma  il  fatto  dimostra  che  questo  non 
è  vero.  II  sig.  Coiuti  si  provò  a  fare  una  esperienza  con  tutte  le  cautele  ora  indicate,  ed 
essa  procedette  eolla  massima  regolarità;  poi,  toccato  uno  straccio  con  mano  lavata  di 
fresco  e  pulitissima,  e  con  esso  fregato  leggermente  un  tratto  del  piano  di  scorrimento, 
ripetè  l'esperienza,  e  trovò  in  quel  tratto  nella  curva  delle  velocità  un  salto,  un  incre- 
mento di  velocità. 

Quando  sperimentava  con  superficie  untuose,  vi  ottenne  uno  strato  d'unto  leggero 
ed  uniforme  facendo  imbevere  d'olio  molti  stracci,  poi  spremere  fortemente,  e  con  essi 
strofinare  tutto  il  piano  a  lungo:  ovvero  spargere  alcune  poche  gocce  d'olio  sul  piano, 
stendere  uniformemente,  ed  asciugare  il  piano  con  stracci  asciutti, 
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Altra  precauzione,  che  egli  usò,  e  che  da  altri  finora  pare  sia  stata  trascurata,  è  quella 
di  determinare  esattamente  la  vera  e  reale  superficie  di  contatto  degli  zoccoli:  egli  trovò 
che  per  i  metalli,  mentre  la  superficie  totale  era  di  mq.  0,0420,  appena,  in  media,  0,0040 
a  0,0110  era  quella  di  contatto,  ossia  da  un  decimo  ad  un  quarto;  talora  si  trovò  solo  '/^o, 
ma  più  ordinariamente  Vg .  Essa  riconoscevasi  guardando  le  parti  di  mutato  colore  sopra 
lo  zoccolo  e  sui  piaui  di  scorrimento.  Cosi  potè  determinare  la  pressione  specifica,  tanto 
al  principio  degli  esperimenti,  quando  l'estensione  del  contatto  era  minima,  quanto  alla 
fine,  quando  essa  era  massima. 

Quando  sperimentò  con  superficie  oleose,  fece  in  modo  che  l'olio  fosse  tanto  da  man- 
tenere interamente  sommersi  gli  zoccoli:  in  questo  caso  la  superficie  vi  entrava  tutta 
come  superficie  di  contatto. 

Eseguite  con  queste  cautele  le  esperienze,  resta  a  dedursi  il  valore  delia  forza  d'at- 
trito dai  segni  lasciati  sulle  striscie.  Come  si  rilevino  gli  spazii  percorsi  nei  successivi  in- 
tervalli di  tempo  è  facile  a  capire,  ed  è  agevole  quindi  a  capire,  come  si  possa  costruire 
la  linea  degli  spazii.  Da  questa  bisogna  poi  dedurre  la  linea  delle  velocità  e  quella  delle 
accelerazioni.  Si  deduce  la  linea  delle  velocità  da  quella  degli  spazii  determinando  i  coef- 
ficienti angolari  delle  tangenti  nei  successivi  punti  della  linea  degli  spazii,  e  quella  delle 
accelerazioni  in  modo  analogo  da  quella  delle  velocità. 

Per  evitare  poi  in  queste  costruzioni  gli  errori  prodotti  dal  condurre  tangenti  a  vi- 
sta, il  Conti  osserva  che  nella  linea  degli  spazii,  per  es.,  la  differenza  ìfi  —  y  delle  ordi- 
nate corrispondenti  ai  tempi  a;  ed  a;  -j-  1  dà  il  valore  del  coefficiente  angolare  della  tangente, 
nel  punto  di  ascissa  »  +  %,  all'arco  parabolico  (coll'asse  paraUelo  alle  y)  che,  in  luogo 
della  vera  curva,  si  può  far  passare  per  i  punti  di  ascisse  x^à.  x-\-l.  Dimodoché  coi  dati 
dell'esperienza,  senza  ricorrere  a  costruzioni  grafiche,  sì  possono  successivamente  calco- 
lare collo  stesso  ordine  di  approssimazione  le  velocità  e  le  accelerazioni,  e  ottenere  così, 
per  le  velocità  e  per  le  accelerazioni,  linee  che  presentano  la  medesima  regolarità  che 
quella  degli  spazii. 

Costruite  queste  curve,  è  facile  calcolare  il  coefficiente  di  attrito,  ossia  quel  numero 
f  che,  moltiplicato  per  [a  pressione,  dà  il  valore  dell'intensità  della  forza  d'attrito. 

Difatti,  se  diciamo  a  l'inclinazione  della  trave  all'orizzonte,  2ip  l'angolo  ottuso  dei 
due  piani  di  scorrimento,  t  la  resistenza  dell'aria,  A  l'accelerazione  della  slitta,  si  ha 


f^ ^ 

pCOSa 

sen  'f 
MoBiN  ritenne  che  2  fosse  trascurabile,  almeno  per  ìe  velocità  delle  sue  sperienze.  Conti 
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trovò  questo  non  essere  vero,  che  anzi  può  raggiungere  talora  un  decimo  della  resistenza 
totale  d'attrito:  ed  a  calcolare  S  assunse  la  formula  di  Poncelet  *) 

I  ==  S  (0*%  036  +  0,  084  v'  +  0, 16  A) 

essendo  S  l'area  battuta,  v  la  velocità  ed  A  l'accelerazione. 

Le  sperienze  di  cui  tratta  la  Memoria  attuale,  appena  in  numero  di  135,  ^ono  state 
trascelte,  secondo  che  riferisce  l'A.,  dalla  terza  di  cinque  serie  di  sperienze  aQaIoa;he  **); 
in  esse  la  superficie  fissa  era  di  ghisa,  sulla  quale  si  fece  scorrere  successivamente  ghisa, 
acciajo,  ferro  inglese,  ferro  d'Aosta,  bronzo,  ottone,  rame,  macigno  di  Fiesoie,  quercia, 
olmo,  pioppo,  euojo  e  gomma  elastica.  Molte  esperienze  dovette  tralasciare  perche  non 
fatte  eolle  volute  cautele;  altre  perchè,  come  coU'acciaio  o  col  ferro  d'Aosta,  dopo  alcune 
prove  il  piano  di  scorrimento  era  rigato,  per  la  qual  cosa  il  coefficiente  di  attrito  subiva 
tosto  degli  accrescimenti  strani.  Riconobbe  avere  grande  influenza  la  nettezza  delle  super- 
ficie; narra  di  aver  fatto  certi  sperimenti  in  giorni  di  polvere  o  di  intemperie,  e  che  allora 
non  si  avevano  più  risultati  regolari,  ma  saltuarie  elevazioni  nel  valore  del  coefficiente 
d'attrito.  Perciò  nelle  esperienze  definitive  procurò  di  mantenersi  constantemente  in  stati 
ben  definiti. 

Succedendosi  gli  esperimenti,  il  piano  di  scorrimento  si  alterava:  cita  come  esempi 
le  tavole  Vili  e  XV  della  presente  Memoria,  in  cui,  per  date  velocità,  il  coefficiente  di 
attrito  cresce  succedendosi  le  esperienze.  Ma  quando  queste  si  ripetano  per  un  po'  di  tempo, 
le  variazioni  diminuiscono;  così  dopo  otto  esperienze  nel  cuojo  e  sette  nell'ottone,  le  dif- 
ferenze si  riducono  quasi  a  zero  ***). 


*)  V.  Poncelet  —  Introd/tiction  à  la  mécanigue  indusl/neìle  —  troisième  édition  —  paj;.  62fi. 
Veramente  la  formula  è  dovuta  a  Didion. 

*■)  Le  cinque  serie  prese  insieme  (soggiunge  il  sig.  Conti)  contengono  più  di  2000  esperienze 
fatte  con  materiali  d'ogni  sorta,  adoperando  per  superficie  fissa  persino  il  ghiaccio.  Egli  fece 
alcune  prove  con.  lubrificanti,  con  detergenti  diversi,  con  polveri  corrodenti,  ecc. 

***)  Cercò  di  rendere  sensibile  questo  fatto  costruendo  per  ogni  corpo  cimentato  una  serie 
di  linee,  le  quali,  per  date  pressioni  e  dai*  velocità,  rappresentassero  i  valori  del  coefficiente 
d'attrito  ottenuti  in  esperienze  succeissive.  Perciò,  assunte  distanze  uguali  su  una  retta,  vi 
eresse  ordinate  proporzionali  ai  suceessivì  valori  del  poeffieiente  d'attrito.  In  questo  modo  trovò 
che:  1.0  generalmente  gli  estremi  delle  ordinate  stanno  su  una  linea  retta,  tanto  meno  inclinata 
all'asse  delle  ascisse,  quanto  maggiore  è  la  velocità,  la  pressione  restando  la  stessa:  2.»  per  una 
medesima  velocità  le  rette  corrispondenti  alle  diverse  pressioni  sono  sensibilmente  parallele: 
3."  la  velocità  restando  sempre  la  stessa,  le  differenze  delle  ordinate  di  qu^te  rette  per  una 
medesima  ascissa  sono  proporzionali  alle  diffejjenze  delle  pressioni.  Ma  su  questo  punto  pare 
che  possano  sorgere  molti  dubbìl.  Prima  di  tutto  la  rappresentazione  geometrica  ideata  dal  eig. 
Conti,  se  può  farci  vedere  che  al  succedersi  delle  esperienze,  non  cambiando  le  condizioni  di 
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Osserva  che,  variando  i  detergenti,  varia  del  pari  il  coefficiente  d'attrito;  che  anzi, 
secondo  i  diversi  lavori  di  una  macchina,  certi  liquidi  lo  diminuiscono  meglio  che  altri, 
eiie  per  esempio  una  Urna  bagnata  in  trementina  canforata  lavora  il  vetro  come  se  fosse 
un  metallo;  mentre  a  secco,  e  bagnata  d'acqua,  non  dura  due  minutL  Soggiunge  che,  va- 
riando i  liquidi,  possono  anche  mutare  le  leggi  fondamentali  dell'attrito. 

Riporta  una  osservazione  curiosa.  Facendo  scorrere  ghisa  su  ghisa  o  bronzo  su  ghisa 
con  superficie  untuosa,  trovò  per  coefficiente  di  attrito  circa  0,1  :  dopo  d'aver  spruzzato 


velocità  e  di  presaione,  varia  tuttavia  il  coefflcìente  di  attrito,  non  ù  illumina  affatto  aul  come 
caso  vani  coOa  durata  del  contatto,  né  verso  qual  valore  lìmite  esso  tenda.  E  di  quanta  uti- 
lità sarebbe  queato  valor  limite  per  la  pratica  industriale,  tutti  sei  veggono;  diremo  di  più  che 
questo  valor  limite,  è  nessun  altro,  sembra  deverai  ritenere  come  vero  e  reale  coefiSeiente  d'at- 
trito. Imperocché  dipendendo  l'attrito  in  aostanaa  dall'elasticità  dei  corpi  confrieantiai,  deve 
con  aiolta  probabilità  succedere  il  fatto  osservato  nelle  verghe  elastiche,  che,  ove  siano  tese 
da  una  forza  agente  secondo  il  loro  asse,  e  l'esperimento  si  rinuovi  piti  volte  di  seguito,  dopo 
alcune  sperienze  l'allungamento  i)erm8iient6  non  varia  pih,  egli  allungamenti  (sempre  uguali 
fra  loro)  osservati  nelle  successive  aperienze  sono  meramente  elastici,  E  ohi  voglia  determinare 
n  coefficiente  di  elasticità  di  una  verga  t^rrà  conto  di  queati  ultimi  allungamenti,  non 
dei  primi.  Questa  osservazione  ci  mette  in  jfrado  di  capire  come  nelle  prime  sperienze  il  coef- 
ficiente d'attrito  debba  andar  variando  fino  ad  un  certo  limite  e  poi  rimanere  costante  (non 
cambiando  ben  inteso  la  preasione  e  la  velocità):  questo  succederà  quando  la  deformazione 
permanente  dei  due  corpi  abbia  raggiunto  il  suo  massimo.  Pei  corpi  che  non  ai  trovino  in  uno 
stato  ideale  di  levigatezza,  dovrà  certamente  influire  su  questo  limite  anche  il  distacco  di  mi- 
nute particelle  per  la  seabrezza  delle  superficie  di  contatto;  distacco,  ohe  tuttavia  diminuisce 
sensibilmente  eolia  durata  del  moto.  — D'altra  parte  possiamo  anche  dire  che  la  rappresen- 
tazione geometrica  del  sig.  Conti  ha  molto  dell'arbitrario,  perchfi,  non  avendo  egli  indicato  quale 
intervallo  di  tempo  trascorresse  tra  una  sperienza  e  l'altra,  i  punti  rappresentativi  di  queste 
sperienze  con  ogual  diritto  si  potrebbero  anche  segnare  a  distanze  diseguali.  Oltreaceiò  pare 
che  essa  non  debba  forse  ispirare  una  grande  fiducia,  anche  perchè  moltissime  di  queste  linee  sono 
tracciai*  conoscendone  appena  due  o  tre  punti;  per  l'ottone  soltanto  venne  fatto  uno  studio 
più  accurato.  Tutto  questo  ci  rileva  un  difetto  del  metodo  del  sig.  Conti  che  può  parere  abba- 
stanza grave;  infatti  la  lunghezza  del  suo  piano  di  scorrimento  è  troppo  piccola,  né  può  dar  agio 
a  fare  delle  esperienze  che  durino  un  po'  di  tempo,  d'altronde  il  moto  accelerandosi  continua- 
mente è  impossibile  mantenere  una  velocità  uniforme  nel  corpo  scorrente.  Ora  per  apprezzare 
convenientemente  l'influenza  della  velocità  aul  valore  del  coefficiente  d'attrito  bisognerebbe 
proprio  cercar  di  mantenere  una  velocità  costante  per  un  tempo  tanto  grande  quanto  si  vuole: 
d'altra  parte,  per  eliminare  le  variazioni  prodotte  nel  coefficiente  d'attrito  dal  venire  a  contatto 
sempre  porzioni  nuove  del  piano  di  scorrimento,  sarebbe  da  procurare  che  periodicamente  ve- 
nissero ad  affacciarsi  le  medesime  parti  delle  superficie  dei  due  corpi.  In  questo  modo,  trascorso 
un  certo  lasso  di  tempo  dopo  0  principio  del  moto,  sul  variare  de!  coefficiente  d'attrito  non 
influirebbe  più  che  il  variare  della  velocità  (la  pressione  rimanendo  la  stessa).  Ma  col  metodo 
del  Big.  Conti  pare  che  nesauna  di  qnrate  condizioni  possa  essere  soddisfatta. 
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con  acquai!  piano,  il  coefficiente  discese  a  0,03  per  la  ghisa  alla  velocità  di  l™,e  pel  bronzo 
a  0,014,  la  velocità  essendo  di  4"\  Egli  attribuisce  questo  risultato  al  fatto,  ebe  l'acqua 
sulla  superficie  untuosa  si  era  disposta  in  una  serie  di  sferette  di  circa  1™"'  di  diametro  e 
ebe  si  mautenevano  taji  anche  sotto  la  slitta,  in  guisa  da  eambiare'  l'attrito  di  scorri- 
mento in  attrito  di  rivolgimento. 

In  generale  trovò  essere  il  coefficiente  di  attrito  maggiore  se  l'olio  abborda,  minore 
se  le  superficie  di  scorrimento  sono  semplicemente  untuoso.  Questo  egli  dice  dipendere 
da  che  nei  primo  caso,  tutta  la  superficie  esercitando  contatto,  la  pressione  specìfica  è 
minore,  mentre  nel  secondo,  una  parte  solamente  esercitando  contatto,  la  pressione  spe- 
cifica è  maggiore. 

La  Memoria  è  corredata  di  un  atlante,  in  cui  sono  raccolte  le  curve  delle  sperienze 
ed  i  fascicoli  dì  calcolo:  per  ogni  corpo  sperimentato  hannovi  due  tavole,  nell'una  delle 
quali  son  contenute  le  linee  delle  velocità  nelle  diverse  sperienze,  nell'altra  le  linee  ebe 
per  ogni  sperienza  rappresentano  la  legge  di  variazione  del  eoefliciente  d'attrito  calco- 
lato eolla  formula  più  sopra  riferita.  Ma  non  sempre  furono  tracciate  queste  linee:  per 
es.,  nel  caso  della  ghisa  e  per  le  superficie  sgrs^sate,  non  si  vedono  le  linee  che  per  tre 
delle  sette  sperienze  eseguite. 

Dall'ispezione  delle  tavole  cade  immediatamente  sotto  gli  occbì  che  per  certi  corpi 
le  linee  delle  velocità  sono  sensibilissimamente  rettilinee:  tali  sono  per  es.  nella  tav,  XVI 
quelle  per  la  ghisa  scorrente  sulla  ghisa,  nella  tav.  SIX  quelle  pel  ferro  d'Aosta  e  per 
l'olmo  (fibre  trasversali),  nella  XX  quelle  pel  bronzo  e  per  l'ottone  scorrenti  su  ghisa,  e 
per  la  ghisa  scorrente  su  bronzo.  Ne  seguirebbe  che,  nelle  condizioni  in  cui  vennero  fatte 
quelle  sperienze,  l'attrito  doveva  con  molta  approssimazione  essere  indipendente  dalla 
velocità:  ed  infatti  si  osserva  in  generale  che  le  differenze  sono  abbastanza  piccole.  Ma  in 
alcune  sperienze  non  si  possono  piii  ritenere  come  tali,  ad  esempio  nella  ghisa  (superficie 
untuosa,  esperienza  1369), 

per  1!  =  0"',  20,  si  ha  f  =  0,  067 

i>==2"',80,  /-=0,016, 

e  nel  caso  dell'olmo  (fibre  trasversali,  esperienza  1589)  per 

«  =  1"',  f=^  0,335 

i'  =  l'",72,  f=0,372. 

Lasciamo  di  riportare  altri  esempiì. 

Le  linee  che  per  una  data  pressione  rappresentano  la  legge  con  cui  varia  il  coefficiente 
d'attrito  offrono  tutte  generalmente  il  medesimo  aspetto:  prima  la  convessità  rivolta 
verso  l'asse  delle  velocità,  poi  un  punto  di  inflessione,  indi  un  punto  di  massimo,  e  poscia 
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un  nuovo  punto  d'inflessione,  e  rimanendo  convesse  tendono  ad  accostarsi  all'asse  delle 
velocità.  Se  non  che  le  curve  ora  indicate  non  sono  sempre  le  curve  dedotte  dall'esperienza: 
così,  a  camion  d'esempio,  per  la  ghisa  (superficie  untuosa)  l'A.  sperimentò  alle  pressioni 
di  16009,  23490,  30971.  kg.,  ma  nella  tavola  IV  son  tracciate  le  linee  corrispondenti  alle 
pressioni  di  15000,  25000,  30000  kg.,  dedotte  da  quelle  delle  sperienze  ritenendo  che  alla 
medesima  velocità  le  differenze  tra  i  coefficienti  di  attrito  aleno  proporzionati  alle  diffe- 
renze delle  pressioni  (vedi  pag.  377,  nota  ***));  indeme  con  queste  curve  però  furono 
segnati  anche  i  punti  ottenuti  nelle  sperienze. 

Per  alcune  sostanze,  cioè  per  la  ghisa,  acciajo,  pioppo  (fibre  trasversali),  quercia 
(fibre  trasversali),  euojo,  l'A.,  costruì  anche  alcuni  diagrammi,  i  quali  indicano  come  varii 
il  coefficiente  di  attrito  eolla  pressione,  e  trovò  generalmente  che  le  curve  sono  tutte  con- 
vesse verso  l'asse  delle  pressioni,  che  si  alzano  abbastanza  rapidamente  col  diminuire 
della  pressione,  restando  invariabile  la  velocità. 

Dei  resultati  numerici  dell'esperienze  del  Conti  non  daremo  qui  che  qualcuno  de' 
più  interessanti.  Per  es.  si  trova  che,  tra  i  coefficienti  dati  dal  Morin  per  superficie  sgras- 
sate e  quelli  trovati  dal  Conti  per  velocità  intorno  ad  un  metro,  non  passa  grande  diva- 
rio: si  dee  fare  eccezione  pel  cuojo.  Ecco  il  paragone  per  il  cuojo  fra  i  coefficienti  trovati 
da  MoRiK  e  da  Costi.  Per  le  superficie  sgrassate  sotto  la  pressione  specifica  di  6000  kg. 
trovarono 

Morin  Conti 

f^0,56  r  =  0"',40      f^  0,615 

i;  =  0"',  55      f=  0,687 
v^V"  /  =  0,  80  (massimo); 

ad  un  metro  di  velocità,  secondo  il  Conti,  si  avrebbe  il  massimo  di  f. 

Morin,  pei  cuojo  ancora  ma  per  le  superficie  bagnate  ed  untuose,  dà  f  ^=0,23.  Conti 
invece,  per  superfìcie  rese  untuose  nel  modo  più  sopra  indicato. 


per  )7  =  0"*,  6, 


trova  f  =  0,518 
f=  0,597 
f  =  0,648  (mass.). 


Pili  sensibili  ancora  sono  i  divani  per  i  metalli  (superficie  untuose): 


Morin 
f  =  0,07  a  0,< 


Conti 
Ghisa  su  ghisa,  pressione  15000  k 
^  =  0™,6  f=0,05 

^  =  1-  f  =0,079 

v  =  l-",b  f=0,122(»MK 
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Rame  su  ghìaa 
v^C",  6  f=0,038 

v^l""  f=  0,0586 

v^2™,2  f  =  0,129  (mass.) 

Bronzo  su  ghisa 
«  =  !"•  ^=0,0976 

p  =  2'"  f=  0,125. 

Queste  cifre  che  si  potrebbero  ancora  moltiplicare  a  volontà,  fanno  vedere  come,  a 
pari  preasione,  l'attrito  varii  moltissimo  coi  diversi  corpi  e  colla  velocità,  e  che  il  massimo 
di  /  non  corrisponde  per  tutti  i  corpi  alla  stessa  velocità. 

Finalmente,  le  conclusioni  generali  del  lavoro  del  sig.  Conti  sono  che  la  resistenza 
d'attrito  : 

l."  Cresce  collo  scemare  della  pressione  specifica,  e  che  questo  accrescimento  è  assai 
grande  se  le  superficie  di  contatto  sono  untuose,  piccolo  se  sgrj^sate. 

2.0  Cresce  rapidamente  col  crescere  della  velocità  e  poi,  passato  un  massimo,  dimi- 
nuisce con  rapidità  poco  diversa,  per  continuare  in  seguito  a  diminuire  di  più  in  più  lenta- 
mente. Cosi  l'accrescimento  come  la  diminuzione  è  molto  grande  nelle  superficie  untuose, 
piccolo  nelle  sgrassate. 

3."  Quanto  è  maggiore  la  pressione,  tanto  minore  è  la  differenza  fra  il  massimo  ed 
il  minimo  coefiiciente,  allorché  si  passa  per  la  stessa  serie  di  velocità  diverse,  cosi  nelle 
superfìcie  untuose,  come  nelle  sgrassate  *). 

n  col."  Conti,  verso  il  termine  della  sua  Memoria,  espone  alcune  sue  ipotesi  intorno 
alla  causa  probabile  del  consumo  considerevole  di  forza  viva  dovuto  all'attrito  nelle  mac- 
chine: lo  attribuisce  a  trasporto  di  particelle  materiali  con  grandissima  velocità,  operato 
da  correnti  elettriche  che  si  desterebbero  nel  mutuo  sfregamento  de'  due  corpi.  Ma  quale 


•)  Non  possiamo  però  trattenerci  dall' OBservare  ohe  dalle  135  esperienze  riferite  nella  Memo- 
ria ai  può  ben  trarre  argomento  per  mettere  in  dubbio  irieultati  ottenuti  da  Coui-Omb  e  daMo- 
RIN,  ma  che  si  può  dubitare  se  esse  bastino  a  convincere  della  verità  delle  leggi  enunciate  dal 
sig.  Conti,  tanto  più  che  coi  suo  processo  non  è  evidente  la  possibilità  di  giungere  a  qualche  risul- 
tato concludente  (vedi  nota  ***}  a  pag.  377).  Se  neU' apprezzamento  di  alcune  circostanze  egii  fu 
scrupoloso  fino  all'eccesso,  non  si  può  dire  che  abbia  fatto  altrettanto  quando  volle  determinare 
l'inclinazione  del  piano  di  scorrimento  usando  la  stadia,  e  l'estensione  del  contatto  osservando 
sulle  superficie  di  scorrimento  le  parti  dì  mutato  colore,  metodo  questo  assai  vago,  per  l'incer- 
tezza che  rimane  sempre  nel  passaggio  tra  le  parti  che  hanno  e  quelle  che  non  hanno  cambiato 
colore.  D'altra  parte,  nella  sua  Memoria  egli  non  indica  oome  siasi  guidato  nel  misurare  l'area 
di  queste  porzioni  di  superficie.  Né  potè  eertamente  colla  disposizione  da  lui  ideata  evitare  gli 
effetti  dovuti  alla  tendenza  della  slitta  al  serpeggiamento;  a  ciò  basta  la  menoma  irregolarità 
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sia  propriamente  il  suo  modo  di  vedere,  quale  U  valore  delle  sue  opinioni,  è  difficile  il  poter 
giudicare,  perchè  le  sue  dichiarazioni  non  sono  abbastanza  esplìcite  *). 

E  sig.  Conti  afferma  che  delle  numerosissime  esperienze  da  lui  intraprese  s'è  limitato 
a  riportare  in  questo  lavoro  una  piccola  parte,  per  non  dare  al  medesimo  un'eccessiva 
estensione;  ed  aggiunge  che,  quando  pure  le  avesse  riferite  per  intero,  la  sostanza  delle  sue 
conclusioni  non  ne  sarebbe  stata  alterata.  Di  siffatta  ommissione  è  naturale  che  si  abbia 
a  lasciare  a  lui  tutta  la  responsabOità. 

E  questa  riserva  è  tanto  più  necessaria  dal  momento  che  il  aig.  Conti  riferisce  i  risul- 
tati di  136  esperienze  soltanto,  alcune  delle  quali  (suU'aceiajo  e  sul  ferro  d'Aosta)  confessa 
egli  stesso  non  essere  riuscite  con  troppa  regolarità. 

Noi  concediamo  però  che  le  esperienze  del  sig.  Conti  appajono  condotte  con  abilità 


nello  spianamento  delle  superficie  di  scorrimento  (di  questa  irregolarità  fornisce  egli  stesso  uua 
prova,  là  ove  dice  che  la  massiiiia  estensione  del  contatto  variava  da  ^  ad  '/^  della  superficie 
totale):  impedendo  il  serpeggiamento,  certi  punti  finiscono  per  essere  premuti  più  degli  altri, 
donde  deve  nascere  un  aumento  dell'attrito.  Non  parrà  dunque  indiscreaioDe  il  pensare  ohe, 
prima  di  poter  accettare  come  definitive  le  leggi  enunciate,  sono  ancor  necessarie  altre  sperienze 
pili  variate,  e  fatt*  in  condizioni  tali  che  sia  possibile  l'apprezzare  con  maggiore  accuratezza 
l'influenza  esercitata  dalla  velocità,  dall'estensione  e  dalla  durata  del  contatto. 

*)  Trale  molte  cousideraaioni  che  egli  fa  sulle  cause  dell'attrito  una  ve  n'è  oheèben  dura 
ad  ammettersi.  Dice  in  sostanza;  immaginate  un  corpo  che  sì  muova  lungo  un  piano  inclinato, 
nel  senso,  poniamo,  della  linea  di  massimo  pendio;  se  a  questo  corpo  imprimete  un  altro  movi- 
mento in  direzione  diversa  da  quella  del  primo,  per  questo  solo  fatto,  l'attrito  deve  diminuire. 
Quest'asserzione  gratuita,  appoggiata  a  nessun  fatto,  è  così  contraria  alle  idee  che  possiamo 
farcì  sull'attrito,  che  non  sappiamo  in  verità  da  chi  possa  essere  accettata.  Per  ìspiegat  meglio 
le  sue  idee  soggiunge:  osservate  chi  deve  sturare  una  bottiglia:  se  tira  il  tappo  ne]  senso  dell'asse 
della  bottiglia,  è  obbligato  a  fare  uno  sforzo  grandissimo,  mentre  se  imprime  aJ  tappo  un  moto 
elicoidale,  gli  basta  uno  sforzo  molto  minore;  dunque,  egli  conclude,  nel  secondo  caso  l'attrito 
fra  tappo  e  vetro  è  minore.  Ma  non  è  necessario  ricorrere  a  siSatta  ipotesi  per  vedere  che  lo  eforzo 
da  esercitarsi,  nel  secondo  caso,  deve  essere  minore.  Imperocché  se  diciamo  Q  l'area  laterale  del 
tappo,  pia  pressione  per  unità  di  superficie  fra  tappo  e  vetro, /il  coefQeìent*  d'attrito,  r  il  raggio 
del  tappo,  B  il  raggio  del  manico  del  cavatappi,  h  il  passo  comune  alle  eliche  descritte  da  ciascun 
punto  del  tappo,  lo  aforzo  da  impiegarsi  per  ottenere  Io  sturamento  si  trova  essere  (finché  il 
tappo  giace  tutto  entro  la  bottiglia), 

che  è  massimo  per  ft  =^  ce  ed  uguale  ad  fpQ  e  questo  è  il  primo  dei  casi  considerati  dal  sig. 
Conti:  ma  qualunque  sia  k,  purché  finito,  si  ha  sempre  F  <  /pS.  Che  nel  cano  di  corpi  non 
isotropi  l'intensità  dell'attrito  possa  cambiare  eolla  direzione  del  moto,  ^  fuori  di  dubbio:  ma 
questo  fatto  dipende  aEora  dalle  proprietà  de'  corpi  rispetto  alla  loro  elasticità,  non  già  dalla 
circostanza  che  il  corpo  scorrente  sia  animato  da  pi  il  moti  differenti  in  diverse  direzioni. 
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non  comune;  e  ohe,  sebbene  esse  non  forniscano  leggi  positive,  ma  piuttosto  servano  a  in- 
firmare le  leggi  ammesse  finora,  a  ogni  modo  non  possono  mancare  d'importanza  per  la 
ricerca  delle  vere  leggi.  Se  non  che  un  preciso  apprezzamento  del  metodo  seguito  dall'Au- 
tore, e  de'  risultati  ai  quali  è  pervenuto,  non  può  essere  rt^giunto  per  mezzo  di  una  sem- 
plice lettura  della  Memoria  presentata,  quale  s'è  potuta  fare  da  noi;  ma  solo  deve  atten- 
dersi da  un  profondo  e  accurato  esame  critico  intrapreso  da  eminenti  cultori  deUe  scienze 
sperimentali.  È  quindi  naturale  che  a  noi  paja  desiderabile  la  pubblicazione  delia  Memoria 
medesima,  affinone  su  di  essa  venga  provocata  una  discussione  feconda,  e  si  pronunci  la 
sentenza  dai  giudici  più  competenti. 


y  Google 


101. 

SULLA  CORRISPONDENZA  FRA  LA  TEORIA  DEI  SISTEMI  DI  RETTE 
E  LA  TEORIA  DELLE  SUPERFICIE. 

Alti  della  R.  Accademia  dei  Lincei,  Memorie,  serie  II.  volume  III  (1875-76),  pp.  2M&302 


1.0  Se  un  sistema  di  valori  particolari  attribuiti  a n parametri  o  coordinate  x,,Xi, ...  x„, 
ovvero  (quando  si  vogliano  tormole  omogenee)  agli  n  rapporti  fra  n-\-  1  coordinate 
x,:xì:...:x„:  x„.^.,  individuano  un  ente  geometrico,  la  totalità  degli  enti  geometrìoi  corrispon- 
denti alla  totalità  de'  valori  attribuiti  agli  n  parametri  o  agli  n  rapporti  dieesi  spasio  di  n 
dimensioni  di  cui  quegli  enti  geometrici  si  riardano  come  elementi  *).  Per  esempio,  i 
punti  di  una  linea,  le  linee  o  le  superficie  di  un  fascio,  le  generatrici  di  una  superficie  ri- 
gata, i  piani  tangenti  di  una  sviluppabile, ...  costituiscono  spazi  di  una  dimensione.  I  punti 
0  i  piani  tangenti  di  una  superficie,  le  rette  di  un  piano,  le  rette  tangenti  comuni  a  due  su- 
perficie, le  rette  bitangenti  o  osculatriei  o  normali  di  una  superficie,  ie  eorde  di  una  data 
curva  gobba . . .  costituiscono  spazi  di  due  dimensioni.  1.  punti  o  i  piani  dello  spazio  ordi- 
nario, i  circoli  di  un  piano,  le  sezioni  piane  dì  una  superficie,  le  rette  tangenti  di  una  super- 
ficie, le  rette  che  incontrano  una  curva, ...  sono  elementi  di  spazi  atre  dimensioni.  Le  rette 
dello  spazio  ordinario,  tutte  le  sfere,  le  coniche  appoggiate  a  quattro  rette  date, ...  sono  gli 
elementi  di  spazi  a  quattro  dimensioni.  Le  coniche  esistenti  in  un  dato  piano,  le  cubiche 
gobbe  situate  su  dì  una  data  superficie  di  2."  grado,  .  ■  formano  spazi  di  cinque  dimensioni 
ecc.  ecc. 

Uno  spazio  di  rt  dimensioni  contiene  in  sé  infiniti  spazi  di  n — 1.  n — 2,,..  dimensioni, 
definiti  da  una  o  più  equazioni  fra  le  coordinate.  Fra  questi  spazi  suhordinali  sono  rimarche- 
voli quelli  determinati  da  equazioni  lineari. 

2.0  Una  trasformazione  geometrica  consiste  nello  stabilire  relazioni  fra  le  coordinate 
degli  elementi  variabili  in  due  spazi  d'uno  stesso  numero  di  dimensioni,  tali  che  a  ciascun 

*)  Mtmmgfaltigkf-it  dei  matematici  tedesclii. 
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elemento  del  primo  o  del  secondo  spazio  corrisponda  un  elemento  o  un  numero  finito  di 
elementi  dell'altro  spazio  La  trasformazione  è  detta  razionale  quando  a  ciascun  elemento 
del  primo  spazio  corrisponde  un  solo  elemento  del  secondo  ed  a  ciascuno  del  secondo  un 
solo  del  primo;  eccezione  fatta  di  alcuni  elementi  detti  fondamentali  {isolati  o  costi- 
tuenti spazi  subordinati),  ai  quali  corrispondono,  non  un  solo,  bensì  infiniti  elementi. 

Per  mezzo  di  una  trasformazione  cosi  fatta  si  può  riferire  un  complesso  lineare  di  rette 
allo  spazio  ordinario  i  cui  elementi  siano  punti.  Compiesse»  di  rette,  secondo  la  denomina- 
zione di  Pluecker  *)  è  uno  spazio  a  tre  dimensioni  i  cui  elementi  sono  rette.  Il  complesso 
è  di  grado  w  se  sono  n  le  rette  del  complesso  che  passano  per  un  punto  dato  ad  arbitrio  e 
giacciono  in  un  piano  condotto  pure  ad  arbitrio  per  esso  punto.  Se  »  :=  1 ,  U  complesso 
dicesi  lineare. 

3."  I  signori  Noether  **)  e  Lie  ***),  partendo  da  diversi  punti  di  vista,  diedero  una 
rappresentazione  f)  d'  un  complesso  lineare  C  sullo  spazio  ordinario  S'  costituito  da 
punti,  in  virtù  della  quale  ai  piani  di  S'  corrispondono  le  congruense  lineari  ft)  conte- 
nenti una  retta  fissa  (fondamentale)  r  appartenente  al  dato  complesso  e  alle  congruenze 


•)  ffeite  Geometrie  des  Banmes  gegrUndel  auf  die  Belraehlung  der  geraden  Linie  tris  Bawme- 
Ument  {Leipzig  1868-69). 

**)  Zitr  Theorie  der  algebraisehen  Functionen  mehrerer  eomptexer  Variabeln  (Naohrichten 
di  Gottinga  1869). 
*••)  Over  en  Olaase  geometriske  Transformationer  (Atti  della  Società  di  Chriatiania,  1871).  — 
Ueher  Gom/pUxe,  insbesondere  Linieti  ■  und  Kugél-Comjilexe,  eie.  (Mathematieelie  Annalen  t.  5). 
—  TI  presente  mio  scritto  non  ha  altro  fine  che  di  attìrare  l'attenzione  su  cotesti  bellissimi  la- 
vori del  signor  Lib.  ridondanti  di  concetti  originali  e  fecondissimi. 

t)  Dico  ima  e  aggiungo  la  più  semplice,  quella  eioè  ohe  corrisponde  alla  trasformazione 
omografica  d'uno  spazio  ordinario  in  un  altro  spazio  ordinario.  Infatti,  in  quella  rappresenta- 
zione gli  spazi  dì  due  e  dì  una  dimensione  contenuti  nello  spazio  ordinario  e  definiti  da  equa- 
zioni lineari,  vale  a  dire  i  piani  e  le  rette,  corrispondono  a  spazi  analogamente  subordinati  al 
complesso  lineare,  definiti  essi  pure  da  equazioni  lineari,  ossia  a  congruenze  lineari  (contenenti 
la  retta  fondamentale)  e  ad  iperboloidi  rigati  {contenenti  la  retta  fondamentale).  Si  potrebbe, 
invece,  fare  la  rappresentazione  in  modo  che  queste  congruenze  corrispondessero  a  superficie 
di  qualunque  ordine  dato,  purché  costituenti  un  cosi  detto  sistema  omtdoidiro.  Vero  è  ohe 
questa  rappresentazione  si  può  considerare  come  risultante  dalla  prima  e  da  una  delle  trasfor- 
mazioni da  me  studiate  in  una  Memoria  inserita  negli  Annali  di  Matematica  (t.  6)  [Queste 
Opere,  n,  96]. 

tt)  Ritenuta  la  denominazione  di  Plubckee,  eongrwewsn  è  uno  spazio  dì  due  dimensioni 
{sistema  di  raggi  secondo  Kttmhek),  i  cui  elementi  siano  Tett«.  Se  deUe  rette  d'una  congruenza 
ve  se  sono  n  passanti  per  un  punto  arbitrario  ed  m  situate  in  un  piano  arbitrario,  la  congru- 
enza dicesi  iTordirte  m  e  di  cla&ee  m.  Quando  m  =  m,  la  congruenza  diceei  dì  grado  n.  Lineari 
appellansi  le  congruenze  dì  1.°  grado. 

Ortmona,  tomo  III.  35 
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lineali  contenute  in  C  (in  generale  non  contenenti  r)  corrispondono  le  qua4ì-whe  (super- 
ficie di  2."  grado)  passanti  per  una  conica  fissa  (fondamfntale)  K'.  I  punti  del  piano  n' 
di  K',  non  situati  in  questa  conica,  corrispondono  alle  rette  di  0  infinitamente  vicine  ad 
r,  ma  non  seganti  r.  Ad  un  punto  M'  di  K'  corrispondono  tutte  le  rette  di  C  che  passano 
per  un  punto  M  di  r,  le  quali  sono  in  un  piano  passante  per  r.  Ai  punti  di  una  retta  g'  qua- 
lunque in  S'  corrispondono  rette  di  C  che  sono  generatrici  di  un  iperboloide,  fra  le  quali 
è  compresa  anche  r.  Ma  se  g'  incontra  K'  in  un  punto  M',  l' iperboloide  sì  spezza  in  due 
fasci  piani,  l'uno  delle  rette  di  C  passanti  pel  punto  M  di  r,  l'altro  delle  rette  di  C  che 
passano  per  un  punto  G  e  conseguentemente  giacciono  in  un  piano  y  (pinno  polare  di  G 
rispetto  al  complesso  C).  Donde  risulta  che  ai  punti  dello  spazio  ordinario  S  nel  quale 
è  dato  il  complesso  C,  cioè  ai  centri  de'  fasci  piani  contenuti  in  C,  e  simultaneamente 
ai  piani  di  questi  fasci,  corrispondono  in  8'  le  rette  appoggiate  alla  conica  fondamentale 
K',  rette  che  formano  un  complesso  0  di  2.»  grado. 

4.0  Tre  punti  nello  spazio  8'  individuano  un  piano;  i  tre  rf^gi  corrispondenti  in  C, 
insieme  con  r,  determinano  la  congruenza  lineare  che  corrisponde  aJ  piano. 

ó."  Due  piani  in  S'  hanno  in  comune  una  retta;  così  i  raggi  comuni  alle  congruenze 
che  corrispondono  a  quelli,  sono  le  generatrici  dell'iperboloide  corrispondente  alla  retta 
data:  iperboloide  che  ha  per  generatrice  anche  la  retta  r.  La  generatrice  infinitamente 
vicina  ad  r  corrisponde  al  punto  in  cui  la  retta  comune  ai  due  piani  dati  incontra  il  piano 
V.  Le  direttrici  dell'iperboloide  sono  a  due  a  due  rette  reciproche  rispetto  a  C  e  formano 
un'involuzione:  due  qualsivogliano  di  queste  rette  reciproche  sono  le  direttrici  di  una 
eoi^uenza  comprendente  in  sé  l'iperboloide  e  corrispondente  ad  un  piano  del  fascio  in- 
dividuato dai  due  dati.  I  punti  in  cui  questo  piano  incontra  K'  corrispondono  a  quelli 
dove  le  due  rette  reciproche  sono  appoggiate  ad  r.  I  raggi  doppi  dell'involuzione  appar- 
tengono al  complesso  C  e  corrispondono  a  quei  piani  del  fascio  che  toccano  la  conica  K'. 

6.0  Due  punti  in  S'  determinano  una  retta  ;  i  due  raggi  corrispondenti  in  C  indivi- 
duano, insieme  con  r,  l'iperboloide  le  cui  generatrici  corrispondono  ai  punti  della  retta 
data.  Se  la  retta  incontra  K',  l'iperboloide  si  spezza  in  due  fasci  di  raggi;  l'uno  corrisponde 
al  solo  punto  di  IC  ed  è  formato  da  rette  concorrenti  in  un  punto  di  r;  l'altro  è  costituito 
dalle  rette  corrispondenti  alla  serie  de'  punti  della  retta  data.  Se  due  rette  in  S  si  se- 
s;ano,  gì'  iperboloidi  corrispondenti  in  C  hanno,  oltre  ad  r,  un'  altra  generatrice  comune 
(corrispondente  al  punto  d'incontro  delle  due  rette  date)  e  due  direttrici  comuni,  che  sono 
le  direttrici  della  congruenza  corrispondente  al  piano  delle  due  rette  date.  Se  le  due  rette 
in  S'  s'incontrano  sul  piano  x',  i  corrispondenti  iperboloidi  si  toccano  lungo  la  genera- 
trice comune  r.  A  tutte  le  rette  in  S'  passanti  per  uno  stesso  punto  corrispondono  in  C 
gl'iperboloidi  passanti  (per  r  e)  per  uno  stesso  raggio,  il  corrispondente  del  punto  dato. 
A  tutte  le  rette  contenute  in  uno  stesso  piano  in  S'  corrispondono  in  C  gì'  iperboloidi 
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passanti  (per  r  e)  per  una  stessa  coppia  di  rette  reciproche,  le  direttrici  della  congruenza 
corrispondente  al  piano  dato.  A  tutte  le  rette  dì  S'  passanti  per  uno  stesso  punto  e  con- 
tenute in  uno  atesso  piano  corrispondono  in  C  gl'iperboloidi  passanti  per  un  dato  quadri- 
)atern  gobbo,  formato  da  r,  da  un  altro  raggio  a;  di  C  e  da  due  rette  reciproche  /,  i, .  Le 
coppie  di  piani  {xt,rti),  {xl,,,ìi)  comprese  in  questo  fascio  d'iperboloidi  corrispondono 
alle  due  rette  del  dato  taaisio  in  S'  che  incontrano  K'. 

7."  Tre  piani  in  S'  individuano  un  punto,  al  quale  corrisponde  il  raggio  C  comune 
alle  tre  congruenze  (contenute  in  C  e  passanti  per  r)  che  corrispondono  a  que'  tre  piani. 
Lo  stesso  raggio,  insieme  con  r,  è  segato  da  un  numero  doppiamente  infinito  di  coppie 
di  rette  recìproche;  ciascuna  coppia  dà  le  direttrici  di  una.  congruenza  corrispondente  ad 
un  piano  passante  pel  punto  comune  ai  tre  dati. 

8."  Un  piano  qualunque  jj.'  in  S'  sega  K'  in  due  punti  M',  M'i:  alle  rette  passanti 
per  questi  punti  e  contenute  in  quel  piano  corrispondono  i  punti  di  due  rette  reciproche 
g,  g,  rispetto  a  C,  le  quali  sono  le  direttrici  della  congruenza  corrispondente  al  piano 
dato  p.'.  Le  rette  g,  g^  incontrano  t  in  due  punti  M,  Mi  che,  in  un  certo  senso,  corri- 
spondono ad  M',  W,.  Ai  punti  di  una  retta  esistente  nel  piano  \>.'  corrispondono  le  ge- 
neratrici d'un  iperboloide  contenuto  nella  congruenza  che  corrisponde  al  piano  dato,  A 
ciascuno  de'  punti  M',  M'i  corrispondono  i  raggi  d'un  fascio  il  cui  centro  è  il  punto  M  od 
M|  ed  il  cui  piano  passa  per  r.  Per  conseguenza  l'iperboloide  corrispondente  alla  retta 
comune  ai  piani  \>!,  jc'  ai  decompone  ne'  due  fasci  piani  i  cui  centri  sono  M,  M,,  Se  il 
piano  |).'  varia  restando  lìssi  i  punti  M',  M',  (o  uno  solo  di  questi),  variano  le  rette  g,  3,, 
ma  non  già  i  punti  M,  M,  (0  uno  di  questi).  Se  coincidono  i  punti  M',  M', ,  coincideranno 
anche  i  punti  M,  M',  opperò  le  rette  3,  g\;  vale  a  diro:  ad  un  piano  tangente  a  K'  corri- 
sponde una  congruenza  spedale,  la  cui  direttrice  (unica)  è  un  raggio  del  complesso  C  ap- 
poggiato ad  r. 

9."  Ad  una  congruenza  contenuta  in  C,  ma  non  contenente  r,  corrisponde  una  su- 
perficie quàdrìca  in  S',  che  passa  per  K':  ai  due  sistemi  di  generatrici  di  questa  quàdrica 
corrispondono  i  punti  deUe  due  rette  (reciproche,  non  appoggiate  ad  r)  direttrici  della  data 
congruenza;  e  propriamente  alle  generatrici  di  un  sistema  corrispondono  i  punti  di  una 
direttrice  e  i  piani  per  l'altra;  ed  alle  generatrici  del  secondo  sistema  corrispondono  ì  punti 
delia  seconda  direttrice  ed  i  piani  per  la  prima.  Se  la  data  congruenza  è  speciale,  vale  a 
dire,  se  ha  per  direttrice  unica  un  raggio  di  C  non  appoggiato  ad  r,  la  corrispondente  quà- 
drica in  S'  sarà  un  cono  passante  per  K'  ed  avente  il  vertice  nel  punto  che  corrisponde 
all'anzidetto  r^gio  di  C. 

10.°  Una  retta  arbitraria  in  S,  insieme  colla  sua  reciproca  rispetto  a  C,  individua 
una  congruenza  lineare,  di  cui  quelle  due  rette  sono  le  direttrici,  ed  a  cui  corrisponde  in 
S'  una  quàdrica  passante  per  K'.  Se  la  retta  in  S  incontra  r,  la  quàdrica  si  spezza  in  due 
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piani,  uno  de'  quali  è  il  piano  %',  mentre  l'altro  è  quello  che  corrisponde  alla  congruenza 
le  cui  direttrici  sono  la  retta  data  e  la  sua  reciproca.  Se  la  retta  in  S  appartiene  al  com- 
plesso C,  la  quàdrica  è  un  cono. 

In  un  eerto  senso  adunque  si  può  dire  che  ad  una  retta  data  in  S  (e  alia  sua  reciproca 
rispetto  a  C)  corrisponde  in  8'  una  quàdriea  per  K'.  Se  la  retta  in  S  passa  per  un  punto 
dato  (o  giace  in  un  piano  dato),  la  quàdriea  conterrà  il  raggio  del  complesso  C  che  corri- 
sponde al  punto  (o  al  piano)  dato.  Se  la  retta  data  in  S  passa  per  un  punto  dato  e  giace 
in  un  piano  dato  {passante  pel  punto  dato),  la  quàdriea  avrà  per  generatrici  (di  sistemi 
differenti)  il  raggio  corrispondente  al  punto  ed  il  raggio  corrispondente  al  piano. 

11,0  Due  quàdriche  in  S',  passanti  per  K',  sì  segano  lungo  un'altra  conica,  alla  quale 
corrisponderà  l'iperboloide  (non  passante  per  r)  formato  dalle  rette  di  C  comuni  alle  due 
congruenze  che  corrispondono  alle  due  quàdriche  date.  Le  direttrici  dell'iperboloide  sono 
a  due  a  due  rette  reciproche  e  quindi  formano  un'involuzione:  due  rette  reciproche  sono 
direttrici  di  una  congruenza  (contenente  l'iperboloide)  che  corrisponde  ad  una  quàdriea 
del  fascio  iudividuato  dalle  due  quàdriche  date;  e  i  raggi  doppi  dell'involuzione  sono  quelle 
rette  di  C  che  corrispondono  ai  due  coni  del  fascio.  Quelle  due  rette  reciproche  (fra  le  di- 
rettrici dell'iperboloide)  che  sono  incontrate  da  r  sono  le  direttrici  della  congruenza 
corrispondente  al  piano  della  conica  comune  alle  due  quàdriche  date. 

12."  Alla  serie  dei  punti  di  K'  corrispondono  le  rette  della  congruenza  speciale  che 
ha  per  direttrice  unica  r,  e  che  ha  con  un'altra  congruenza  qualsivoglia  (contenuta  in 
C,  ma  non  passante  per  r)  un  iperboloide  comune,  del  quale  r  è  una  direttrice.  Questo 
iperboloide  corrisponde  alla  conica  K'  considerata  come  sezione  piana  della  quàdriea  cor- 
rispondente alla  congruenza  qualsivoglia:  vale  a  dire,  tutte  le  congruenze  che  compren- 
dono in  se  uno  stesso  iperboloide,  pel  quale  r  sia  una  direttrice,  corrispondono  a  quàdriche 
che  si  toccano  lungo  la  conica  K'.  Fra  queste  quàdriche  vi  è  un  cono;  esso  corrisponde 
a  quell'altra  retta  del  complesso  C  che  è  pure  una  direttrice  dell'iperboloide.  L'iperbo- 
loide è  individuato  quando  sia  data  un'altra  direttrice  g,  oltre  ad  r;  a  quella  direttrice 
corrisponderà  una  quàdriea  per  K',  e  tutte  le  altre  quàdriche  tangenti  a  questa  lungo 
K'  corrisponderanno  alle  direttrici  dell'iperboloide. 

13."  Altrimenti;  una  congruenza  (lineare)  in  C  ha  infinite  rette  appoggiate  ad  r,  le 
quali  formano  un  iperboloide,  e  questo  ha  fra  le  sue  direttrici  un  altro  raggio  del  complesso 
C.  Questo  raggio  corrisponde  al  polo  del  piano  tc'  relativo  alla  quàdriea  per  K'  che  cor- 
risponde alla  congruenza  anzidetta^ 

14."  Viceversa:  ad  un  iperboloide  qualunque  le  cui  generatrici  siano  raggi  del  com- 
plesso C  corrisponde  una  conica  segante  K'  in  due  punti  corrispondenti  a  quelli  in  cui 
l'iperboloide  è  iueontrato  da  r.  Se  l'iperboloide  è  formato  da  rette  del  complesso  ap- 
poggiate ad  r,  la  conica  corrispondente  coincide  con  K',  Se  invece  r  è  una  generatrice 
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dell'  iperboloide,  la  conica  eomapondente  si  spezza  in  una  retta  {che  non  incontra  K') 
ed  in  un'altra  retta  posta  nel  piano  ic'  :  le  due  rette  hanno  in  connine  quel  punto  che 
corrisponde  alla  generatrice  infinitamente  vicina  ad  r. 

15.0  Si  è  già  detto  che  ad  un  punto  G  dello  spiBio  S  corrisponde  in  S'  un  raggio  ^  del 
complesso  C,  cioè  un  raggio  appoggiato  a  K';  ai  raggi  di  C  passanti  per  G  corrispondono 
i  punti  di  gr'  (ovvero,  se  si  vuole,  i  coni  che  hanno  questi  punti  per  vertici  e  K'  per  base)  ; 
alle  rette  passanti  per  G  ma  non  appartenenti  a  C  corrispondono  le  quàdriohe  che  con- 
tengono g'  e  K'.  A  tutti  i  punti  G  di  un  piano  s,  il  cui  polo  rispetto  a  C  sia  E,  corrispon- 
dono i  raggi  d'una  congruenza  in  C,  cioè  le  rette  che  incontrano  K'  e  quella  retta  e'  (ap- 
poggiata a  K')  che  corrisponde  ad  E.  I!  punto  comune  al  piano  s  e  alla  retta  r  corrisponde 
a  quello  in  cui  e'  incontra  K'.  Alle  rette  del  piano  e  corrispondono  le  quàdriche  conte- 
nute nella  predetta  congruenza,  cioè  le  quàdriche  le  cui  generatrici  sono  appoggiate  a 
K'  e  ad  e'. 

16.f  A  tutti  i  punti  G  di  un  iperboloide  formato  da  raggi  di  C  corrispondono  rette 
di  una  congruenza  o  sistema  di  2."  grado,  avente  per  direttrici  la  conica  K'  e  una  retta 
non  appoggiata  a  K',  ovvero  una  conica  segante  K'  in  due  punti,  secondochè  l' iperbo- 
loide contiene  o  non  contiene  la  generatrice  r.  Se  l' iperboloide  è  formato  da  raggi  di  C 
appoggiati  ad  r,  esso  avrà  un'altra  direttrice  appartenente  al  complesso  C,  alla  quale 
corrisponde  un  cono  per  K';  e  ai  punti  dell'iperboloide  corrisponderanno  le  rette  tan- 
genti al  cono  nei  punti  di  K'. 

17.0  Iji  mi  piano  s'  dello  spazio  S' sia  tracciata  una  curva  L'  d'ordine  n',  per  la  quale 
i  punti  A',  B'  comuni  al  detto  piano  e  a  K'  siano  multipli  rispettivamente  secondo  i 
numeri  a,  p.  Alla  curva  L,'  corrisponderà  in  C  una  superficie  gobba  contenuta  nella 
congruenza  lineare  che  corrisponderà  al  piano  s'.  Siccome  L'  ha,  all' infuori  di  K',  un 
numero  2n — a — p  di  punti  comuni  con  una  quàdiica  condotta  ad  arbitrio  per  K',  così 
una  retta  arbitraria  in  8  incontrerà  la  superficie  gobba  in  2m— a^p  punti;  vale  a  dire,  que- 
sto numero  è  U  grado  della  superficie.  Un  piano  qualunque  in  S' incontra  U  in  n  punti; 
dunque  una  retta  appellata  ad  r  incontra  n  generatrici  della  superficie  gobba:  donde 
segue  che,  per  questa,  la  r  è  una  generatrice  multipla  secondo  n— a — p.  Le  n — a — g  gene- 
ratrici iniìnitamente  vicine  ad  r  corrisponderanno  ai  punti  in  cui  L'  è  incontrata  dal  piano 
5t'  fuori  di  K'.  Le  direttrici  a,  h  della  congruenza  saranno  direttrici  anche  della  super- 
ficie gobba.  Una  retta  condotta  ad  arbitrio  per  A'  nel  piano  s'  incontra  L,'  in  altri  n—a 
punti,  ai  quali  corrispondono  altrettante  generatrici  della  superficie  gobba  uscenti  da  un 
punto  di  ffl  e  contenute  in  un  piano  per  &;  ed  analogamente  ogni  piano  per  a  contienen— p 
generatrici  concorrenti  in  un  punto  di  b.  Agli  n  punti  in  cui  L'  è  segata  da  una  retta  del 
suo  piano  corrispondono  le  «  generatrici  comuni  alla  superficie  gobba  e  ad  un  iperboloide 
!  per  le  rette  r,  a,  b.  Ai  %n — a— p  punti  in  cui  L'  è  incontrata  da  una  conica 
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descritta  in  s  per  A',  B'  eoraspondono  le  2n—a — p  generatrici  che  la  superficie  gobba 
ha  in  comune  con  iin  iperboloide  passante  per  a,  b.  Viceversa  una  retta  arbitraria  in  S 
incontra  2« — a — p  generatrici  della  superficie  gobba,  alle  quali  corrispondono  altret- 
tanti punti  comuni  alla  curva  L,'  e  ad  una  conica  per  A',  B'.  Ossìa  possiamo  dire  che 
ad  una  retta  incontrante  la  superficie  gobba  corrisponde  una  conica  per  A',  B'  nel 
piano  s  (e  come  caso  particolare  una  retta).  Ma  reciprocamente  ad  una  conica  per  A',  B' 
nel  piano  s  (o  ad  una  retta)  corrispondono  infinite  rette  in  S,  tutte  direttrici  d'uno  stosso 
iperboloide  che  ha  per  direttrici  anche  a  e  ì>. 

Di  qui  segue  che  le  proprietà  concernenti  le  rette  tangenti,  osculatrici,  bitangenti 
ecc.  della  superficie  gobba  corrispondono  a  quelle  delle  coniche  per  A',  B'  *)  e  delle  rette 
tangenti,  osculatrici,  bitangenti,  ecc.  della  curva  L', 

18,"  Ad  una  curva  gobba  d'ordine  n  situata  in  una  quàdriea  per  K'  corrisponde  una 
superficie  gobba,  che  è  pure  d'ordine  n,  perchè  ogni  altra  quàdriea  per  K'  incontrerà  la 
curva  in  n  punti  fuori  della  conica  fondamentale  1£.  La  superficie  gobba  ha  due  direttrici 
rettilinee  a,  h,  che  sono  le  direttrici  della  congruenza  corrispondente  alla  quàdriea  su  cui 
giace  la  data  curva.  Questa  segherà  rispettivamente  in  a,  p  (a  +  p  =  w)  punti  le  rette 
de'  due  sistemi  esistenti  sulla  quàdriea  ;  perciò  da  ogni  punto  di  a  partiranno  a  generar 
trici  della  superficie  gobba,  contenute  in  un  piano  per  h,  e  da  ogni  punto  di  ò  ne  parti- 
ranno p  contenute  in  un  piano  per  a. 

19°  Ad  una  curva  gobba  qualsivoglia  C'„,  che  con  K'  abbia  h  punti  comuni,  corri- 
sponde una  superficie  rigata  (gobba)  d'ordine  2n~k,  per  la  quale  r  è  una  generatrice 
multipla  secondo  n — h.  1  punti  di  questa  superficie  corrispondono  alle  rette  che  incon- 
trano la  data  curva  gobba  e  la  conica  fondamentale  K'.  I  punti  della  curva  doppia  della 
superficie  corrispondono  idle  eorde  della  curva  data  incontrato  da  K':  quindi  l'ordine 
della  curva  doppia,  ossia  il  numero  de'  punti  comuni  a  questa  e  ad  un  piano  s,  sarà 
uguale  al  numero  delle  corde  di  C'„  che  incontrano  K'  ed  una  retta  e'  appoggiata  a  K',  il 
qual  numero  è  (n — fe)  (w — 1)  +  A,  dove  h  sia  il  numero  delle  corde  di  C'„  che  passano 
per  un  punto  arbitrario  dello  spazio  **).  Un  piano  per  ■;■  incontra  la  curva  doppia  in  h 
punti  fuori  dì  r,  corrispondenti  alle  h  corde  dì  C'^  che  escono  da  un  punto  di  K';  dunque 
la  curva  doppia  è  appoggiata  ad  r  in  (n — k)  (n—l)  punti.  Un'altra  generatrice  quaiun- 

*)  Osai»  de'  circoli,  se  ai  suppone  ohe  E'  sia  il  circolo  imaginario  all'infìrLito  nello  spazio  S' . 
**)  Infatti:  da  un  punto  qualunque  di  e'  partono  h  corde  di  C'„  ;  un  piano  qualunque  per  e' 
sega  C'„  in  n  punti,  epperò  contiene  Ìto(iì — -l)feorde  dì^Ci  ;  dunque  il  luogo  deUe  corde  di  Cu 
appoggiate  ad  e'  è  dfill'ordine  y«(» — l)  -|-  ft,  e  per  esso  la  C,„  è  midtipl»  secondo  n — 1.  Questo 
liiogo  ha  su  K'  un  puiito  multiplo  secondo  hok  punti  multipli  secondo  n — 1;  perciò  incontrerà 
K  in  altri«(n— 1)  +  2A  — A  — fc(»— l)  =  (m— i'jln— l)-j-  h. 
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que  incontra  la  curva  doppia  in  n — 1  punti,  corrispondenti  alie  corde  di  C\,  appoggiate 
a  K'  e  passanti  per  uno  stesso  punto  di  C'„.  Le  intersezioni  ed  i  contatti  della  superficie 
gobba  con  linee  rette  appoggiate  o  no  ad  r  corrispondono  alle  intersezioni  ed  ai  contatti 
della  curva  C„  con  piani  o  con  quàdriche  per  K"  *). 

20. '»  Se  tutte  le  tangenti  di  C'„  incontrano  K',  vale  a  dire,  se  C'„  è  la  curva  cuspi- 
dale di  una  sviluppabile  circoscritta  a  K',  la  superfìcie  rigata  corrispondente  sarà  una 
sviluppabile;  infatti  siccome  due  punti  successivi  di  C'„  sono  sempre  in  una  retta  del 
complesso  C,  così  due  generatrici  successive  deUa  corrispondente  superficie  rigata  avranno 
sempre  un  punto  comune.  I  punti  della  curva  cuspidale  di  questa  superficie  corrispondono 
alle  tangenti  di  C'„,  e  le  tangenti  di  quella  corrispondono  ai  punti  dì  0',^  **). 

21.»  Sia  ora  data  in  %'  una  superficie  F'.  Essa  ammette  in  un  suo  punto  qualunque 
due  tangenti  appoggiate  a  K';  e  tutte  le  rette  analoghe  saranno  le  tangenti  di  un  sistema 
di  curve  V.  delle  quali  due  passano  per  un  punto  qualunque  di  F'.  Ai  punti  ed  alle  tan- 
genti di  una  curva  V  corrispondono  in  S  ordinatamente  le  tangenti  e  i  punti  di  una  curva 
F;  e  il  luogo  di  tutte  le  curve  V  sarà  una  superficie  F,  i  cui  punti  sono  le  ìmagini  delle 
tangenti  di  F'  appoggiate  a  K',  Siccome  ogni  punto  di  F'  appartiene  a  due  curve  V, 
così  la  corrispondente  retta  del  complesso  C  toccherà  due  curve  T,  cioè  toccherà  F  in 
due  punti;  questa  è  dunque  la  superficie  focale  del  sistema  di  rette  che  appartengono  al 
complesso  C  e  che  corrispondono  ai  punti  di  F'.  Per  un  punto  qualunque  dì  F  passa  (in 
generale)  una  sola  curva  V,  la  cui  tangente  è  l'intersezione  del  piano  tangente  di  F  col 
piano  che  contiene  le  rette  del  complesso  C  incrociato  in  quel  punto.  Ne  segue  che  una 
sola  curva  T  è  toccata  da  una  retta  del  complesso  C  che  sia  tangente  ad  F'.  Se  in  un 
punto  particolare  F  è  toccata  da  infinite  rette  del  complesso  C,  la  corrispondente  retta 
di  C  giacerà  per  intero  su  F'  e  farà  parte  del  sistema  P. 

Per  tal  modo  ad  ogni  punto  di  F  ne  corrisponde  uno  di  F',  ma  viceversa  ad  un  punto 
di  F'  ne  corrispondono  due  di  F.  Però  a  due  punti  infinitamente  vicini  dell'una  superfi- 
cie e  situati  in  una  retta  del  relativo  complesso  corrispondono  due  punti  del  pari  infini- 
tamente vicini  dell'  altra  superficie  e  giacenti  in  una  retta  del  relativo  complesso,  per- 
chè ad  im  elemento  di  curva  F  o  F  corrisponde  un  elemento  della  corrispondente  curva 
r  0  r,  Ond' è  che  ad  una  curva  qualunque  tracciata  sull'una  superficie  corrisponderà 
una  curva  tracciata  sull'altra:  propriamente,  ai  punti  della  prima  curva  corrispondono 
le  generatrici  di  una  superficie  rigata  circoscrìtta  alla  seconda  superficie  lungo  la  seconda 
curva.  Se  le  tangenti  delia  prima  curva  sono  rette  del  rispettivo  complesso  0  o  C,  anche 


*)  Ossia  con  sfere,  nell'ipotesi  suesposta. 
*•)  Della  oorrispondenza  di  codeste  curve  le  cui  tangenti  appartengono  ai  complessi  C,  C, 
il  sig.  LiE  ha  fatto  importantissime  applicazioni  (Math.  Anualen,  i.  5). 
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le  tangenti  dell'altra  curva  hanno  l'analoga  proprietà,  e  la  superficie  rigata  diviene  svilup- 
pabile. 

Lo  studio  di  una  superficie  qualunque  F'  concepita  come  luogo  di  punti  nello  spazio 
S'  si  traduce  cosi  immediatamente  nello  studio  di  un  sistema  $  doppiamente  infinito 
di  rette  contenuto  nel  complesso  lineare  C:  sistema  la  cui  superficie  focale  F  è  la  corri- 
spondente di  F'.  Se  F',  a  cagione  d'esempio,  è  suseettibUe  d'essere  rappresentata  punto 
per  punto  sopra  un  piano,  questo  si  potrà  considerare  come  una  rappresentazione  del  si- 
stema <&,  per  modo  che  ogni  retta  di  4»  avrà  per  imagine  un  punto  del  piano.  Se  poi  i 
punti  e  le  rette  di  questo  piano  si  tr^formano  per  dualità  nelle  rette  e  nei  punti  del  piano 
medesimo  (o  di  un  altro),  le  imaginì  delle  rette  di  *  saranno  le  rette  di  un  piano. 

22. *>  Per  presentare  un  esempio,  assumiamo  una  superficie  di  terz'ordine  F'  che  passi 
per  la  conica  fondamentale  K'.  Siccome  una  retta  appoggiata  a  K'  incontra  F'  in  al- 
tri due  punti,  cosi  per  un  punto  arbitrario  di  S  passano  due  raggi  del  sistema  *,  ed  un 
piano  arbitrario  in  S  ne  contiene  due  del  pari.  Il  sistema  $  è  dunque  dì  secondo  grado 
e  ad  esso  appartiene  la  retta  r,  a  cagione  della  retta  che  F'  ha  nel  piano  x'.  Alle  rette  che 
toccano  F'  e  incontrano  K'  corrispondono  i  fuochi  e  i  piani  focali  *)  del  sistema  ^  ;  di 
quale  grado  sarà  ÌI  luogo  di  tali  punti  e  di  tali  piani  ?  Ossia,  quanti  fuochi  si  trovano  su 
di  una  retta  arbitraria  g  o  quanti  piani  focali  passano  per  essa?  Ciò  equivale  a  domandare 
quante  rette  sono  ad  un  tempo  tangenti  di  F'  e  generatrici  (di  una  stessa  serie)  di  una 
quàdrica  per  K'.  Siccome  la  quàdrica  sega  F'  lungo  una  curva  di  quart'  ordine  e  questa 
tocca  quattro  generatrici  (di  una  stessa  serie)  della  quàdrica,  così  la  retta  g  corrispondente 
alla  quàdrica  contiene  quattro  fuochi  e  giace  in  quattro  piani  focali,  vale  a  dire,  la  su- 
perficie focale  F  del  sistema  #  è  di  quart'ordine  e  quarta  classe  **). 

La  superficie  F'  contiene  ventisette  rette,  sedici  delle  quali  incontrano  K'  ***);  a  que- 
ste corrispondono  perciò  sedici  punti  e  piani  singolari  :  vale  a  dire  sedici  punti  (e  sedici 
piani)  tali  che  tutte  le  rette  del  complesso  C  passanti  per  essi  (situate  in  essi)  apparten- 
gono al  sistema  *.  In  altre  parole,  il  sistema  O  contiene  sedici  fasci  piani  di  raggi.  Con- 
ducendo una  trasversale  ad  arbitrio  per  uno  de'  punti  singolari,  ad  essa  corrisponde  una 
quàdrica  (per  K)  la  quale  conterrà  la  retta  di  F'  corrispondente  a  quel  punto,  epperò  se- 
gherà F'  lungo  una  cubica  gobba,  che  tocca  due  sole  generatrici  della  quàdrica;  dunque 
la  trasversale  incontrerà  F  in  due  soli  punti,  oltre  al  punto  singolare.  Per  conseguenza 


*)  I  piani  focali  sono  i  piani  polari  dei  fuochi  rispetto  al  compIeiBo  C. 

*•)  KuMMER  nei  Monateberichte  dell' Ano  ademia  di  Berlino,  1864-65. 
**•)  Cremona,  Mémoire  de  geometrie  jwre  smt  le$  surfacM  du  3.'  arare  (Berlin  1868)  [Qneate 
Opere,  n.  79].  — Sulla  superficie  di  4."  ordine  dotata  Ai  una  conica  doppia  (Rend.  Tst.  Lomb, 
18T1)  [Queste  Opere,  n.  88]. 
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questo  punto  è  doppio  per  F.  La  superficie  F  ha  dunque  sedici  punti  doppi  e  sedici  piani 
tangenti  doppi,  clie  corrispondono  alle  sedici  rette  di  F'  appoggiate  a  K'.  Una  qualunque 
di  queste  rette  ne  incontra  altre  cinque;  dunque  ciascuno  de'  sedici  punti  doppi  di  F  è 
congiunto  ad  altri  cinque  mediante  cinque  rette  del  complesso  C;  e  siccome  tutte  le  rette 
di  C  che  passano  per  uno  stesso  punto  giacciono  nel  relativo  piano  polare,  cosi  ciascun 
piano  doppio  di  F  contiene  sei  punti  doppi,  uno  dei  quali  (cioè  il  polo  del  piano)  è  con- 
giunto agli  altri  cinque  per  mezzo  di  cinque  raggi  del  sistema  *.  Correlativamente:  per 
ciascun  punto  doppio  passano  sei  piani  doppi,  uno  dei  quali  (d  piano  polare  del  punto) 
è  segato  dagli  altri  cinque  lungo  cinque  raggi  del  sistema  *  *). 

Oltre  alla  retta  a  nel  piano  x'  ed  alle  sedici  rette  appoggiate  a  K',  ìa  superficie  F'  ne 
contiene  altre  dieci  (6,,  e,),  (63,  Cj),  (63,63),  (}>i,c^,  Q>zi^ò  contenute  in  cinque  piani  passanti 
per  la  retta  a.  A  ciascuna  di  queste  dieci  rette  corrisponde  un  iperboloide  le  cui  generatrici 
sono  raggi  de!  sistema  *,  ossia  rette  bitangentì  di  F.  Dunque:  ogni  raggio,  come  r,  del 
sistema  *  è  comune  a  dieci  iperboloidi  formati  da  raggi  del  sistema  medesimo;  i  dieci 
iperboloidi  formano  cinque  coppie,  e  i  due  di  una  stessa  coppia  hanno  in  comune  un  altro 
raggio  del  sistema,  epperò  si  segano  inoltre  secondo  due  rette  direttrici  :  le  cinque  coppie 
di  direttrici  incontrano  r  negli  stessi  due  punti  **). 

Delle  rette  ò,.,  c^  l'una  incontra  otto  e  l'altra  le  altre  otto  delle  sedici  rette  di  F'  ap- 
poggiate a  K'  ;  dunque  dei  due  iperboloidi  d'una  coppia  l'uno  contiene  otto  e  l' altro  gli 
altri  otto  punti  doppi  di  F  ;  e  cosi  pure  l'uno  tocca  otto  e  l'altro  gli  altri  piani  doppi,  E 
siccome  le  otto  rette  segate  da  una  stessa  i  0  e  si  segano  per  coppie  in  quattro  punti, 
ossia  giacciono  in  quattro  piani  passanti  per  la  6  0  e,  così  gli  otto  punti  doppi  pei  quali 
passa  uno  stesso  iperboloide  giacciono  in  quattro  rette  del  sistema  <ì>  (che  non  sono  rette 
deU' iperboloide).  Per  gli  otto  piani  doppi  ha  luogo  la  proprietà  correlativa. 

I  piani  passanti  per  le  rette  6,  e  segano  F' secondo  coniche  appoggiate  in  due  punti  a  K': 
tali  coniche  Eormano  dunque  dieci  fasci  conjugati  a  due  a  due  ***).  Due  coniche  eonjugate 
giacciono  in  una  stessa  quàdrica  per  K'  f),  la  quale  tocca  F'  ne'  punti  comuni  alle  due 
coniche,  ed  alla  quale  corrisponderà  in  S  una  retta  (e  la  sua  reciproca)  tangente  ad  F  in 
due  punti.  Di  rette  cosi  fatte  ne  passano  due  per  un  punto  qualunque  (e  ne  giacciono 
due  in  un  piano  qualunque)  dello  spazio  S;  infatti  il  raggio  corrfepondente  in  S',  essendo 
appoggiato  a  K',  incontra  F'  in  due  punti  M',  N';  e  si  hanno  così  due  quàdriehe,  l'una 
passante  per  K'  e  per  le  coniche  di  F'  situate  ne'  piani  bM',  c,.N',  i'  altra  per  K'  e  per 


*)   KUMMEK,  l.   <■„ 
•*)  Corrispondenti  a  quelli  in  cui  a  incontra  K. 
**•)  Diciamo  emijugaU  due  coniche  poste  in  piani  passanti  risp.  per  I 

t)  Cbehoha,  Mémoire  de  géotnélrie  pv/re  etc.  chap.  9. 
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le  coniche  poste  ne'  piani  6,.N',  c,.W.  Al  sistema  delle  quàdriclie  passanti  per  K'  e  tan- 
genti ad  F'  in  coppie  di  punti  allineati  eoi  punto  b,.c,.  corrisponde  adunque  un  nuovo  si- 
stema di  secondo  grado  (doppiamente  infinito)  di  rette  bitangenti  ad  F  ;  e  siccome  queste 
rette  sono  a  due  a  due  (le  due  corrispondenti  ad  una  stessa  quàdrìca)  reciproche  rispetto 
a  C,  cosi  il  predetto  sistema  appartiene  ad  un  complesso  lineare  che  è  in  involuzione  col 
dato  sistema  C.  Di  tali  sistemi  se  ne  hanno  cinque,  quaute  sono  le  coppie  delle  rette  b,.  e,.. 
La  superficie  F  è  pertanto  la  superficie  locale  di  sei  distinti  sistemi  di  rette,  di  secondo 
grado,  *)  appartenenti  a  sei  complessi  lineari,  a  due  a  due  in  involuzione:  dei  quali  sei 
sistemi  di  rette  l'uno  corrisponde  ai  punti  di  F'  e  l'altro  ai  cinque  sistemi  di  quàdriehe  per 
K'  che  toccano  in  due  punti  F'. 

Si  ottengono  gli  stessi  risultati  se  invece  di  una  superficie  di  terz'ordine  passante  per 
K'  si  assumo  nello  spazio  S'  una  superficie  di  quart'  ordine  per  ìa  quale  K'  sia  una  conica 
doppia. 

Per  tal  modo  dallo  note  proprietà  delle  superficie  di  terz'ordine  e  di  quelle  del  quarto 
ordine,  dotate  di  una  conica  doppia  **),  si  conclude  la  teoria  dei  sistemi  dirette  di  se- 
condo grado  ***). 

In  modo  simigliante  si  ridurrebbe  lo  studio  di  altri  sistemi  di  rette  a  quello  dì  altre 
superficie. 

23."  Le  formole  analitiche  per  la  corrispondenza  fra  gli  elementi  de'  due  spazi  C,  S' 
sono  facili  a  stabilirsi.  Siano  x,  x,^  %  x^  x-,  Xe  le  note  coordinate  tetraedriche  di  una  retta 
soggette  alla  condizione 

X,  x^ -{■  x^  x^. -\-  x^  Xk  =  0. 

Assumiamo  Xi  +  x,^0  come  equazione  del  complesso  dato  C,  e  come  retta  fon- 
damentale scegliamo  la  Xs  =  0.  Nello  spazio  S'  siano  P',  Q',  R',  S'  le  coordinate  di  un 
punto  qualunque  e 

S'  =  0,  P'^+Q''+R'^  =  0  . 

*)  KuuHER  l.  0.  e:  Ueber  die  algebraUcken  Strahleneysteme,  in'*  besondere  iibtr  die  der  erthn 
und  iioeiten.  Ordwang.  (Mem.  dell' Accademia  di  Berlino,  1866). 

**)  Veggausi  in  particolare  la  Memoria  del  sig.  Casbt;  On  eydidea  amd  apheroquarHcs  nelle 
TransÉVzioni  fliofioflche  della  Società  Reale  di  Londra,  1S71;  l'opera  del  Big.  Dakboux:  Sur 
une  daeee  remarqaaMe  de  eourbes  et  de  surfaees  ^gébriques  etu.  (Paris  1873),  nella  quale  sono 
menzionati  i  lavori  procedenti  d'altri  geometri;  e  la  già  ricordata  Memoria  del  signor  LiE  (Ma- 
them.  Annaletj.  t.  5). 
***)  Klein,  Zu,t  Thearìe  der  Ziinien-complexe  des  ersten  und  gweiten  Grader.  (Mathem,  Auna- 
leo,  t.  2).  —  LiE,  t.  e. 
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le  equazioni  della  conica  fondamentale  K',  ia  quale,  se  si  suppone  che  P',  Q',  R'  siano 
coordinate  cartesiane  ortogonali,  sarà  il  circolo  imagmario  aWinfinito  :  come  appunto  sup- 
pone il  s^.  LlB, 

Ciascuna  delle  equazioni  a;,  =^0,  x^^^Q,  a:^  =  0  insieme  coUa  a;,  +  a;^  =  0  deter- 
mina una  congruenza  lineare  contenente  la  retta  fondamentale,  epperò  corrispondente 
ad  un  piano  in  S'.  Siano  R'=0,  P'+ i  Q'  =  0,  P'  —  iQ'  =  0  i  tre  piani  che  per  tal 
modo  corrispondono  alle  tre  congruenze;  allora  potremo  porre 

x,  =  -iP  +  i  Q') 

x,  =  S 
dove  il  segno  =s  indica  proporzionalità;  e  determinando  x^  mediante  la 

X,  X, -\-  a-,  x^  +  Xj  Xi  ^=  0, 
ne  verranno  le  formole 

3^1  =  R'S',  iK<^  — R'S' 

(1)  x,~-(?'  +  iQ')S\     x,  =  (P'~iq)S' 

a;,  =  P"+Q"+R\      x,  =  S'^ 

che  danno  la  retta  XjX^ . .  x^  del  complesso  C  corrispondente  al  punto  P'Q'R'S'  dello  spa- 
zio 8', 

Siano  ora  P,  Q,  R,  S  le  coordinate  di  un  punto  qualunque  della  retta  z;  avremo  le 
note  relazioni 

Par,  +  S%  —  Ra:*  =  0 

Qx,  —  Sa;,  —  RBs  =  0 
e  ponendo  per  le  x  i  valori  {!) 

PS'-S(P'  +  iQ')+BR  =  0 
^  '  QS'  — SR  — R(P'  — *Q')  =  0 

e  queste  sono,  meno  la  diversità  dei  simboli,  le  equazioni  di  Lie.  Considerando  P  Q  R  S 
come  coordinate  di  un  punto  dato  in  8,  le  (2)  rappresentano  la  retta  corrispondente  in 
S';  perciò  le  coordinate  x\  x'^ . .  x\  di  questa  retta  saranno  espresse  come  segue: 
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a:',  =  Q  S  —  P  R  x',  =  i{W~  S') 

(3)  3/,^Ì(QS  +  PR)  3/5  =  R*+S^ 
«'3  =  -  (P  S  4-  Q  R)  a;;  =  2  i  R  S 

!e  quali  equazioni  danno 

equazione  del  compleaso  di  2.o  grado  C  che  nello  spazio  S'  corrisponde  ai  punti  dell'altro 
spjwio.  In  questo  la  retta  fondamentale  è  R  =  S  =  0. 

24."  Mediante  questa  trasformazione  adunque,  le  congruenze  lineari  in  C!  corrispon- 
dono alle  quàdriehe  passanti  per  la  conica  fondamentale  K';  ossia,  diremo,  alle  sfere,  ri- 
tenuto elie  K'  sia  il  circolo  ims^nario  all'  infinito.  Le  rette  di  una  congruenza  lineare 
sono,  com'è  noto,  appoggiate  a  due  rette  direttrici,  le  quali  sono  rette  reciproche  rispetto 
ad  ogni  complesso  lineare  contenente  la  congruenza.  Nel  nostro  caso  adunque,  una  retta 
l  assunta  ad  arbitrio  (fuori  di  C)  come  direttrice  individua  una  congruenza,  la  qaale  ri- 
sulta formata  da  tutte  le  rette  del  complesso  C  che  segano  la  retta  l  e  quindi  anche  la  se- 
conda direttrice,  cioè  la  retta  reciproca  di  l.  Alla  retta  l  considerata  come  direttrice  di 
una  congruenza  corrisponde  una  sfera,  vale  a  dire,  alle  rette  di  C  appoggiate  ad  l  corri- 
spondono i  punti  di  una  sfera;  ma  viceversa  alla  sfera  corrispondono  due  rette  (recipro- 
che rispetto  al  complesso  C),  le  direttrici  della  congruenza  i  cui  raggi  sono  gli  elementi 
corrispondenti  ai  punti  della  sfera. 

25.»  Se  dunque  ora  chiamiamo  S  la  totalità  delle  rette  in  uno  spazio  ordinario,  ed 
8'  la  totalità  delle  sfere  in  un  altro  spazio  ordinario,  S  ed  8'  saranno  due  spazi  di  quat- 
tro dimensioni  i  cui  elementi  si  possono  mettere  in  relazione  tale  che  ad  una  retta  qua- 
lunque in  S  corrisponde  una  sfera  in  S',  ma  ad  una  sfera  in  S'  corrispondono  in  8  due 
rette,  le  quali  sono  eonjugate  0  reciproche  rispetto  ad  un  determinato  complesso  (fonda- 
mentale) C  contenuto  in  S. 

Siano  ^,  $a , , .  £0  le  ordinarie  coordinate  tetraedriche  di  una  retta  in  S  ;  per  le  rette 
X  che  segano  la  retta  S  si  avrà 

i*  ^i  +  4ó  a^j  +  ^5  a^3  +  I,  3;,  +  4,  %  +  i  a;,  =  0 
e  sostituendo  alle  x  i  valori  (1)  avremo 

És(P"+Q'=+R'^)  +  (4,-yP'S'-(£.  +  4.}iQ'S'  +  (^4-^,)R'S'-l-e.S"^0 

equazione  della  afera  corrispondente  alla  retta  k- 
Ponendo  quest'equazione  sotto  la  forma 

(4)  2  (X,  P'  -I-  X,  Q'  -I-  S3  R)  S'  -I-  X,  (P'=  +  Q'-'^  +  K'  ~  S'^ 
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e  considerando  le  Xi  X^ .  .  X^  come  coordinate  (omogenee)  della  sfera,  le  relazioni  fra  que- 
ste coordinate  e  le  ^  delle  rette  corrispondenti  divengono 

(6)  X^~Ì,-i, 

X,  =  -i(Se+e.) 

<ì>  (X  X)  =  a,  +  i,f  a  eausa  di  S,  e,  +  i^  ^.  +  i.  io  =  0 

5,  ^  _  Xg  ±  V't^'tSX) 
i,  =  X,  +  iX, 
(6)  i,  =  -X,  +  iX, 

£5^-X, +  ÌX, 
i,  =  X,  +  iX, 
dove  per  brevità  si  è  posto 

*  (X  X)  -E  X?  +  X^  +  X^  +  XJ  +  x^ 

Secondochè  nelle  (6)  si  prende  il  radicale  eoi  segno  +  o  col  segno  ^ ,  si  ha  l'una  o 
l'altra  delle  due  rette  corrispondenti  alla  sfora  X. 
26."  11  raggio  della  sfera  (4)  è 


V*(XX):(X,  +  tX5), 

dunque  la  sfera  si  riduce  ad  un  punto  (eono  -  sfera)  se  <ì>  (X  X)  =  0,  ad  un  piano  se 
X,  +  iX,  =  0.  L'equazione  *  (XX)  =  0  dà  £,  +  5^  =  0,  e  la  X,  +  i  X^  =  0  corri- 
sponde alla  ìe  =  0  ;  dunque  alle  rette  dello  spazio  S  che  appartengono  al  complesso  C 
corrispondono  le  sfere  dì  raggio  mdlo,  vale  a  dire  i  punti  dello  spazio  B',  mentre  a  quelle 
rette  dello  spazio  8  che  incontrano  la  retta  fondamentale  Sa  =  0  corrispondono  le  sfere 
di  raggio  infinito,  vale  a  dire  i  piani  dello  3pa5;io  S', 

Questa  elegantissima  trasforma.zione  dello  spazio  S  costituito  da  rette  nello  spazio 
S'  costituito  da  sfere  è  dovuta  al  fecondo  ingegno  del  signor  Sophus  Lie  di  Christiania, 
il  quale  ne  ha  fatto  numerose  e  importanti  applicazioni  specialmente  per  la  riduzione  del 
problema  delle  linee  di  curvatura  d'una  superficie  a  quella  delle  linee  assintotiche  di  un'al- 
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tra  superficie,  o  viceversa  *).  Noi  abbiamo  creduto  di  dover  qui  richiamare  quella  tra- 
sformazione con  una  veste  analitica  un  po'  diversa,  perchè  di  essa  abbiamo  bisogno  per 
lo  scopo  di  future  ricerche,  cioè  per  la  deduzione  della  teoria  dei  sistemi  di  rette  (con- 
gruenze, spazt  a  due  dimensioni  formati  da  rette)  dalla  teona  di  superficie  \  oli^irmente 
conosciute. 

27,"  Due  sfere  X,  Y  determinano  un  fascio  che  contiene  due  punti  o  coni-sfere, 
corrispondenti  alle  radici  \„  X^  dell'equazione  quadratica 

(X,  +  X  Y,)'  +  (S,  +  X  Y,f  +  {X3  +  X  Y,)^ 
+  (X,  +  XY,f  +  {X,  +  XY,y  =  0 
ossia 

*  (X  X)  +  2  X  *  (S  Y)  +  X*  4»  (Y  Y)  ^  0 
essendosi  posto: 

^  (X  Y)  =  Xi  Y,  +  Xs  Ys  +  X,  Y,  +  X,  Y4  +  X,  Y,. 
Detto  w  l'angolo  delle  due  afere  X,  T,  si  ha  facilmente 

*{XY) 
V*(XX).<f{YY)' 


2i 


logi 


vale  a  diro,  <o  è,  secondo  Q  linguaggio  della  geometria  projettiva  di  Cayley,  la  disianza 
de'  due  elementi  X,  Y  dello  spazio  di  quattro  dimensioni  8',  nel  quale  si  ftósuma  come 
assoluto  lo  spazio  subordinato  di  tre  dimensioni  definito  dall'equazione 

<&(XX)=0, 

cioè  la  totalità  dei  punti  dello  spazio  ordinario. 

In  tutte  le  sfere  Y  che  segano  una  data  sfera  X  sotto  un  angolo  costante,  il  cui  co- 
seno sia  K,  si  ha  dunque 


(7)         Xi  Y,  +  X,Y.i+  Xs  Ys  +  X,  Y4  +  X5  Y,  +  K  V  *  {XX)  *  (YY)  -=0. 

Ora,  dette  y  le  coordinate  di  una  retta  corrispondente  alia  sfera  Y,  l'equazione  prece- 
dente, mediante  la  sostituzione  (6).  darà 


*)  Non  bisogna  però  dimenticare  i  lavori  già  citati  di  Dabboux  e  di  Caset,  ne'  quali  è 
pure  studiato  a  fondo  Io  spazio  dì  quattro  dimensioni  i  cui  elementi  sono  sfere;  e  quelli,  pure 
importantissimi,  del  signor  Klein. 
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X,  (il,  ~  y,)  -  i  X.  (y,  +  y,)  +  X,  {y,  -  y,)  +  X,  («,  -  y^  -  i  X.  (y,  +  y,) 

±K()/, +  ?/,)V*TXX)  =  0 

equazione  di  due  complessi  di  rette  {a  seconda  del  doppio  segno  +)  eorrispondenti  alle 
sfere  Y  contenute  nell'equazione  (7).  L'equazione  che  precede  può  scriversi 

(S)  «<  y,  +  x.,y^  +  3^6  y'.^  +  i^iy*  +  ^2  Wr,  -f-  «3  j/a  -=  0 

purché  si  ponga 

a;,  =  —  X.  +  K  V"*~(XX) 

x^  =  X,  +  iX, 
(9)  :e,^-X,  +  tX, 


:e,  =  Xs  +  K  y/W(XXJ 

:e,  Es  —  X,  +  1  X, 
la  =  X^  +  t  X„ 


ovvero  inversamente 


X|  =E  a;,  —  Zi 
X,  =  -iix.,+  x,) 
(10)  X,  =  x,~  X, 

X,  =  aie  ~  % 

T  K  V  *7XXì  =  x,  +  X,. 

Qui  le  X,  non  più  soggette  illa  condizione  i  i  +  t  r  -\-  x  r  =0  (infatti  x,  x,  +  x«  X:, 
+  x^Xg^B^{XX){'K'  —  1)  che  non  e  zer  se  no  e  K=±l)  sono  le  coordinate 
di  un  eompie'fso  di  rette,  contenuto  nello  spazio  S 

28"  Denominiamo  lotìjlpb'ìo  di  sfe  e  la  totalità  drtle  sfere  Y  (7)  che  segano  sotto  un 
angolo  dato  (definito  dilla  co''tinte  K)  ina  sEeia  dati  \  A  q  està  può  darsi  il  nome  di 
nuileo  del  complesso  Un  co  nplesho  e  d  inq  le  mi  d  iato  d  Ila  ifera-  nucleo  e  dal  para- 
metro K,  e  può  de3iQ:narsi  coi  simbolo  (\  K>  e  ei  do  R.  1  coseno  dell'angolo  sotto  il 
quale  le  sfere  del  complesso  segano  la  sfera  -  nucleo,  di  coordinate  X,  S;. . , ,  Alle  sfere 
di  un  complesso  comspondono  adunque,  per  le  formole  (8,  9, 10),  le  rette  di  un  com- 
plesso m  S  e  le  loro  conjugate  0  leeiproche,  rispetto  a  C,  le  quali  formano  un  altro  com- 
ples-iO  che  pos&iamo  due  cou'juqnin  0  ìcàproco  al  primo,  rispetto  a  C.  Viceversa  ad  un 
compie^!™  qnilnnque  di  rette  m  S  corrisponde  un  complesso  di  sfere  in  S'.  Due  complessi 
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coniugati  determinano  insieme  eoi  complesso  foBdamentale  C  una  stessa  congruenza, 
le  cui  direttrici  sono  appunto  le  rette  corrispondenti  a  quella  sfera  X  che  è  segata  sotto 
angolo  costante  dalle  sfere  Y  del  complesso  corrispondente  à  quei  due, 

29.°  Se  K  ^=  0 ,  sì  ha  3;i  +  a;,  =  0  ;  allora  i  due  complessi  eonjugati  coincidono  in  un 
solo,  formato  da  rette  che  a  due  a  due  sono  conjugate  rispetto  a  C.  Vale  a  dire:  ad  un 
complesso  di  sfere  ortogonali  ad  una  data  sfera  X  corrisponde  un  complesso  di  rette 
che  è  in  involuzione  col  complesso  fondamentale  C.  Le  direttrici  della  congruenza  co- 
mune ai  due  complessi  corrispondono  aUa  sfera  X. 

30."  Se  K  =^  ±  1,  si  ha  x,  x^  +  a^a  %  +  x^  x^  =  0,  vale  a  dire,  ciascuno  de'  due  com- 
plessi eonjugati  è  formato  da  rette  che  segano  una  retta  data  x.  Dunque:  ad  un  complesso 
di  sfere  tangenti  ad  una  data  sfera  X  corrispondono  i  due  complessi  spedali  formati  dalle 
rette  che  segano  i'una  e  l'altra  delle  due  rette  x  corrispondenti  ad  X.  In  altre  parole:  se 
due  rette  x,yìn.^  si  segano,  le  corrispondenti  sfere  X,  Y,  in  8'  si  toccano.  H  punto  di 
contatto,  come  sfera  di  raggio  nullo,  corrisponde  a  quella  retta  del  complesso  C  che  passa 
pel  punto  xy  e  giace  nel  piano  xy. 

31."  Se  x^Xs. .  .Xs,  yiy-i. . .  y^  sono  le  coordinate  di  due  complessi  (in  generale  non 
speciali),  e  se  Xi  X, . . .  Xg,  H,  ed  Yi  Y^ . . ,  Y^,  K  sono  i  parametri  de'  corrispondenti 
complessi  di  sfere,  avremo  per  le  (9),  (10) 

x,y4  +  x-jy^  +  x^ys  +  x^y,  +  x^y^  +  x^y.,= 

=  %  (  ±  H  K  V  *  (XX)7*  (YY)  —  *  (XY)  ), 

4  (X,  Yi  -i-  X,  Yb  -i-  Xa  Ya  +  X,  Y4  +  X5  Y5)  = 

=  4  ^  (XY)  =  —  2  («1  ^1  +  cCi  )/5  +  fl^  J/s  +  «^4  i/i  -!-  «5  ì/2  -(-  «a  2/3) 

+  (a^i  +  ^4)  ()/i  +  yò- 

Dunque  se  H  0  K  è  nullo,  vale  a  dire  se  è  zero  x^  -\-  a:,  od  yi-\-y„  si  ha 

^,j/4+...=-2<I'(XY). 

Donde  segue  che  a  due  complessi  di  sfere  uno  de'  quali  (almeno)  sia  formato  dalle  sfere 
ortogonali  ad  una  sfera  X  e  l'altro  dalle  sfere  seganti  sotto  angolo  costante  una  sfera  Y  or- 
togonale ad  X,  corrispondono  due  complessi  che  sono  fra  loro  in  involuzione.  In  generale 
a  due  complessi  in  involuzione  corrispondono  due  complessi  di  sfere  (X,  H),  (Y,  K) 
tali  che  le  sfere  -  nuclei  X,  Y,  si  segano  sotto  un  angolo  il  cui  coseno  è  +  HK,  essendo 
H,  K  i  parametri  dei  due  complessi  medesimi. 

32."  È  noto  che  in  infinite  maniere  si  possono  determinare  cinque  sfere  che  a  due  a 
due  si  seghino  ad  angolo  retto.  Imaginiamo  d' aver  trovato  un  gruppo  di  cinque  sfere 
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ì^i,  S,,  Sa,  il<,  S5  dotato  di  tale  proprietà;  dalle  cose  premesse  segue  che  ai  cinque  com- 
plessi formati  dalle  sfere  che  ordinatamente  sono  ortogonali  alle  sfere  -  corrisponderanno 
nello  spazio  S  cinque  complessi  lineari  di  rette,  a  due  a  due  in  involuzione  fra  loro  ed 
inoltre  tutti  in  involuzione  col  complesso  fondamentale  C.  Vale  a  dire:  ai  sei  spazi  di  tre 
dimensioni  (S),  (£1),  (S^),  (Lj),  (S,),  (Sg)  *)  subordinati  ad  S',  costituiti  l'uno  dai  punti 
0  coni-sfere  di  S',  gli  altri  dalle  sfere  che  segano  ortogonalmente  una  delle  sfere  i!,  cor- 
rispondono sei  complessi  lineari  di  rette,  C,  C,,  Cj,  C^,  C<,  Cg,  a  due  a  due  in  involu- 
zione fra  loro. 

Ciò  suggerisce  naturalmente  di  riferire  gli  elementi  dello  spazio  S'  alle  cinque  sfere 
2,.  0  ai  cinque  complessi  (S,);  il  che  avrà  per  effetto  di  nfenre  simultaneamente  gli 
elementi  dello  spazio  S  ai  sei  complessi  C:  e  saremo  così  condotti  nel  modo  più  spon- 
taneo alle  coordinate  che  il  sig.  Klein  ha  introdotto  nella  geometna  dello  spazio  costi- 
tuito da  rette  **).  Già  le  coordinate  X  sono  leìative  a  einqtie  sfeio  a  duo  a  due  oitogo- 
nali;  infatti  le  equazioni 

P'^0,  Q'==0,  R'  =  0, 

alle  quali  si  riduce  la  (4)  ponendo  uguali  a  zero  le  X  tranne  X,  0  X^  0  X3,  rappresentano 
tre  piani  ortogonali;  mentre  l'equazione  (4)  medesima,  postovi  X,  =  X.,  =  X3  =  X;  =  0, 
ovvero  X,  ^X!  =  X3=X,  =  0  dà  le 

P"  +  Q"  +  R"  —  1  -=  0 
P"  +  Q'"  +  K^  +  1  =  0 

che  rappresentano  due  sfere  ortogonali,  il  cui  centro  comune  è  il  punto  P'  =  Q'  =  R'  =  0. 
Perciò  la  ricerca  di  un  altro  gruppo  (generale)  di  cinque  sfere  S,.  a  due  a  due  ortogonali 
equivarrà  alla  trasformazione  delle  forma  bilineare  *  (X  Y)  in  sé  medesima. 
Zi."  Posto  per  brevità 

a,  =  2?'S', 

a,  =  2R'S', 

o,^P'^  +  Q'^+R"-S", 

dove  ha  luogo  l' identità  i?  -f  of  -f-  a^  -f-  a^  +  a'  =  0,  le  cinque  sfere  il,,  siano  date  dalle 
equazioni 


•)  Indichiamo  con  (Si)  il  compleaao  delle  atere  ortogonali  alla  sfera  E,. 
'•)  L.  n. 


Cremona, 
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(U) 


dove 
(12) 


*,  J  a,  =  X„  a,  +  X„  0,  +  X„  o,  +  X„  0.  +  X„  a, 
V  2,  =  X„  1,  +  X,  o,  +  Xn  o,  +  X„  a,  +  X„  a, 
*„■  X,  =  X„  a,  +  X„  a,  +  X„  o,  +  Xj,  o.  +  X,  o, 
*,/  I,  =  X„  o,  +  X„  0,  +  X„  ti,  +  X„  a,  +  X„  o, 
•J»,,^  S,  =  X„  o,  +  Xa  ti,  +  X,,  o,  +  X^  a,  +  X,  Os 


*,,  —  x,,f  +  x,i  +  x4  +  X,;  +  x4 . 

L'ortogonajìtà  delie  due  sfere  S, ,  S,  sarà  espressa  dalla  condizione 
*, ,  =  0 


(18) 


X,.,  X.,  +  X„  X.,  +  X„  X,.  +  X.,,  X„  +  X„  X„  =  0. 


Sia  A  U  determinante  de'  coefficienti  X  e  suppongasi  ch'esso  non  sia  nullo  ;  escludasi 
cioè  che  le  cinque  sfere  siano  ortogonali  ad  una  medesima  sesta  sfera. 
Dalle  (12),  (13)  si  hanno  le 


■  3  X,., 


epperò  dalle  (11): 
(14) 


(16) 


(16) 


^  Xj,Xi^     X,,  X,.     x„x..     x,,x.,     x„x,. 
4>j,  *;,  4>^j  t^^,  4>i5    ~ 


X,  a,  +  X,  o,  +  X,  a,  +  X,  3,  +  X,  Cj  =  0 , 
I,  Il  +  I,  L,  +  ajs  2,  +  it,  S,  +  I,  li  =  0 
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le  equazioni  d'una  medesima  sfera,  riferita  dapprima  alle  sfere  o,,,  poi  alle  sfere  S^,. 
Viste  le  (11)  0  le  (14),  le  due  equazioni  coincideranno  se  si  farà 

(11)'  *„7  X,.  =  X,.,  X,  +  X.J  X,  +  X.,  X,  +  X,.4  X,  +  X„  X, 

ovvero  inversamente 

X„  Xs.  Xa,  ,      X,,,  S„, 


X^  =  — ^  ^L  H ^  ^-1  H ^  ^^  -\ T  a;,  +  ■- 

*hS^  *!1^  *3a^  *« 


(14)' 

Per  un'altra  sfera 

Y,  a,  +  Y,  a,  +  Y,  a^  +  Y,  a,  +  Y^  o.  =  0 
od 

y,  S,  +  J/,  S,  +  ;/,  ^,  +  y,l,  +  ya^  =  0 
sarà  analogamente 

«I»,  j  y,  =  X.i  Y,  +  X„  Y,  +  S.3  Y,  +  X.„  Y^  +  X,,  Y„ 


dalle  quali  formole  e  dalle  (11)',  (14)  si  ha  subito 

X,  Y.  +  X,  Y,  +  X,  Y,  +  X,  Y4  +  X,  Y,  = 
=  Xiy,  +X2y:,  +  x.,y;  +  x,y4  +x^y^, 

vale  a  dire,  la  forma  bilineare  4»  (X  Y)  è  trasformata  in  sé  stessa. 

34.0  Possiamo  dunque  ritenere  una  sfera  qualunque  dello  spazio  S'  riferita  mediante 
le  coordinate  x,  x^  x^  x^  x^  alle  cinque  sfere  fondamentaU  i^  ;  essa  è  definita  dai  rapporti 
fra  le  sue  coordinate  x.  La  condizione  di  ortogonalità  di  due  sfere  x,y  è 
<1>  (xy)  =  Xiy,+x^y.i  +  x^y^+  x,  j,,  +  a:,  j/^  =  0 

e  come  caso  particolare  la  condizione  che  una  sfera  sia  ortogonale  a  sé  medesima,  vale 
a  dire  ch'essa  si  riduca  ad  un  punto  è 

*  (xx)  ^  xi  -\-  xl  +  xl  -\-  x]  +  x)  =  0. 
La  condizione  che  due  sfere  x,  y  si  tocchino  è 

<l>i  {xy)  —  4>  {xx)  *  (yy)  =  0 
e  la  condizione  per  l'intersecarsi  sotto  un  angolo  di  dato  coseno  k 
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a>,(«l,)-fe=*(«)*(j/?/)  =  0. 

Le  medesime  coordinate  Xi  x^  X3  x^  x-^  determinano  nello  spazio  S  due  rette,  recipro- 
che rispetto  al  complesso  C,  e  distinte  fra  loro  mediante  il  segno  di  V  ^  (a^a:).  Le  rette 
dello  spazio  S  sono  così  riferite  ai  cinque  complessi  rappresentati  dalle  equazioni 
X,  =  0,  a;;  =  0,  Xi  =  0,  x^=^  0,  a^r,  =  0,  i  quali  sono  a  due  a  due  in  involuzione,  e  tutti 
poi  in  involuzione  col  complesso  C. 

Ponendo  \~^  {xx)  =  ixe,  si  hanno  le  coordinate  dì  Klein. 
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Cette  communication  avait  pour  objet  d'exposer  une  méthode  pour  transformer 
les  eoti^umces  (systèmes  doublement  infìnis)  de  droites,  eontenues  dans  un  eomplexe  li- 
néaire  donne,  de  manière  qu'à  ohaque  droite  de  la  eon.^uence  eorresponde  un  point  d'une 
surfaee,  et  vice-versa.  La  méthode  résulte  de  !a  combinaison  des  transformations  de  l'e- 
spaee  à  trois  dimensions,  exposées  par  l'auteur  dans  les  «  Annali  di  matematica  «  (sèrie 
2.%  tome  5.")  [Queste  Opere,  n.  96],  avec  la  trasformation,  donneo  parMM.  Nobthrb 
et  LiE,  d'un  complexe  iinéaire  en  l'espaee  ordinaire  (poìnt-espace).  Suivant  eette  tran- 
sformation,  les  plans  de  l'espaee  eorrespondent  aux  eongruences  linéaires  du  eomplexe 
donne  qui  contiennent  une  droite  fixe;  et  aux  autres  congruences  linéairea  du  méme  com- 
plexe eorrespondent  les  splières  de  l'espaee  ordinaire.  La  méthode  exposée  dans  la  com- 
munication donne  toutes  les  transformations  d'un  complexe  Iinéaire  en  l'espaee  ordinaire, 
telles  qu'  aux  eonifruenees  linéairea  eontenant  une  droite  fixe  eorrespondent  des  surtaees 
d'un  ordre  donne.  En  partìeulier,  on  obtient  toutes  les  eonjfruencea  (non  -  linéaires,  eon- 
tenues dans  ie  eomplexe  donne)  qui  sont  suseeptìbles  d'étre  représentées  sur  un  pian,  de 
manière  que  ehaque  droite  de  la  congruenee  ait  pour  image  un  point  déterminé  du  pian 
et  que,  viee-versa,  ehaque  point  du  pian  eorresponde  à  une  droite  unique  de  la  congruenee. 
Si  l'on  transforme  le  pian  pai  les  potaires  réeiproques  de  Poncelet,  les  ìmages  des  droi- 
tes de  la  congruenee  seront  les  droites  du  pian  représentatif. 


y  Google 


103. 

TEOREMI  STEREOMETRICI  DAI  QUALI  SI  DEDUCONO  LE  PROPRIETÀ 
DELL' ESAGRAMMO  DI  PASCAL.  [^«'ì 


Un  egregio  giovane,  sig.  Giuseppe  Veronese,  già  allievo  del  Politecnico  di  Zurigo 
ed  ora  studente  all'Università  romana,  mi  pregò,  tempo  fa,  di  leggere  un  manoscritto  nel 
quale  egli  aveva  raccolto  e  dimostrato,  per  mezzo  di  semplici  considerazioni  di  triangoli 
omologici,  tutte  le  proprietà  conosciute  dell'esagrammo  di  Pascal  e  molti  altri  teoremi 
di  sua  propria  invenzione.  La  lettura  di  quella  Memoria,  che  poi  meritò  d'essere  inserita 
negli  Atti  della  nostra  Accademia,  mi  ìu  occasione  a  cercare  una  via  per  la  quale  si  potesse 
ottenere  ed  abbracciare  una  cosi  grande  quantità  di  proposizioni.  Credo  averla  trovata, 
poiché  m'è  riuscito  dì  ridurre  ogni  cosa  a  poche  proprietà  intuitive  del  sistema  di  quìndici 
rette  nello  spazio,  situate  tre  a  tre  in  quindici  piani:  dove  si  scopre  un  esaedro,  che  è  quasi 
il  nocciolo  deDa  figura.  Nel  presente  lavoro,  d'indole  affatto  elementare,  sono  contenuti 
i  risultati  delle  mie  ricerche  su  quest'argomento. 


1,  Sia  gf  una  superficie  di  terz'ordine  dotata  dì  un  punto  doppio  (conico)  0.  Oltre 
alle  sei  rette,  che  indicherò  con  1,  2,  3,  4,  5,  6,  concorrenti  in  0  e  situate  in  un  cono 
quàdrico,  la  superficie  §ì  ha  altre  quindici  rette  r,  rispettivamente  situate  ne'  quindici 
piani  determinati  dalle  prime  sei  prese  due  a  due.  Chiaminsi  12,  13,  3  4,  15,  16,  23,  24, 
25,  26,  34,  36,  36,  45,  46,  56  queste  quindici  rette  r;  in  modo  che  le  rette  1,  2,  12 
sono  in  uno  stesso  piano,  ecc.  *).  Le  quindici  rette  r  sono  poi  situate  tre  a  tre  in  altri 

»)  Secondo  questa  notazione,  che  è  la  conaoeta,  una  delle  rette  1,  2,  . .  .  ed    una  delle 
rette  12,  13, . . .  B'iucontrano  se  i  loro  dmboli  hanno  un  indice  cornane;  invece  due  delle  rette 
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quindici  piani  x,  che  sono  i  piani  tritangenti  (propriamente  detti)  della  superficie:  quBlii 
cioè  pei  quali  nessun  punto  di  contatto  cade  in  0.  I  quindici  piani  tritangenti  sono: 


(12,  34.  56),  (12.  35.  46), 

(13.  24.  56),  (13.  25.  46), 

(14.  23.  56),  (14.  25.  36), 

(15.  23.  46),  (15.  24.  36), 

(16.  23.  45),  (16.  24.  35), 


(12.  36.  45), 

(13.  26.  45), 

(14.  26.  35), 

(15.  26.  34), 

(16,  25.  34). 


Per  ciascuna  delle  rette  r  ;=  12,  13, .  . .  passano  tre  de'  quindici  piani  i. 

In  altre  parole:  la  superficie  contiene  quindici  triangoli  r,  i  cui  vertici  sono  tutti  diversi 
da  0.  e  ciascuna  delle  rette  r  è  lato  comune  a  tre  triangoli  x. 

2,  Dirò  che  due  triangoli  t  formano  una  eoppia  t  quando  non  abbiano  un  lato  co- 

15  8 
mune;  un  triangolo  entra  in  otto  coppie,  opperò  il  numero  delle  coppie  è  —^~  =60,  I 

piani  de'  due  triangoli  di  una  coppia  si  segano  lungo  una  retta,  che  dirò  rdia  di  Pascal  *), 
e  che  incontra  la  superficie  in  tre  punti  P,  ne'  quali  i  tre  lati  di  un  triangolo  segano  ordi- 
natamente quelli  dell'altro.  Per  es,  la  retta  comune  ai  piani  (12.  34.  56),  (13.  25.  46), 
formanti  una  eoppia,  incontra  la  superficie  ne'  punti  (12.  46),  (34.  25),  (56.  13). 
Le  sessanta  coppie  di  triangoli  t  dàmno  cosi  sessanta  reUe  di  Pascal. 

3,  Siccome  ogni  piano  tritangente  entra  in  otto  coppie,  così  esso  contiene  otto  rette 
di  Pascal;  vale  a  dire,  le  sessanta  rette  di  Pascal  sono  distribuite,  otto  ad  otto,  ne'  quin- 
dici piani  tritangenti.  Per  ogni  retta  di  Pascal  passano  due  piani  tritangenti. 

4,  In  un  punto  P  concorrono  due  rette  r,  per  es.  12  e  46;  perciò,  oltre  al  piano 
(12,  46.  35)  determinato  da  queste  due  rette,  concorrono  in  P  due  altri  piani  tritangenti 
passanti  per  12  (e  sono  12,  34.  56,  12.  36,  45)  e  altri  due  passanti  per  46  (e  sono 
13.  25.  46,  15.  23.  46).  I  due  piani  per  12  combinati  coi  due  piani  per  46  danno  quattro 
coppie  T  ;  epperò  in  ogni  punto  P  ciymorrono  quattro  rette  di  Pascal. 

Il  numero  de'  punti  P  è  adunque  — ^-  ^=  45,  com'è  d'altronde  evidente,  perchè  essi 

sono  i  vertici  de'  quindici  triangoli  ne'  piani  tritangenti.  Una  retta  r,  essendo  situata  in 


12,  13, . .  sono  in  «no  Ktesao  piano  se  i  loro  aimboli  non  hanno  alcun  indice  comune.  Per  que- 
sta notazione  e  per  le  propriotìl  qui  richiamate  dei  sistema  delle  rette  e  de'  piani  tritangenti 
d'una  superficie  di  terz'ordine,  vegp:asi  per  ea.  il  mio  Mémoire  de  geometrie  pure  s«t  les  gurfaces 
du  troisième  ordre  (G.  di  Bokchardt,  t.  68)  Berlin,  1868  [Queste  Opere,  n.  79]. 
*)  Per  la  ragione  che  si  vedrà  appresso. 
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tre  piani  tritangenti,  incontra  sei  altre  rette  r;  dunque  ciascuna  delle  quindici  rette  r  C07i- 
liene  sei  imnH  P.  È  noto  che  questi  sei  punti  sono  accoppiati  in  involuzione. 

5.  Le  tre  coppie  di  rette  r  (per  es.  12.  46,  34.  25,  13.  56)  concorrenti  nei  tre  punti 
P  di  una  retta  di  Pascal  (intersezione  de'  piani  12.  34.  56,  13.  26.  46  di  una  coppia) 
danno  due  triangoli  t  i  cui  terzi  iati  (35,  16,  24)  sono  in  un  piano,  ossia  formano  un 
nuovo  triangolo  t.  Si  ha  cosi  un  triedro  formato  da  tre  triangoli  -e  (12.  34.  56,  13.  25.  46, 
16.  24.  36)  i  cui  nove  lati  si  distribuiscono  in  altri  tre  triangoli  r  (12.  35.  46, 
16.  25.  34,  13.  24.  56)  costituenti  un  secondo  triedro.  Questi  sono  due  triedri  conptgaii 
ben  noti  nella  teoria  delle  superficie  di  terz'ordine  *).  Due  facce  qualisivogliano  di  un  trie- 
dro formano  una  coppia  t;  perciò  i  sei  spigoli  de'  due  triedri  sono  altrettante  rette  di 
Pascal.  I  vertici  de'  due  triedri  conjugati  —  punti  conjugati  della  Hessiana  di  gf  **}  — 
si  diranno  punti  dì  Steiner  (conjugati.) 

Ogni  coppia  T  determina  due  triedri  conjugati,  ma  ciascun  triedro  comprende  tre 

coppie;  perciò  il  numero  dei  triedri  è   -^-  —  20,  conjugati  due  a  due.  Gli  spigoli  de'  venti 

triedri  sono  le  sessanta  rette  di  Pascal. 

Ogni  retta  di  Pascal  è  spigolo  di  un  triedro,  epperò  contiene  un  punto  di  Steiner. 
Ogni  triedro  ha  tre  sp^oli,  dunque  in  un  punto  di  Steiner  concorrono  tre  rette  di  Pascal. 

6.  Assunti  i  tre  piani  T^ehe  formano  uno  di  questi  triedri,  gli  altri  dodici  piani  tri- 
tangenti  sono  distribuiti  cosi:  X.°  tre  piani  formanti  il  triedro  conjugato;  2."  nove  piani 
ciascuno  de'  quali  contiene  una  delle  nove  rette  r  situate  nel  triedro  proposto.  Segue  da 
ciò  che  le  sei  rette  r  non  situate  nel  triedro  proposto  non  costituiscono  due  triangoli  t. 

Un  piano  che  sia  faccia  di  un  triedro  entra  in  due  delle  tre  coppie  r  appartenenti 
al  triedro.  Ora  un  piano  è  comune  ad  otto  coppie;  dunque  ogni  piano  tritangente  appar- 
tiene a  quattro  triedri  dilferenti,  epperò  contiene  quattro  punti  di  Steiner.  Due  di  questi 
quattro  punti  non  possono  mai  esssere  conjugati,  perchè  due  triedri  conjugati  non  hanno 
alcun  piano  comune. 

7.  Ci  sono  altri  triedri,  che  dirò  di  2,^  specie.  Infatti,  prendasi  una  eoppia  t;  i  piani 
che  la  formano  contengono  sei  rette  r  (per  es.  12.  34.  56,  13.  25.  46);  le  altre  nove 
rette  r  si  possono  combinare,  m  una  sola  maniera,  in  tre  triaugoii  (14.  26.  35,  16.  24  36, 
16.  23.  45)  formanti  un  nuovo  triedro,  i  cui  spigoli  sono  ancora  rette  di  Pascal  (distinte 
però  da  queUa  della  coppia  anzidetta)  e  il  cui  vertice  chiamerò  punto  di  Kirkman. 

8.  Assunta  una  eoppia  di  piani  tritangenti  (per  es.  14.  26.  35,  15.  24.  36),  gli 
altri  tredici  piani  i:  si  possono  classificare  cosi: 


*)  Loco  citato, 
»*)  L.  e.,  n.  151 
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1.°  il  piano  (16,  25.  34)  ohe  colla  coppia  forma  nn  triedro  di  1.^  specie; 

2.°  i  tre  piani  (14.  25.  36,  15.  26.  34,  16.  24.  35)  ohe  formano  il  triedro  di  1.»^  specie 
conjugato  al  precedente  ; 

3.0  i  sei  piani  (14.  23.  56,  26.  13.  45,  35.  12.  46,  15.  23.  46,  24.  13.  56,  36.  12.  45) 
che  contengono  una  delie  sei  rette  r  della  coppia; 

4.0  i  tre  piani  (12.  34.  56,  13.  25.  46,  16.  23.  45),  ciascun  de'  quali  forma  con  uno 
della  coppia  proposta  una  nuova  coppia  t.  Uno  qualunque  di  questi  tre  piani  costituisce 
adunque,  insieme  eolla  coppia  data,  un  triedro  di  %^  specie.  Ogni  eoppia  entra  pertanto 
in  tre  triedri  di  2.»  specie;  e  siccome,  viceversa,  ogni  triedro  contiene  tre  coppie,  così  il 

niimm-o  de^  triedri  di  2.'-  specie  è  — ^ —  =  60. 

Appartenendo  una  coppia  qualunque  t  a  tre  diversi  triedri  di  2,*  specie,  ne  segue 
che  ogni  retta  di  Pascal  cordime  tre  punti  di  Kirkman;  come  in  ogni  punto  di  Kirkman, 
perchè  vertice  di  un  triedro,  concorrono  tre  rette  di  Pascal. 

y.  I  sessanta  triedri  di  2.'^  specie,  e  quindi  anche  i  sessanta  punti  di  Kirkman  cor- 
rispondono univocamente*)  alle  sessanta  coppie  t,  ossia  alle  sessanta  rette  di  Pascal: 
in  quanto  che  le  quindici  rette  r  si  separano  (io  sessanta  maniere  differenti)  in  due  gruppi, 
l'uno  di  nove  rette  situate  ne'  tre  piani  di  un  triedro  di  2."  specie;  l'altro  di  sei  giacenti 
ne'  due  piani  della  eoppia  t  corrispondente. 

In  più  maniere  si  possono  così  assegnare  cinque  piani  t  che  contengono  le  quindici 
rette  r  della  superficie  3^.  Le  quindici  rette  r  costituiscono  adunque  l'intersezione  com- 
pleta di  una  superficie  del  terz'ordine  con  una  del  quinto,  epperò,  se  nove  di  esse  giac- 
ciono in  un  triedro,  le  altre  sei  saranno  situate  in  una  superficie  di  secondo  grado.  Ora, 
0  questa  superficie  è  un  iperboloide  gobbo,  o  è  U  sistema  di  due  piani  il  piimo  caso  si 
verifica  quando  il  triedro  contenente  le  prime  nove  rette  t  di  1  '  specie  l'dltro  quando 
il  triedro  è  di  2,^  specie. 

Di  qui  emerge,  che  oltre  ai  venti  ti'iedri  (conjugati  a  due  a  due)  di  1.^  specie  ed  ai  ses- 
santa triedri  di  2.^  specie,  non  esistono  altri  triedri  seganti  la  superficie  gf  lungo  nove 
rette  12,  13, . , . 

'  10.  Ogni  coppia  di  triedri  conjugati  di  1.*  specie  dà  un  iperboloide  che  sega  la  super- 
ficie ^  in  sci  rette  (tre  non  segantisi  appoggiate  alle  altre  tre,  pure  non  segantisi);  ÌI  nu- 
mero di  questi  iperboloidi  è  adunque  dieci. 

Questi  dieci  iperboloidi,  indicati  per  mezzo  dello  retto  che  contengono,  sono  i  seguenti: 

*)  Eiiultìtitìii  tati. 
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(12.  13.  23)  (45.  46.  56), 

(12.  14.  24)  (35.  36.  56), 

(12.  15.  25)  (34.  36.  46), 

(12.  16.  26)  {34.  35.  45). 

(13,  14.  34)  (26.  26.  56), 

(13.  15.  35)  (24.  26.  46), 

(13.  16.  36)  (24.  25.  45), 

(14.  15.  45)  (23.  26.  36), 

(14.  16.  46)  (23.  25.  35), 

(15.  16.  56)  (23.  24.  34). 
11  1  tre  piani  di  un  triedro  di  2.^^  specie  e  i  due  piani  della  coppia  corrispondente 
costituiscono  un  pentaedio,  nel  quale  tre  facce  qualunque  formano  un  triedro  di  2.='  specie, 
che  cornsponde  alla  coppia  composta  delle  altre  due  facce;  infatti,  queste  contendono 
sei  rette,  e  le  altre  facce  contengono  le  nove  rette  rimanenti.  Dunque  i  dieci  vertici  dei 
pentaedro  sono  altrettanti  punti  di  Kirkman,  e  le  corrispondenti  rette  di  Pascal  sono  g'ii 
spigoli  ordinatamente  opposti  del  pentaedro  medesimo. 

Ciascun  punto  di  Kirkman  individua  cosi  un  pentaedro:  ma  ogni  pentaedro  ha  dieci 

vertici;  dunque  il  numero  dei  pentaedri  ^  ttì^S. 

Per  tal  modo  i  sessanta  punti  di  Kirkman  e  le  corrispondenti  sessanta  rette  di  Pascal 
si  distribuiseono  in  sei  gruppi,  ciascuno  formaio  da  dieci  punti  e  daUe  corrispondenti  dieci 
rette.  I  dieci  punti  e  le  corrispondmti  dieci  rette  di  un  gruppo  sono  i  vertici  e  gli  spigoli  (or- 
dinatamente opposti)  di  un  pentaedro,  le  cui  facce  sono  piani  tritatigenti  della  superficie  gf. 

12.  Ciascuna  faccia  d'un  pentaedro,  combinata  colle  altre,  dà  quattro  coppie  t; 
ma  ciaseun  piano  tritangente  entra  in  otto  coppie:  dunque  queste  otto  coppie  appar- 
tengono a  due  pentaedri  Ossìa,  due  pentaedri  hanno  sempre  un  piano  comune  ;  ogni  piano 
tritangenie  appartiene  a  due  pentaeèri. 

13.  Se  ora  si  projettano  tutt'i  punti  e  le  rette  ottenute,  dal  punto  O  su  di  un  piano  ar- 
bitrario, le  rette  1,  2  3,  4.  5,  6  danno  sei  punti  di  una  conica;  le  sessanta  coppie  di  triangoli 
danno  i  sessanta  esagoni  iscritti,  che  si  possono  formare  con  que'  sei  punti;  e  le  sessanta  rette 
di  Pascal,  i  venti  punti  di  Steiner,  e  i  sessanta  punti  di  Kirkman  danno  le  rette  e  i  punti  ugual- 
raent*  denominati  nella  teoria  à&Whexagrammv.m  mysticum.  Dai  sei  pentaedri  si  ottengono  le 
sei  figure  k  del  sig.  Veronese  *).  F.d  analogamente,  le  rette  e  i  punti  clie  in  seguito  si  verranno 
determinando  e  denominando  danno  in  projezione  le  inette  e  i  punti  ugualmente  denominati 
nella  teoria  planimetrica  AeiWJiexofframmum.  In  ciò  risiede  l'unica  ragione  delle  denoi 
da  me  qui  adottate  por  gli  enti  geometrici  ottenuti  nello  spazio  a  tre  dimensioni. 

*)  Teorema  XI  della.  Memoria  del  sig.  Veronese. 


y  Google 


TEOREMI  STERBOMETEICI  DAI  QUALI  SI  DEDUCONO  LE   PROPRIETÀ  ECC. 


14.  Indicherò  i  sei  pentaedri  coi  numeri  romani,  I,  II,  IH,  IV,  V,  VI.  Il  piano 
I,  II  sarà  il  piano  tritangente  comune  ai  primi  due  pentaedri; ...  ;  la  retta  (di  Pascal) 
I  (II.  Ili)  quello  spigolo  del  primo  pentaedro  che  è  intersezione  dei  piani  I.  II,  I.  III;..,  : 
il  punto  (di  Kirkmaii)  I  (II.  III.  IV)  quel  vertice  del  primo  pentaedro  nel  quale  con- 
corrono i  piani  I,  II,    I,  III,    I,  IV; .  , . 

Due  piani  tritangenti  formanti  una  coppia  t  appartengono  sempre  ad  uno  stesso  pen- 
taedro; perciò  i  loro  simboli  hanno  un  indice  comune.  Così  per  es.  i  piani  I.  II  ed  L  III, 
i  cui  simbolihanno  l'indice  comune  I,  formano  una  coppia  spettante  al  pentaedro  I.  Ma  i 
piani  I.  TI,  III.  IV  non  fanno  eoppia;  essi  si  segheranno  dunque  lungo  una  delle  rette 
12,  13, . . .  della  superficie  ^.  Per  la  medesima  retta  passa  anche  il  piano  V.  VI,  giac- 
che ciascuno  de' sei  pentaedri  contiene  tutte  e  quindici  le  rette  della  superficie.  Di  qui 
risulta  che  i  sei  pentaedri  conducono  ad  una  notazione  per  i  quindici  piani  tritangenti 
e  le  quindici  rette  r  analoga  a  quella  che  le  sei  rette  1,  2, . . .  hanno  dato  risp.  per  le  quin- 
dici rette  r  e  pei  quindici  piani  tritangenti. 

15.  Ogni  retta  di  Pascal  contiene  un  punto  di  Steiner,  vertice  di  un  triedro  di  1.^ 
specie  (5).  Siccome  le  dieci  rette  di  Pascal  contenute  in  un  pentaedro  sono  ^li  spigoli  del 
medesimo,  cosi  esse  s'incontrano  esclusivamente  ne'  dieci  vertici  (punti  di  Kirlcman); 
epperò  le  tre  rette  di  Pascal  concorrenti  in  un  punto  di  Steiner  appartengono  a  tre  pen- 
taedri diversi.  Ossia:  le  tre  coppie  t  contenute  in  un  triedro  di  !?■  specie  appartengono 
a  tre  differenti  pentaedri.  Due  triedri  conjugati  dì  1.^  specie  contengono  le  stesse  nove 
rette;  quindi  una  coppia  dell'uno  ed  una  coppia  dell'altro  hanno  necessariamente  alcune 
rette  comuni.  Ne  risulta  che  due  rette  di  Pascal,  spigoli  di  due  triedri  conjugati  di  1.^  spe- 
cie, non  possono  trovarsi  in  uno  stesso  pentaedro. 

Per  conseguenza,  le  sei  rette  di  Pascal,  spigoli  di  due  triedri  conjugati  di  1.*  specie, 
appartengono  a  sei  pentaedri  diverei.  Ossia:  un  punto  di  Steiner  è  comune  a  tre  pentaedri; 
il  suo  coniugato  è  comune  agli  altri  tre  pentaedri. 

I  dieci  spigoli  di  un  pentaedro  contengono  adunque  dieci  punti  di  Steiner  distinti, 
tra  i  quali  non  se  ne  possono  mai  trovare  due  fra  loro  conjugati. 

16.  Poiché  i  dieci  spigoli  di  un  pentaedro  concorrono  soltanto  in  (dieci)  punti  di 
Kirkman,  due  di  quelli  non  possono  avere  un  punto  P  comune  (3);  ossia,,  ciascun  pentae- 
dro contiene  10.3  punti  P  distinti.  Le  quattro  rette  di  Pascal  concorrenti  in  un  punto 
P  (4)  appartengono  dunque  a  quattro  pentaedri  diversi. 

17.  Ogni  piano  tritangente  contiene  quattro  punti  di  Steiner  ed  è  comune  a  due 
pentaedri;  dunque  due  pentaedri  hanno  quattro  punti  di  Steiner  comuni.  I  quattro  punti 
di  Steiner  conjugati  ai  predetti  non  possono  trovarsi  in  alcuno  de'  due  pentaedri  (15); 
dunque  i  rimanenti  sei  punti  dì  Steiner  dell'un  pentaedro  sono  conjugati  ai  rimanenti 
sei  punti  di  Steiner  dell'altro. 
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Secondo  la  Tiotazione  già  stabilita  pei  pentaedri  (14),  il  punto  di  Steiner  comune  per 
ea,  ai  pentaedri  I,  II,  III  si  potrà  indicare  eoi  simbolo  I.  IL  III;  in  esso  concorrono 
i  tre  piani  tritangenti  IT.  Ili,  III.  I,  I,  II.  E  il  simbolo  del  punto  eonjugato  a  quello  sarà 
IV.  V.  VI.  I  due  pentaedri  I,  II  hanno  in  comune  i  punti  di  Steiner  espressi  dai  simboli 
T.  II.  III,  I.  II.  IV,  I.  IL  V,  L  IL  VI,  i  cui  eonjugati  sono  IV.  V.  VI,  IIL  V.  VI, 
in.  IV.  VI,    IIL  IV.  V*). 

Questa  notazione  pone  in  evidenza  per  es.  che  la  coppia  L  II,  I.  IH  dev'essere  as- 
sociata al  piano  IL  III  per  dare  un  triedro  di  1.*  specie;  mentre  unita  a  ciascuno  de'  piani 
I.  IV,    I.  V,    I.  VI  dà  i  tre  triedri  di  2.»  specie  ne'  quali  entra  la  coppia  proposta. 

18.  Considero  i  quattro  punti  di  Steiner  situati  in  uno  de'  quindici  piani  tritangenti, 
per  es.  nel  piano  I.  II,  dai  quali  punti  si  spiccano,  fuori  di  esso  piano,  ordinatamente  le 
quattro  rette  di  Pascal:  III  (L  II),  IV  (L  II),  V  (L  II),  VI  (I  II).  Due  qualunque 
di  queste  quattro . rette  si  incontrano:  infatti  i  piani  I.  III,  IL  IV  si  segano  (14) 
lungo  una  retta  dì  ^  posta  nel  piano  V.  VI;  cosi  pure  i  piani  II.  Ili,  I.  IV  hanno 
comune  un'altra  retta  di  3=  giacente  nello  'stesso  piano  V.  VI;  dunque  i  quattro  piani 
I.  Ili  e  II.  Ili,  I.  IV  e  II  IV  —  de  quali  i  primi  due  si  segano  secondo  la  retta  di 
Pascal  III  (L  II),  e  li  ittii  due  secondo  li  retti  di  Pascal  IV  (I.  II)  — hanno  un  punto 
comune:  il  quale  è  un  punto  P  (3)  peichc  e  mune  a  due  rette  della  superfice  ^  situate 
nel  piano  tritangente  V  VI 

Poiché  le  quattro  lette  di  Pascal  rpran  minate  ini  entrano  due  a  due,  esse  giacciono 
in  uno  stesso  piano  che  duo  p  ino  di  Plfler  e  indicherò  eoi  simbolo  I.  IL  I  quat- 
tro punti  di  Steiner  da  cui  i  spiccano  le  medesime  lette  di  Pascal  sì  trovano  cosi  nel  piano 
tritangente  I.  II  come  nel  nuovo  piano  di  Plueker  I,  IL  Dunque  i  quattro  punti  dì  Stei- 
ner situati  in  uno  stesso  piano  tritangente,  ossia  comuni  a  due  pentaedri,  sono  situati 
in  una  linea  retta.  La  chiamerò  reUa,  di  Steiner -Plueker  o  più  brevemente  reHa  di  Steiner 
e  la  indicherò  collo  stesso  simbolo  (formato  di  due  cifre  romane)  che  già  esprime  il 
piano  tritangente  e  il  piano  di  Pliìcker  ne'  quali  essa  giace. 

19.  Per  tal  modo  ai  quindici  piani  tritangenti  corrispondono  ordinatamente  quin- 
dici nuovi  piani  (di  Pl&eke!'),  che  contengono,  ciascuno,  quattro  rette  dì  Pascal;  e  corri- 
spondono pure  quìndici  rette  (dì  Steiner)  ciascuna  delle  quali  contiene  quattro  punti  di 
Steiner.  La  retta  di  Steiner  I.  II  (ossia  la  retta  comune  al  piano  tritangente  I,  II  ed  al 
corrispondente  piano  I.  II  di  Pliieker)  contiene  i  quattro  punti  di  Steiner:  I.  IL  III, 
I.  IL  IV,    L  II.  V,    L  IL  VI.  Viceversa ,  nel  punto  di  Steiner  L  IL  HI  concorrono 


*)  Se  nel  simbolo  di  due  punti  eonjugati  di  Steiner  si  sosti tuiacono  alle  cifre  romane  le 
arabiche,  si  ha  una  eapressione  che  può  convenire  al  oorriapondente  iperboloide  (10).  Infatti 
oolla  scrittura  (123)  (456)  è  chiaramente  designato  l'iperboloide  (12.  13.  23)  (46.  46.  56),  ecc. 
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e  tre  rette  di  Steiner  IL  III,  III.  T,    I.  II,  vale  a  dire:  per  ogni  punto  di  Steiner  pas- 
sano tre  rette  di  Steiner. 

20.  Abbiamo  vednto  che  un  piano  di  Piucker  contiene  quattro  rette  di  Pascal,  che 
due  a  due  si  segano  in  sei  punti  P.  Per  ogni  punto  P  passano  due  piani  di  Piucker;  per 
es.  il  punto  P  intersezione  della  retta  comune  ai  piani  I,  III,  II.  IV,  V.  VI  colla  retta 
comune  ai  piani  I.  IV,  II,  III,  V.  VI  giace  cosi  nel  piano  di  Piucker  I.  II  come  nel 
piano  analogo  III.  IV.  In  un  punto  P  concorrono  quattro  rette  di  Pascal  (4);  de'  sei  piani 
ch'esse  determinano,  quattro  sono  tritangenti  e  gli  altri  due  sono  piani  di  PItìcker. 

21.  Due  rette  di  Steiner  s'incontrano  in  un  punto  di  Steiner  se  i  loro  simboli  hanno 
un  indice  comune;  per  es.  le  rette  di  Steiner  I.  II,  I,  III  concorrono  nel  punto  di  Steiner 
I.  IL  m.  Segue  da  ciò  che  le  cinque  rette  di  Steiner  L  II,  L  HI,  I.  IV,  L  V,  L  VI 
si  segano  due  a  due,  epperò  giacciono  in  uno  stesso  piano,  che  dirò  I,  formando  un  einqui- 
latero  completo  i  cui  dieci  vertici  sono  altrettanti  punti  di  Steiner.  Dunque  i  venti  punti 
di  Steiner  giacciono  dieci  a  dieci  e  le  quìndici  rette  dì  Steiner  giacciono  cinque  a  cinque  in 
sei  piani.  Altrimenti:  i  venti  punti  di  Steiner  sono  i  vertici  {opposti  o  coniugati  due  a  due) 
e  le  quindici  rette  di  Steiner  sono  gli  spigoli  di  un  esaedro  eompìefo.  S'indichino  le  facce  di 
quest'esaedro  coi  sìmboli  I,  II,  III,  IV,  V,  VI;  esse  corrispondono  ai  sei  pentaedri, 
in  quanto  che  per  es,  la  faccia  I  contiene  le  rette  di  Steiner  situate  neUe  facce  del  pen- 
taedro I;  ecc. 

22.  Considero  nel  pentaedro  IV  il  vertice  (punto  di  Kirkman)  nel  quale  concor- 
rono i  tre  piani  I.  IV,  II.  IV,  IH.  IV,  facce  d'un  triedro  di  2.^  specie.  Questo  triedro  è 
prospettivo  a  quello  Eormato  dai  piani  I,  V,  IL  V,  III.  V,  giacché  i  loro  spigoli  s'in- 
contrano in  tre  punti  P:  infatti,  per  es.  le  rette  di  Pascal  IV  (I.  II)  e  V  (I.  II)  giacciono 
insieme  nei  piano  di  Pliìcker  I,  II  (18).  I  tre  punti  P  cosi  ottenuti  sono  dunque  i  vertici 
di  un  triangolo  inscritto  nel  primo  triedro  e  avente  per  lati  le  rette  di  Pascal  I  (IV.  V), 
lì  (IV,  V),  III  (IV,  V),  le  quali  giacciono  tutte  nel  piano  di  Piucker  IV,  V.  Analoga- 
mente, segando  il  primo  triedro  eoi  piani  I.  VI,  IL  VI,  III,  VI,  si  ottiene  un  secondo  tri- 
angolo inscritto,  avente  per  lati  le  rette  di  Pascal  ì  (IV.  VI),  II  {IV,  VI),  III  (IV.  VI), 
epperò  situato  nel  piano  di  Piucker  IV,  VI.  E  poiché  i  due  triangoli  sono  prospettivi,  i 
loro  lati  corrispondenti  concorreranno  in  tre  punti  di  una  linea  retta,  la  quale  È  l'inter- 
sezione dei  piani  di  Piucker  IV.  V,  IV,  VI  (piani  de'  due  triangoli)  epperò  passa  pel 
punto  di  Steiner  IV.  V.  VI,  giacché  questo  è  situato  in  entrambi  quei  piani.  Sono  dunque 
in  linea  retta  i  punti  ne'  quali  le  rette  di  Pascal  della  prima  terna  incontrano  queDe  della 
seconda,  vale  a  dire  i  punti  dati  dalle  tre  terne  di  piani  I  (IV,  V,  VI),  II  (IV,  V,  VI), 
III  (IV.  V.  VI),  i  quali  (14)  sono  tre  punti  di  Kirkman,  risp,  appartenenti  ai  pentaedri 
1,  II,  III  e  corrispondenti  alle  rette  di  Pascal  I  (Il  III),  II  (IH.  I),  III  (L  II)  che  con- 
eorroflo  nel  punto  di  Steiner  I.  IL  III.  Ossia:  alle  tre  rette  di  Pascal  che  concorrono  in  un 
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punto  di  Steiner  corrispondono  tre  punii  di  Kirkman  allineati  in  una  retta,  che  passa  pel 
punto  di  Steiner  coniugato  a  quello.  A  questa  si  darà  il  nome  di  retta  di  Gayley-Salmon  o 
più  brevemente  retta  di  Cayley.  Una  retta  di  CayJey  ed  un  punto  di  Steiner  si  diranno 
corrispondenti  e  s'indicheranno  eolio  stesso  simbolo  —  per  es.  I.  IL  III  ^quando  quella 
contenga  i  punti  di  Kirkman  corrispondenti  alle  rette  dì  Pascal  che  concorrono  in  questo. 
Una  retta  di  Cayley  passa  dunque  pel  punto  di  Steiner  conjugato  a  quello  che  corrisponde 
alla  retta^  Le  rette  di  Cayley  sono  venti,  conjugate  due  a  due,  come  i  punti  di  Steiner. 

Una  retta  di  Cayley  si  dirà  appartenente  a  quei  pentaedri  a  cui  appartiene  il  corri- 
spondente punto  di  Steiner. 

23.  Dal  ragionamento  che  precede  emerge  inoltre  che,  se  un  punto  di  Steiner  appar- 
tiene a  tre  pentaedri,  la  retta  di  Cayley  che  passa  per  esso  contiene  tre  punti  di  Kirkman 
che  appartengono  risp.  agli  altri  tre  pentaedri. 

24  Abbiamo  veduto  che  la  retta  di  Cayley  I.  IL  III  passa  pel  punto  di  Steiner 
IV.  V,  VI  e  giace  nei  piani  di  PKlcker  IV.  V  e  IV.  VI;  scambiando  fra  loro  i  sim- 
boli IV  e  V  nel  ragionamento  del  n."  22,  si  proverebbe  ch'essa  giace  anche  nel  piano  di 
Plueker  V,  VI.  E  come  il  piano  di  PlUcker  V.  VI  contiene  la  retta  di  Cayley  I.  IL  III, 
cosi  esso  medesimo  conterrà  le  rette  analoghe  I.  IL  IV,  I,  III.  IV,  II.  III.  IV. 
Dunque; 

Le  venti  rette  di  Cayley  giacciono  quattro  a  quattro  nei  quindici  piani  di  Plueker;  e  per 
ciascuna  di  queUe  rette  jiassaino  tre  di  questi  piani. 

25.  Considerando  due  pentaedri  I,  II,  i  loro  piani  non  comuni 
L  III,    I.  IV,    L  V,    I.  VI 
IL  III,    IL  IV,    IL  V,    IL  VI 

formano  due  tetraedri  prospettivi:  infatti  le  loro  facce  corrispondenti  si  segano  nelle  rette 
di  Pascal 

III  (L  II),    IV(L  II),    V(L  II),    VI(L  II) 

che  sono  situate  nel  piano  di  Plueker  I.  IL  Dunque  le  coppie  di  vertici  corrispondenti 
sono  allineate  con  uno  stesso  punto.  Ma  la  retta  che  unisce  ì  due  vertici  (punti  di 
Kirkman) 

I  (IV.  V.  VI),    II  (IV.  V.  VI) 

passa  anche  pel  punto  di  Kirkman  III  (IV.  V.  VI)  (vertice  del  pentaedro  UT)  e  pel 
punto  di  Steiner  IV.  V.  VI,  ed  è  la  retta  di  Cayley  L  IL  III  (22);  ed  analogamente  le 
altre  tre  eongìungenti  sono  le  rette  di  Cayley  I.  II.  IV,  I.  II.  V,  I.  IL  VI;  e  queste 
quattro  rette  di  Cayley  passano  pei  quattro  punti  di  Steiner  IV.  V.  VI,  III.  V.  VI, 
III.  IV.  VI,    III.  IV.  V  coniugati  a  quelli  allineati  nella  retta  di  Steiner  T.  II.  Dunque, 
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come  i  quattro  punti  di  Steiner  comuni  a  due  pentaedri  sono  in  linea  retta  (retta,  di  Stei- 
ner), cosi; 

Le  quattro  rette  di  Cayley  comuni  a  due  pentaedri  concorrono  in  uno  stesso  punto. 

A  questo  darò  il  nome  di  punto  di  Sdmon  e  lo  indicherò  coi  simbolo  I.  II,  se  le  quat- 
tro rette  in  esso  concorrenti  sono  comuni  ai  pentaedri  I,  II. 

26.  D  punto  di  Salmon  I.  II  è  adunque  il  centro  di  prospettiva  comune  a  tre  tetrae- 
dri: due  formati  dal  piani  tritangenti 

L  III,    I.  IV,    I.  V,    I.  VI 
II.  Ili,    II.  IV,    IL  V,    II.  VI 

non  comuni  ai  pentaedri  I,  II;  il  terzo  avente  i  vertici  nei  punti  di  Steiner  conjugati  ai 
quattro  allineati  nella  retta  di  Steiner  I.  II,  cioè  formato  dai  piani  III,  IV,  V,  VI  dell'e- 
saedro (21)  i  cui  vertici  sono  i  venti  punti  di  Steiner.  Il  primo  tetraedro  e  il  terzo  hanno 
le  loro  facce  corrispondenti  che  si  segano  nelle  rette  di  Steiner  I.  III,  I.  IV,  T.  V,  I.  VI, 
epperò  il  loro  piano  d'omologia  è  la  faccia  I  dell'esaedro.  Similmente,  la  taccia  II  dell'e- 
saedro è  il  piano  d'omologia  del  secondo  e  del  terzo  tetraedro:  Quanto  ai  tetraedri  primo 
e  secondo,  abbiamo  già  veduto  che  il  loro  piano  d'omologia  è  il  piano  I.  II  di  Plttcker. 

27.  Siccome  la  retta  di  Cayley  I.  II.  Ili,  che  congiunge  due  vertici  de'  pentaedri 
I,  II,  va  a  passare  anche  per  un  vertice  del  pentaedro  III,  cosi  essa  conterrà  tre  centri 
di  prospettiva,  vale  a  dire  i  tre  punti  di  Salmon  I.  Il,  I.  Ili,  IL  III.  /  punti  di  Sal- 
mon sono  adunque  quindici,  allineati  tre  a  tre  nelle  venti  rette  di  Cayipy. 

28.  Come  s'è  già  veduto,  le  venti  rette  di  Cayley  sono  eonjugate  due  a  due;  se  quat- 
tro di  esse 

I.  IL  III,    I.  II.  IV,    L  II.  V,    I.  IL  VI 

concorrono  in  un  punto  I.  II  di  Salmon,  passando  risp.  per  quattro  punti  di  Steiner 

IV.  V.  VI,    III.  V.  VI,    III.  IV.  VI,    III.  IV.  V 

vertici  di  un  tetraedro,  le  quattro  eonjugate  sono  nel  piano  I.  II  di  Pliicker  (24)  e  pas- 
sano risp.  pei  quattro  punti  di  Steiner  conjugati  ai  predetti  ed  allineati  nella  retta 
I.  II  di  Steiner. 

29.  Il  piano  I.  II  di  Pliicker  contiene  adunque  un  quadrilatero  i  cui  lati  sono  le  quat- 
tro rette  di  Cayley  IV.  V.  VI,  III.  V.  VI,  HI.  IV.  VI,  III.  IV.  V  (le  cui  eonjugate 
concorrono  nel  punto  L  II  di  Salmon)  ed  i  cui  vertici  sono  i  punti  di  Salmon  IIL  IV, 
IIL  V,  IIL  VI,  IV.  V,  IV.  VI,  V.  VL  pei  quali  passano  ordinatamente  altre  cop- 
pie di  rette  di  Cayley.  Per  es.  pel  punto  di  Salmon  III.  IV,  comune  alle  rette  di  Cayley 
IIL  IV.  V,  III.  IV.  VI,  passano  anche  le  rette  analoghe  IIL  IV.  I  e  IIL  IV.  II; 
ecc.  Queste  nuove  dodici  rette  di  Cayley  sono  eonjugate  due  a  due;  per  es.  sono  eonju- 
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^ate  III.  IV.  I  e  V.  VI.  Il;  III.  IV.  II  e  V.  VI.  I;  eoe.  Vale  a  dire,  due  rette  coniu- 
gate passano  per  due  vertici  opposti  del  quadrilatero. 

E  come  0  piano  I.  Il  di  Pliieker  contiene  i  sei  punti  di  Salmon  dianzi  nominati,  così 
pel  punto  I.  Il  di  Salmon  passano  i  sei  piani  di  Pliieker  III.  IV,  III.  V,  III.  VI, 
IV   V,     IV   VI,    V   VI   Dunque 

1  qumdu.1  pmm  di  Pìueter  passam  ire  a  Ufi  p^i  le  l'enlt  leitr  fh  Cayìeij  a  •^n  a  ^cì  fu 
ì  quìndtei  punii  d%  Salmon 

SO  I  piani  di  Plueker  sono  loordmati  ai  punti  di  Sdlmon,  un  piano  di  Pluckfi 
pei  e'ì  I  II,  contiene  i  sei  punti  di  &almon  che  sono  («ordinati  ai  sei  piani  di  Pluckei  pas 
santi  pel  punto  I  II  di  balnion  coordinato  al  primo  piano  E  la  retta  di  Cayley  the  con- 
tiene tie  punti  di  balmon  e  eonju^ata  a  qnella  por  ìa  quale  passano  i  tre  coirispondenti 
piani  di  Plueker 

31  In  un  punto  di  Salmon  per  es  I  II  con\enw,ono  sei  piani  di  Pluckrr,  le  cui 
rette  di  Steiner  sono  i  sei  spigoli  del  tetraedro  fùimato  daUe  Iacee  III  IV,  V  VI  dfl 
l'esaedro.  I  piani  di  Pliieker  (passanti  pel  punto  I.  II  di  Salmon)  sono  adunque  i  piani 
proiettanti  degli  spìgoli  dei  tetraedri  prospettivi  sopra  nominati  (26). 

32.  Siccome  ai  quattro  punti  di  Steiner  allineati  in  una  retta  (di  Steiner),  per  es. 
I,  II,  corrispondono  (25)  quattro  rette  di  Cayley  concorrenti  in  un  punto  (di  Salmon, 
T,  II),  così  ai  dieci  punti  di  Steiner  posti  in  un  piano  —  per  es.  nella  faccia  I  dell'e- 
saedro (21)  —  corrispondono  dieci  rette  dì  Cayley  che  congiungono  due  a  due  i  cinque 
punti  di  Salmon  —  I.  II,  L  III,  I.  IV,  I.  V,  I.  VI  —  corrispondenti  ai  cinque 
piani  di  Pliieker  le  cui  rette  di  Steiner  giacciono  nel  piano  I  dell'esaedro.  Vale  a  dire:  ai 
dieci  punti  di  Stemer  posti  in  una  faccia  dell'esaedro  corrispondono,  come  rette  di  Cayley, 
gli  spigoli  d'un  pentagono  (gobbo  completo)  i  cui  àngue  veHiei  sono  punti  di  Salmon  e  le 
cui  dieci,  facce  sono  piani  di  Plueker. 

E  si  vede  pur  facilmente  che  gli  altri  dieei  punti  di  Saìmon,  le  aìtre  dieci,  rette  di  Cay- 
ley {coniugate  alle  precederdi)  e  gli  altri  cinque  piani  di  Pliieker  sono  i  vertici,  gli  spigoli  e 
le  facce  d^un  pentaedro;  che  in  un  eerto  senso  è  correlativo  del  pentagono.  I  vertici  del  pen- 
taedro sono  ordinatamente  situati  negli  spigoli  del  pentagono,  e  le  facce  di  questo  passano 
per  gli  spigoli  di  quello. 

Ciascuna  faccia  dell'esaedro  dà  origine  ad  un  pentagono  e  ad  un  pentaedro  come  quelli 
ora  considerati. 

33.  H  piano  tritangente  I.  II  contiene  tre  rette  della  superficie  ^,  le  quali  sono 
ordinatamente  date  (14)  dalle  coppie  di  piani  tritangenti 

III.  IV,      V.  VI 

III.    V,     IV.  VI 


III  VI,     IV. 
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Queste  tre  rette  formano  un  triangolo,  pei  cui  vertici  P,  P',  P"  passano  adunque,  rispet- 
tivamente, i  piani 

p HI.  V,         la  VI,         IV.  V,        IV.  VI 

F III.  VI,  HI  IV,  IV.    V,  V.  VI 

P" III.  IV,  III.    V,  IV.  VI,  V.  VI 

epperò  le  rette  di  Pascal 

p IH  {V.  VI),   IV  (V.   VI),  V  (iiL  IV),   VI  (IH.  iv) 

p' in  (iv.  vi),  IV  (in.  V),  v  (iv.  vi),  vi  (iii.  v)  ' 

p" Ili  (IV.  V),  IV  (IH.  VI),  V  (in.  vi),  vi  (iv.  v). 

Queste  dodici  rette  (che  sono  le  corrispondenti  de'  dodici  punti  di  Kirkman  posti  nel 
piano  I.  II  di  Plucker),  prese  tre  a  tre  secondo  le  linee  verticali,  passano  pei  quattro  punti 
di  Steiner 

IV.  V.  VI,    III.  V.  VI,    III.  IV.  VI,    III.  IV.  V 

e  pei  quattro  punti  di  Kirkman 

III  (IV.  V.  VI),  IV  (III.  V.  VI),  V  (in.  IV.  VI),  vi  (in.  iv.  V) 

appartenenti  ordinatamente  ai  pentaedri  III,  IV,  V,  VI  e  corrispondenti  alle  quat- 
tro rette  di  Pascal  che  giacciono  nel  piano  I.  Il  di  Pìiìcker.  I  quattro  punti  di  Steiner  ed 
i  quattro  punti  di  Kirkman  sono  allineati  ordinatamente  sulle  quattro  rette  di  Cayley 
che  concorrono  nel  punto  I.  II  di  Salmon.  Dunque,  questo  quattro  rette  contengono  i 
vertici  di  quattro  tetraedri  prospettivi,  vale  a  dire:  i  due  del  n."  2ò,  formati  dai  piani  non 
comuni  de'  pentaedri  I,  II;  il  terzo  coi  vertici  ne'  punti  di  Steiner  coniugati  ai  quattro 
allineati  nella  retta  I.  II  di  Steiner;  ed  il  quarto  i  cui  vertici  sono  punti  di  Kirkman  appar- 
tenenti ordinatamente  ai  quattro  pentaedri  III,  IV,  V,  VI.  Considerando  il  terzo  tetrae- 
dro e  il  quarto,  vediamo  che,  delle  sedici  rette  congiungentii  vertici  dell'uno  con  quelli 
dell'altro,  quattro  sono  rette  di  Cayley  concorrenti  ne!  punto  I.  II  di  Salmon,  mentre 
le  altre  dodici  sono  rette  di  Pascal  concorrenti  quattro  a  quattro  nei  vertici  P  P'  P" 
del  triangolo  I    II  *)    Dunque 

Il  tetraedìo  che  ha  i  verhei  we'  punh  M  Sieiner  coniugati  a  quelli  allineati  nella  reità 
I.  Il  di  Stemeì  ed  t?  tetraedìo  t  cui  ve} t%et  sono  i punti  di  Kirkman  corrispondenti  alle  quat- 
tro rette  di  Pascal  contenute  nel  piano  1  II  di  Plucker,  sono  prospettivi  rispetto  a  quattro  di- 


*)  Chiamo  Èriangulo  I.  li  quello  fotmato  dallfi  tre  rette  comuni  alla  superficie  ^  ed  al 
piano  I.  IL 
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versi  ceniri  dì  proiezione:  i  quali  sono  il  punto  I.  II.  di  Sàlmon  ed  i  vertici  del  triangolo  I.  II. 
34.  I  sei  piani  di  Pluclter  passanti  pel  punto  I.  II  di  Salmon  formano  le  tre  coppie 

IH.  IV  e  V.  VI 
III.  V  e  IV.  VI 
III.  VI  e  IV.  V 

di  facce  opposte  del  quadrispigolo  completo  costituito  dalle  quattro  rette  di  Caytey  con- 
correnti nel  detto  punto. 

Prendiamo  il  primo  di  que'  sei  piani.  Esso  contiene  la  retta  di  Cayley  I.  II,  V  nella 
quale  giacciono  il  punto  di  Steiner  ITI.  IV.  VI  e  il  punto  di  Eirkman  VI  {III.  IV.  V),  e  con- 
tiene ancora  la  retta  di  Cayley  I.  IL  VI  che  passa  pel  punto  III,  IV.  V  di  Steiner  e  pel  punto 
V  (III.  IV.  VI)  di  Kirkman.  Unendo  il  primo  punto  di  Steiner  eoi  secondo  di  Kirkman,  ed 
il  secondo  di  Steiner  coi  primo  di  Kirkman,  le  eongiungenti  concorreranno  (33)  in  un  ver- 
tice del  triangolo  I.  II.  E  per  questo  stesso  punto  passeranno  le  rette  analogamente  otte- 
nute nel  piano  di  Plucker  V,  VI,  opposto  a  quello  ora  considerato.  Dunque: 

Le  rette  diagonali  del  quadrispigolo  completo  formato  dalle  rette  di  Cayley  che  concorrono 
nel  punto  I.  II  di  Salmon  passano  pei  vertici  del  triangolo  I.  IL 

36.  Si  scorge  cosi  che  l'intersezione  di  due  piani  di  PlUcker  o  contiene  un  punto  di  Sal- 
mon, 0  ne  contiene  tre.  Nel  primo  caso  (per  es.  i  piani  IIL  IV  e  V.  VI)  essa  contiene  anche 
un  punto  P;  nel  secondo  {per  es,  i  piani  III,  IV  e  III.  V)  essa  è  una  retta  di  Cayley. 

36.  TJn  piano  di  Plucker,  per  es.  I.  II,  contiene  quattro  rette  di  Cayley  e  sei  punti  di 
Salmon,  eonjugati  due  a  due  (vertici  opposti  del  quadrilatero  formato  dalle  rette  di  Cay- 
ley). Pel  punto  III.  IV  di  Salmon  pt^eano  —  oltre  le  due  giacenti  nel  piano  che  si  consi- 
dera—due rette  di  Cayley  I,  IIL  IV,  IL  III.  IV,  conjugate  alle  due  IL  V.  VI,  I.  V,  VI 
che  passano  pel  punto  di  Salmon  V.  VI,  a  quello  conjugato.  Dunque  le  tracce  dei  piani  di 
Plucker  passanti  pel  punto  I.  II  di  Salmon,  sul  piano  I.  II  di  Plucker,  passano  ordinata- 
mente pei  punti  di  Salmon  posti  in  questo  piano  (ed  anche  pei  punti  P  vertici  del  quadri- 
latero formato  dalle  quattro  rette  di  Pascal);  ossia: 

Le  quattro  rette  di  Cayley  poste  in  un  piano  di  Plucker  e  le  quattro  rette  di  Cayley  concor- 
renti nel  corrispondente  punto  di  Salmon  formano  un  quadrilatero  ed  un  angolo  quadrispi- 
golo tali  che  le  facce  del  secondo  passano  pei  vertici  del  primo. 

Questa  proprietà  è  già  contenuta  nel  n."  32. 
37.  n  piano  tritangente  I.  II  è  segato  dalle  altre  quattro  facce  del  pentaedro  I  in 
quattro  rette  di  Pascal,  per  le  quali  passano  risp.  i  piani  di  PlUcker  IL  III,    IL  IV,   IL  V, 
II,  VI  formanti  un  tetraedro,  i  cui  vertici  sono  i  punti  I.  Ili,    I.  IV,    I.  V,    I.  VI  di  Sal- 
mon, situati  nelle  quattro  rette  di  Cayley  che  concorrono  nel  punto  l.  II  di  Salmon.  Cosi 
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pure  lo  stesso  piano  tritangente  I.  II  è  segato  dalle  altre  quattro  facce  del  pentaedro  II  in 
quattro  rette  di  Pascal,  per  le  quali  passano  i  piani  I.  Ili,  I,  IV,  I.  V,  1.  VI  di  Plucker, 
costituenti  un  tetraedro,  i  vertici  del  quale  sono  i  punti  II.  III,  IL  IV,  IL  V,  II.  VI  di 
Salmon,  allineati  coi  precedenti  nelle  quattro  rette  di  Cayley  che  eoncorrono  nel  punto 
I.  II  di  Salmon.  Le  Eaoee  omologhe  dei  due  tetraedri  nominati  si  segano  nelle  rette  di 
Cayley  IV.  V.  VI,  III.  V.  VI,  III.  IV.  VI,  IIL  IV.  V  coniugate  alle  anzidette.  Dunque 
il  piano  d'omologia  de'  due  tetraedri  è  il  piano  L  II  di  Plucker. 

38.  In  un  piano  di  Plucker  giacciono  quattro  rette  di  Pascal,  quattro  rette  di  Cayley, 
dodici  punti  di  Kirkman  e  quattro  punti  di  Steiner.  Questi  sedici  punti  sono  le  interse- 
zioni delle  prime  quattro  rette  colle  seconde;  ma  i  quattro  punti  di  Steiner  sono  in  linea 
retta,  dunque  i  dodiei  punti  di  Kirleman  situati  in  uno  stesso  piano  di  Plucker  giacciono  in 
una  curva  di  terzo  ordine. 

39.  Considerando  le  tracce  de'  quindici  piani  tritangenti  sul  piano  I.  II  di  Plucker, 
otto  di  esse  sono  ridotte  alle  quattro  rette  dì  Pascal  III  (L  II),  IV  (L  II),  V  (L  II), 
VI  (I.  II)  contenute  in  quel  piano;  una  consiste  nella  retta  I.  II  di  Steiner;  le  altre  sei  con- 
gìungono  due  a  due  i  dodici  punti  di  Kirkman.  Infatti  i  punti  di  Kirkman  III  (I,  II.  IV) 
eIV(L  II.  Ili)  giacciono  entrambi  nel  piano  IH.  IV;  ecc. 

Queste  sei  rette  sono  evidentemente  le  tracce  de'  sei  piani  tritangenti 

HI.  IV  e  V.  VI 
III.  V  e  IV.  VI 
IIL  VI  e  IV.  V 

che  passano  due  a  due  per  le  rette  comuni  alla  superficie  ^  ed  al  piano  tritangente  I.  IL 
Le  sei  rette  formano  dunque  tre  coppie  concorrenti  ne'  tre  punti  in  cui  la  retta  di 
Steiner  I.  II  è  tagliata  dai  lati  del  triangolo  I.  IL 

40.  Veniamo  ora  alle  tracce  dei  piani  di  Plucker  sopra  un  piano  tritangente,  per 
es,  I.  IL  Uno  di  essi  passa  per  la  retta  I.  II  di  Steiner.  Altri  otto,  vale  a  dire 

L  III  e  IL  HI 
I.  IV  e  IL  IV 

L    V  e  IL    V 

I.  VI  e  IL  VI 

formanti  quattro  coppie,  danno  le  otto  rette  di  Pascal  situate  nel  piano  tritangente  e  si 
segano,  per  coppie,  nelle  rette  di  Cayley  IV.  V.  VI,  IIL  V.  VL  IH.  IV.  VL  IIL  IV.  V 
poste  nel  piano  L  II  di  Plucker.  I  sei  rimanenti  sono  quelli  che  concorrono  nel  punto  I.  II 
di  Salmon,  opperò  le  loro  tracce  sono  i  iati  di  un  quadrangolo  completo  avente  i  punti 
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diagonali  ne'  vertici  del  triangolo  I.  II;  giacché  questi  vertici  sono  (34)  le  tracce  delle  rette 
diagonali  del  quadrispigolo  formato  dalle  quattro  rette  di  Cayley  concorrenti  nel  punto 
I.  II  di  Salnion. 

Di  questi  sei  piani  uno  qualunque,  per  es.  III.  IV,  contiene  quattro  rette  dì  Pascal  — 
I  (HI.  IV),  II  (III.  IV),  V  (III.  IV),  VI  (III.  IV)  —  e  dodici  punti  dì  Kirkman,  due 
de'  quali  —  I  (II.  IH,  IV),  II  (I.  IIL  IV)  —  sono  anche  nel  piano  tritangente  I.  II. 
Dunque  le  sei  rette  congiungenti  i  vertici  corrispondenti  de'  due  quadrilateri  formati 
dalle  rette  di  Pascal  nel  piano  tritangente  L  II  —  vale  a  dire  le  rette  che  uniscono  i  punti 
di  Kirkman 

I  (IL  IH.  IV)  e  II  (I.  III.  IVX 

I  (II.  III.    V)  e  II  (I.  III.    V), 

I  (IL  IH.  VI)  e  II  (L  III.  VI), 

I  (IL  rV.    V)  e  II  (I.  TV.    V), 

I  (IL  IV.  VI)  e  II  (L  IV.  VI), 

I  (II.    V.  VI)  e  II  (I.    V.  VI), 

sono  le  tracce  de'  sei  piani  di  Plileker  che  passano  pel  punto  I.  II  dì  Salmon. 


41.  Nelle  cose  esposte  sinora,  l'ipotesi  di  una  superficie  gf  dì  terz'ordine  dotata  di 
un  punto  conico  0  non  è  stata  necessaria  se  non  in  quanto  s'è  voluto  avere  un  centro  di 
projeàone  per  dedurre  dalle  proposizioni  stereometriche  i  teoremi  planimetrici  deil'Ae- 
xagmmmum  mì/sHeum.  Che  se  si  prescinde  da  tale  proiezione,  le  proprietà  dimostrate  nella 
prima  parte  di  questa  Memoria  presuppongono  unicamente  l'esistenza  di  un  sistema  di 
quindici  rette  situate  tre  a  tre  in  quindici  piani.  I  quindici  piani  si  aggruppano  in  set  pen- 
taedri i  cui  vertici  e  i  cui  spigoli  ho  chiamati  punii  di  Kirkman  e  rette  di  Pascal  *); 
aggruppano  inoltre  in  venti  triedri  conjugati  due  a  due,  i  cui  vertici  sono  i  punti  di  Steiner: 
punti  situati  quattro  a  quattro  in  quindici  rette,  dette  rette  di  Steiner.  Le  rette  ed  i  punti 
di  Steiner  sono  spigoli  e  vortici  di  un  esaedro,  che  costituisce  in  eerto  modo  il  nucleo  del- 
l'intera figura,  ed  alle  cui  sei  facce  sono  coordinati  i  sei  pentaedri  Le  sessanta  rette  di  Pa- 
scal, oltre  ad  essere  gli  spigoli  de'  sei  pentaedri  e  de'  venti  triedri  sono  anche  distribuite 
quattro  a  quattro  in  quindici  piani,  detti  piani  di  Flucker,  i  quali  passano  tre  a  tre  per 
le  venti  rette  di  Cayley,  sei  a  sei  per  i  quindici  'punii  di  Salmon  e  uno  ad  uno  per  le  quìn- 
dici rette  di  Steiner. 


•)  Ripeta  che  queste  deuominaaioni  sono  adottato    uni  e  amen  te  in  vista  del  riferimento 
vW'heseagra/mmvM  mysUewn. 
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42.  Questa  figura  si  presenterà  adunque  ogniqualvolta  si  abbiano  quindici  rette 
situate  tre  a  tre  in  quindici  piani.  Ora,  un  tal  sistema  di  rette  e  di  piani,  che  è  unico  nella 
superficie  di  terz'ordine  eon  punto  doppio,  esiste  invece  trentaseì  volte  nella  superficie 
generale  di  terz'ordine.  Intatti  è  un  noto  teorema  di  Sehlàfli  *)  che  le  ventisette  rette  dì 
questa  superficie  danno  trentaseì  iissestuple  **):  dove  per  hissestupla  intendo  il  sistema  di 
due  gruppi  di  sei  rette 

a,  0,2  (1^  a,  a^  a^ 
6,  h  \  b,  h  h 

tali  ohe  ciascuna  di  esse  non  incontra  alcuna  retta  del  suo  gruppo  e  ne  incontra  cinque 
dell'altro  gruppo.  Togliendo  dalle  ventisette  rette  della  superficie  le  dodici  di  una  bisse- 
stupla,  te  quindici  rimanenti  costituiscono  appunto  un  sistema  della  natura  suindicata, 
cioè  giacciono  tre  a  tre  in  quindici  piani.  Gli  altri  trenta  piani  tritangenti  sono  quelli  che 
contengono,  ciascuno,  due  rette  della  bissestupla  ed  una  delle  quindici  restanti. 

A  ciascuna  delle  trentasei  bissestuple  corrispondono  adunque  un  esaedro  ***),  sei 
pentaedri  e  dieci  coppie  di  triedri  conjugati,  col  corredo  delle  proprietà  surricordate  (41), 
Siccome  però  il  numero  totale  delle  coppie  di  triedri  conjugati  è  centoventi  ■)■),  cosi 
può  già  inferirsi  che  i  triedri  non  possono  essere  totalmente  diversi  da  una  bissestupla  ad 
un'aJtra.  Infatti,  si  dimostrerà  ora  che  ogni  coppia  di  triedri  conjugati  è  comune  a  tre 


43,  Siccome  le  quindici  rette  escluse  da  una  bissestupla  giacciono  tre  a  tre  in  quin- 
dici piani,  così  da  esse  non  è  possibile  cavare  un'altra  bissestupla:  giacché  le  rette  di  una 
bissestupla  sono  invece  situate,  due  a  due,  in  trenta  piani,  ciascuno  de'  quali  contiene 
inoltre  una  retta  estranea  alla  bissestupla.  Da  ciò  si  conclude  che  due  bissestuple  hanno  al- 
meno una  retta  comune. 


*)  An  attempi  to  determ/ine  the  twenty-seven  lines  wpon  a  nwfnce  ofthe  tJiird  arder  età.  {Qiiar- 
terly  Journal  of  Math.  voi.  II,  1868). 
**1  Doppelsechs  ted.,  dovMe-m'X  ingl. 
**•)  Questi  esaedri,  in  numerò  finito,  sono  compresi  tra  quelli,  in  numero  illimitato,  otte- 
nuti dal  prof.  Eete  nel  suo  bel  lavoro  inserito  ne!  tomo  78  del  Giornale  di  Borchakdt  ed  a- 
vente  per  titolo;  Oeometriaeher  Beweis  des  Syh'estersohen  Saizes  a  Jede  quatemére  euMsche  Form 
ist  dtwstdlbar  (d»  Suiaiae  von  fwnf  Cuhen  Unearer  Formen  »  n."  15.  Ne  segue  ana  costruzione, 
(orse  finora  non  conosciuta,  per  passare  dalle  ventisette  rette  di  una  suporflcie  generale  di  ter- 
z'ordine al  ano  pentandro  (i.  e.  n."  98)  di  Stlvbstek:  le  due  sviluppabili  di  quart' ordine  risp. 
inscritte  negli  esaedri  corrispondenti  a  due  bissestuple  hanno  cinque  piani  tangenti  e 
i  quali  sono  appunto  le  facce  del  pentaedro  domandato 

t)  L.  e.  11.0  U8. 
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Sia  ffl|  *)  una  retta  comune  a  due  liissestuple,  e  6,  la  sua  coniugata  nella  prima 
bissestupla.  Allora  sono  imaginabìli  due  casi:  o  la  retta  eonjugata  ad  «i  nella  seconda  bis- 
sestupla  incontra  6,,  0  non  la  incontra;  e  sia  essa  «z  nel  primo  caso,  Cj^  nel  secondo. 

In  entrambi  i  casi,  la  prima  bissestupla  è  completata  dalle  cinque  rette  («j  a-^  a^  cu,  «„) 
che  incontrano  6,  senza  tagliare  a^,  e  dalle  cinque  {i^  Òj  b,  \  \)  che  sono  appoggiate  ad 
a,  senza  incontrare  i,. 

Nel  primo  cìtóo  poi,  la  seconda  bissestupla  è  completata  dalle  cinque  rette  (b,  g^  e^  e^,  c-k) 
che  incontrano  a^  ma  non  a,,  e  dalle  cinque  {h  e,3  Cu  c^^  c,e)  che  incontrano  a,  ma  non 
a-2.  Fra  le  rette  che  segano  b^  ma  non  a,  c'è  anche  «j;  e  cosi  fra  le  rette  che  incontrano  a, 
senza  appoggiarsi  ad  a,  c'è  b,;  e  sieeome  fra  le  rette  che  incontrano  a,  senza  incontrare  fi, 
c'è  Ò3,  che  incontra  «,  ma  n(»n  %,  così  le  due  bissestuple  hanno  in  comune  quattro  rette 
{a,  b,  «i  62).  Le  rette  che  non  appartengono  né  all'una  né  all'altra  bissestupla  sono  in  nu- 
mero di  27  —  (2 .  12  —  4)  ^  7  soltanto  ;  perciò  due  bissestuple  che  abbiano  quattro  rette 
comuni  non  hanno  in  comune  alcuna  coppia  di  triedri  conjugati. 

Nel  secondo  caso,  le  tre  rette  (è,  ^5  b^)  che  incontrano  a,  senza  appoggiarsi  né  a  c^j  né 
a  61 ,  e  le  due  (a^  0-^)  che  si  appoggiano  a  c-n  ed  a  6,  senza  incontrare  a, ,  appartengono  alle 
due  bissestuple,  le  quali  hanno,  per  conseguenza,  sei  rette  («i  «j  a^  b^  br,  be)  in  comune. 
Le  due  bissestuple  risultano  cosi  formate 

Ut  di  a^  eif  ils  (^e     I     Oli  (ti  ffg  <ka  ^n  <^v, 

S,  hi  bi  bt  bf,  6b    ;    C23  Ci,  0,2  b,  b^  S, 

e  le  nove  rette  da  esse  escluse  giacciono  appunto  in  due  triedri  conjugati 

[Cu  Cj5  Cjs)  (Ci5  C,a  C34)  (Cm  Cti  Cas) 
(c„  fisa  e^)  {e,5  e»  c^)  (Cw  Cj,  Cs^). 

Questa  coppia  di  triedri  è  poi  comune  ad  una  terza  bissestupla:  infatti,  le  sei  rette 
fi   h   h   ■*  -^  ."  )  '^^'^^  prima  bissestupla  non  comuni    alla  seconda  e  le  sei  rette 

\  c^  Cu  c^s  ■ 

fl*  «5  «a  Cjs  C31  Cn 


■)  Qui  è  adottata  per  le  veìitisette  rette  della  superficie  di  terz'ordine  ia  notaziono  00»- 
BUeta:  I.  0.  n.°  111. 
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la  quale,  ha,  per  conseguenza,  in  comune  colle  prime  due  la  coppia  anzidetta  di  triedri 
coniugati. 

Tre  bìssestuple  le  quali  abbiano  cosi  in  comune  una  coppia  di  triedri  eonji^ati  si  di- 
ranno costituire  una  te-ma.  Vi  sono  centoventi  terne  analoghe,  corrispondenti  alle  cento- 
venti coppie  dì  triedri  conjugatì.  Scelta  una  bissestupla,  fra  le  altre  ve  ne  sono  quindici 
ciascuna  delle  quali  ha  colla  prima  quattro  rette  comuni;  e  venti  ciascuna  delle  quali  ha 
invece  colla  prima  in  comune  sei  rette.  Queste  venti  bissestuple  formano  dieci  coppie  per 
modo  che  ciascuna  coppia  costituisce  colla  bissestupla  data  una  terna.  Una  bissestupla 
qualunque  entra  dunque  in  dieci  terne. 

44,  In  luogo  di  partire  daUa  superficie  di  terz'urdine  o  dal  gruppo  delle  quindici 
rette  poste  tre  a  tre  in  quindici  piani,  si  può  supporre  arbitrariamente  dato  Vesaedro  e  de- 
durre quindi  da  esso  tutti  gli  altri  elementi  della  figura  fin  qui  considerata. 

Rappresentando  i  sei  piani  I,  II,  III,  IV,  V,  VI  (21),  facce  dell'esaedro,  colle  equazioni 

l...a:  =  0,  ll...y  =  (ì.  III . . .  2  =  0,  IV. . .  w  =  0, 
Y...—  (x+y  +  z  +  ìB)  =  t=^0,Yl...ax+hìf+cz  +  dw  =  u^O, 
si  trovano  facilmente  pei  piani  tritangenti  le  equazioni: 


1 II  . . 

•  (9- 

-  a)  I  +  (e  —  »)  y  =  0 

L  III . . 

.  (6- 

~a)x  +  (fi~c)s=^0 

I.  IV.. 

■  ('- 

-a)x  +  (f)  —  d)w^O 

I.    V.. 

•  («- 

-«)a;+BI=0 

1  VI.. 

■  (8- 

-(!)a;+«  =  0 

II.  m . . 

.  (0- 

-6)j  +  (6-o)B  =  0 

IL  IV.. 

■  («- 

-J)!(  +  (6-<J)«,  =  0 

II.    V.. 

.  (6- 

-4)^+61=0 

II.  VI.. 

■  (»- 

-  S)  !/  +  u  =  0 

III.  IV . . 

.  ('- 

-c)3  +(6  — (i)w  -=0 

ni.  V.. 

.  (6- 

-e)s  +  M-.0 

III.  VI . . 

■  V>~ 

-  e)  «  +  «  =  0 

IV.    V., 

.  (6  -. 

-d)v!+m  =  0 

IV.  VI . . 

.  (6- 

-  rf)  W+  M  =  0 

V.  VI . . 

,...8i+ii  =  0 

Dve  e  è  un  parametro  indeterminato. 

Cambiando  il  segno  +  in  —  al  secondo  termine  di  ciascuna  di  queste  equazioni  bino- 
ie,  si  hanno  le  equazioni  dei  piani  di  Plttcker  corrispondenti  agli  stessi  simboli. 
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N                 b     ì      f  q    1  gì         d  II        d           o  separate  armonicamenle  me- 

d      i    Ip         i   I   ig    t  1 2  l   PI  ick     j          t  }     la  reità  ài  Steiner  che  è  interse- 
d    qi  U    d      f 

C  n  b  na  1    du       du  1      [  n  d     p        1  PI    k  ■,  si  hanno  le  rette  di  Cayley; 

nbnndltat  ho  ptd   balm 

L  q  a  n  d  11  ui  il  d  t  d  n  {t  t  da  q  lei  piani  tritangenti  e  in  gene- 
rale non  dotata  di  punto  doppio)  può  mettersi  Éiotto  diverse  forme,  per  es  sotto  la  seguente 

{(b~b)y  +  (b-c)z)[{b-e)z+ifl~a)x)(ib~a)x+if)~b)y)  + 

((0  —  d}w  +  6i)  ((6  —  d)w+u)  [U  +  m)  =^  0. 

Se,  rispetto  a  questa  superfìcie,  si  cerea  la  pi-ima  polare  di  «no  de'  vertici  dell'esaedro, 
per  es.  del  punto  a:  =  j/  =  s  =  0,  si  trova  l'equazione 

(b  —  dfw'  —  W  +  du'=Q, 

che  è  soddisfatta  da  ciascuno  de'  seguenti  quattro  sistemi 

(Q  —  d)w^m^u, 

(d  —  i)w  =  —  m  =  u, 

(B  —  i)w^flt  =  —  u. 

Donde  si  trae  che  il  cono  polare  del  vertice  a;  =  j/  =  s  =  Oè  eonjugato  a)  triedro  formato 
daiUe  tre  facce  dell'esaedro  concorrenti  nel  vertice  opposto  ic  =  (  ^  m  =  0,  e  passa  per 
la  retta  di  Cayley  e  per  le  tre  rette  di  Pascal  che  escono  da  questo  punto.  Le  medesime 
quattro  rette  formano  un  quadrìspigolo  completo  le  cui  facce  sono  tre  piani  tritangenti 
e  tre  piani  di  Pliicker,  e  le  cui  diagonali  sono  tre  rette  dì  Steiner. 

45.  La  presenza  del  parametro  6  fa  vedere  che  l'esaedro  non  basta  a  determinare 
l'intera  figura;  ai  può  ancora,  per  uno  degli  spigoli  dell'esaedro  (rette  di  Steiner)  condurre 
ad  arbitrio  il  piano  tritangente  o  il  piano  di  PliickeK  con  ciò  tutto  resta  determinato.  Fa- 
cendo variare  quel  piano  intorno  allo  spìgolo  prescelto,  tutt'i  piani  tritangenti  e  i  piani  di 
Pliicker  si  muovono  simultaneamente  generando  altrettanti  fasci  projettivi;  e  la  super- 
ficie di  terz'ordine  genera  una  serie  semplicemente  infinita  d'indice  3. 

Si  può  invece  assumere  ad  arbitrio  una  retta  di  §f,  conducendo  una  secante  di  tre  spi- 
goli dell'esaedro  che  due  a.  due  non  s'incontrino,  per  es.  degli  spigoli  T.  II,  III.  IV,  V.  VI. 
Cosi  restano  individuati  i  piani  tritangenti  I.  II,  III.  IV,  V.  VI.  Il  piano  I.  II  sega  cia- 
scuno degli  spigoli  LEI.  V,    IV,  VI,   III.  VI,    IV.  V  in  un  punto;  unendo  U  primo  col  se- 
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condo  punto,  ed  il  terzo  col  quarto  si  hanno  due  rette  della  superficie.  Analogamente  si 
costruiscono  altre  due  rette  nel  piano  IH.  IV  ed  altre  due  nel  piano  V.  VI.  Ed  operando 
similmente  su  queste  nuove  rette  come  sulla  prima,  si  ottengono  tutte  le  quindici  rette 
di  5*,  ciascuna  appoggiata  su  tre  spigoli  dell'esaedro.  Una  qualsivoglia  delle  quindici 
rette  determina  dunque  tutte  le  altre,  epperò  l'intera  figura. 

Se  poi  si  domandano  le  altre  dodici  rette  deUa  superficie,  le  quali  costituiscono  una  bis- 
sestupla,  indicate  coi  simboli  c^^,  c^, . .  ,e^  le  quindici  già  ottenute,  sì  costruiscano  le  due 
trasversali  «i,  6,  comuni  alle  rette  c,s,  Cjj,  c^,  o,^,  Cu,  *).  Indi  sì  troverà  a^  costruendo  la 
retta  che  giace  nel  piano  ii  c^j  ed  incontra  c^g,  c^,;  si  troverà  6^  costruendo  la  retta  che 
giace  nel  piano  a,c,2  ed  incontra  C;3,Cn;  ecc. 


46.  Posto  per  brevità 

(6~a)a:=X,     (9  — &))/==  Y,    (e~e)3  =  Z, 
(9  — d)!U  =  W,  ei  =  T,  M=U, 

onde  si  ha  identicamente  (44) 

X  +  Y+Z  +  W  +  T+U  =  0, 
le  sei  facce  del  dato  esaedro  saranno  rappresentate  dalle  equazioni 

X  =  0,    Y-=0,    Z  =  0,    W=0,    T  =  0,    U--0. 
Se  ora  si  prendono  a  considerare  i  sei  pentaedri 

1.0)  X  +  ii:Y  =  0,  X  +  ifcZ  =  0,  X  +  kVf  =  0,  X  +  kT^O,  X  +  kV  =  0, 

■  2.»)  Y+JfcX  =  0,  Y+ì:Z=0,  Y  +  AW  =  0,  Y+fcT  =  0,  Y  +  k\ì  =  Q. 

B°)   Z  +  kX^O,  Z+/cY=0,  Z  +  fcW  =  0,  Z  +  fcT  =  0,  Z  +  kì]  =  0. 

4.<')W  +  fcX  =  0,  W+fcY-=0,  W+it  Z  =  0,  W  +  A:T  =  0,  W  +  iU=0 

5.»)   T  +  ii;X  =  0,  T  +  ^Y=0,  T  +  k  Z  =  0,  T  +  ftW=0,  T+fcU-=0. 

6.o)U+ftX-0,  U+fcY=0,  U  +  ^  Z  =  0,  U  +  fcW=0,  U  +  fcT=0. 


formati  da  trenta  piani  che  passano,  due  a  due,  per  i  quindici  spigoli  dell'esaedro  (rette 
di  Steiner),  sì  riconosce  facilmente  che,  qualunque  sia  il  valore  del  parametro  arbitrario  k, 
essi  hanno  proprietà  analoghe  a  quelle  de'  pentaedri  dei  n.^  Il,  sebbene  i  nuovi  pentaedri 
non  abbiano  m  generale  due  a  due  una  faccia  comune.  L'insieme  de'  loro  spigoli  e  de'  loro 
vertici  è  analogo  al  sistema  delle  sessanta  rette  di  Pascal  e  de'  sessanta  punti  di  Kirkman. 
47.  Uno  «pigolo  qualunque   come 


*)  Se  le  due  trasvei'saJi  ooincidcuo,  la  superficie  a 


1  punto  doppio. 
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paBBa  per  un  punto  di  Steiner  (vertice  dell'esaedro) 

e  viceversa,  per  uno  qualunque 

X  =  Y  =  Z  =  0 

de'  punti  dì  Steiner  passano  tre  spigoli 

X  +  lcY  =  0,  X  +  kZ  =  0, 
Y+;tX  =  0.  Y+itZ  =  0, 
Z  +  kX^O,     Z  +  kY=i), 

che  appartengono  a  tre  diversi  pentaedri  —  1",  2",  3"  —  e  determinano  un  triedro  le  cui 
facce  sono 

(fc-l)X  +  Y+  Z  =  0, 

(fc  — 1)Y+Z  +  X  =  0, 

(k  —  1)  Z  +  X+ Y  =  0. 

Per  i  detti  spigoli  passano  risp.  i  tre  piani  di  Plùeker 

Y  — Z  =  0,    Z-X=0,    X  — Y=0, 
che  si  segano  lungo  la  retta  di  Cayley 

X  =  Y  =  Z. 
Agli  spigoli  medesimi  si  oppongono,  ne'  rispettivi  pentaedri,  tre  vertici 

X  +  ifcW  =  0,  X  +  feT  =  0,  X+fcU  =  0, 
Y  +  fc"W  =  0,  Y  +  feT  =  0,  Y  +  ftU=0, 
Z  +  it"W  =  0,     Z  +  JfcT  =  0,     Z  +  ^U=0, 

allineati   nella    retta  di    Cayley    W  =  T  =  U  che    corrisponde  al    punto  di  Steiner 
X  =  Y  =  Z^=0  donde  escono  i  tre  spigoli  (efr.  22). 

48,  Nei  quattro  punti  di  Steiner  allineati  in  uno  spigolo  X  =  Y  =  0  dell'esaedro 
concorrono  dodici  spigoli  de'  nuovi  pentaedri,  vale  a  dire  :  quattro  del  1."  pentaedro,  si- 
tuati nella  faccia  X  +  .t  Y  =  0;  quattro  del  2."  situati  nella  faccia  Y+  fc  X  =  O;equattro 
che  appartengono  risp.  agli  altri  pentaedri  e  giacciono  insieme  nel  piano  di  Plùeker 
X  — Y  =  0  (cfr.  18). 

49.  Se  da  due  pentaedri,  1."  e  2.o,  si  tolgono  le  faoee  X+ftY=0,  Y+fcX=0 
che  passano  per  una  stessa  retta  di  Steiner,  ie  facce  rimanenti  formano  due  tetrae- 
dri prospettivi,  aventi  per  piano  d'omologia  il  piano  X  —  Y  =  0  di  Pliieker,  ed  i  cui 
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vertici  corrispondenti  sono  nelle  rette  di  Cayley  elie  concorrono  nel  punto  di  Salmon 
Z  =  W  ~  T=  U.  Queste  rette  contengono  inoltre,  ciascuna,  un  vertice  d'uno  de'  rima- 
nenti pentaedri;  per  es.  la  retta  Z  =  W  =  T  contiene  i  vertici 

X-i-feZ=X4-fcW  =  X+feT  =  0del  1.»  pentaedro 

Y  +  fcZ  =  Y  +  ifcW  =  Y-|-feT  =  0del2.<' 

U  +  itZ  =  U  +  fcW  =  U+&T  =  0del3.o  (cEr.  25). 

50.  Pei  quattro  punti  di  Steiner  eonjugati  ai  quattro  situati  nella  retta  X  =  Y  =  0 
passano  dodici  spìgoli  de'  quattro  pentaedri  3.",  40,  5.°  e  6.0;  i  quali  spigoli  tre  a  tre  pas- 
sano pei  quattro  punti 

Z  +  kW^  Z  +  fcT  =  Z  +  fcU=0  vertice  del  3.°  pentaedro 

W +&Z=W+fcT  =  W-|-feU  =  0       »      del  4.0 

T  +  ft  Z  =  T  +  ft  W=  T  +  J:  U  =  0       ..      del  5." 

U +fcZ  =  TJ  +  feW=U+ftT  =  0       >.      del  6.0, 

i  quali  sono  uniti  ai  quattro  di  Steiner  mediante  i  predetti  dodici  spigoli  e  le  quattro  rette 
di  Cayley  concorrenti  nel  punto  Z  =  W  =  T  =  Udi  Salmon  (cfr.  33). 

Le  medesime  dodici  rette  concorrono  due  a  due  in  sei  punti,  che  dirò  V: 

Z  =  W=-fcT  =  -&U,  T  =  U=^fcZ=~fcW, 
W  =  T  =  —  ftZ  =  ~JfcU,  Z  =  TJ=-it  W=  —  ft  T, 
T  =  Z  =  -ftW=-ftU,      W=U  =  ~ftT  =  -feZ, 


nelle  tre  tette 

Z=W, 

T  =  TJ, 

W=T, 

Z_U, 

T  =  Z, 

W=IJ, 

che  sono  gli  spìgoli  diagonali  del  quadrispigolo  formato  dalle  rette  di  Cayley  concorrenti 
nel  nominato  punto  di  Salmon. 

Il  numero  de'  punti  V  è  novanta,  corrispondendone  sei  a  ciascun  punto  di  Salmon.  Essi 
giacciono  tre  a  ire  in  sessanta  reUe,  che  sono  gli  spigoli  di  sei  nuovi  pentaedri,  le  equazioni 

delle  cui  tacce  si  deducono  da  quelle  del  n."  46  eambiando  h'm-j-^.  Per  es.  i  tre  punti  V 

X  =  Y  =  —  fcZ  =  -~ifcW, 
X  =  Y  =  —  )fcZ=  —  itT, 
X  =  Y=-feZ  =  — feU 

sono  situali  nella  tetta  S  =  Y  =  —  fc  Z,  spigolo  del  pentaedro  che  è  B.°  nella  nuova  serie. 
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5t.  Tornando  ai  pentaedri  del  n,"  46,  un  piano  di  Pliieker,  por  es.  X  —  Y  =  0,  con- 
tiene dodici  vertici  de'  pentaedri  3.",  4.°,  Ò.°  e  fi.»,  allineati  tre  a  tre  in  quattro  spigoìi 
de' pentaedri  stessi  e  in  quattro  rette  di  Cayley  (cfr.  33). 

Gli  stessi  dodici  punti  sono  situati  due  a  due  nelle  sei  rette,  che  dirò  *;,  e  che  sono  rap- 
pr^entate  da  X  —  ¥  =  0  insieme  con 

(k  —  1)  (S  +  Y)  +  2  (Z  +  W)=  0,  (fc  -  1)  fX  +  Y)  +  2  (T  +  U)  =  0, 
(fe-l)(X  +  Y)  +  2(Z  +  T)=0,  (fc  — l)fX  + Y)+  2(U  + W)  =  0,      , 
{fc  —  1)  (X  +  Y)  +  2  {Z  +  U)  =  0,  (fc  —  1)  (X  +  Y)  +  2  (W  +  T^  =  0. 

Queste  sei  rette  v  concorrono  due  a  due  ne'  tre  punti 

X  +  Y  =  0,      Z  +  W=:0,      T+U=0l 

X  +  Y==0,     ■Z  +  T  =  0,      U  +  W=o[x  — Y  =  0 

X  +  Y  =  0,      Z  +  U=0,      W+T  =  0) 

allineati  nella  retta  di  Steiner  X  =  Y  ^  0,  Questi  punti  e  gli  analoghi  (in  tutto  qttaran- 
tacmque)  sono  quelli  in  cui  gli  spigoli  dell'esaedro  sono  incontrati  da  quindici  rette  della 
superficie  ^ 

(Y  +  Z)  (Z  +  X)  (X  +  Y)  +  (W  +  T)  (T  +  U)  (U  +  W)  =  0, 

ossia  dalle  rette  r  in  cui  si  segano  tre  a  tre  i  quìndici  piani  elie  insieme  eoi  piani  di  Pmcker 
dividono  armonicamente  gli  angoli  diedri  delI'esa«dro.  Ogni  spigolo  dell'esaedro  (come 
X  =  Y  =  0)  è  incontrato  da  tre  rette  r  situate  in  un  piano  (X  +  Y  =  0);  e  viceversa 
ogni  retta  r  (come  X-f-Y=^0,  Z  +  W  =  0,  T+U  =  0)  incontra  tre  spigoli  dell'e- 
saedro (X  =  Y  =  0,  Z  =  W  =  0,  T  =  U  =  0)  che  due  a  due  non  si  segano. 

Le  rette  v  sono  novanta;  situate  sei  a  sei  nei  piani  di  Pliieker,  concorrenti  tre  a  tre  in 
sessanta  punti  che  sono  i  vertici  di  sei  nuovi  pentaedn.  Le  equazioni  delle  facce  di  questi 
pentaedri  si  deducono  da  quelle  del  n.''46  cambiando  k  in  i^lc.  Per  es.  le  tre  rette  w 

{k  —  l)(Y+  Z)  +  2(W-|-T)  =  0,  Y  — Z  =0, 
(fc  -  ])  (Z  +  X)  +  2  (W  +  T)  =  0,  Z  —  X  =  0, 
(fc  -  J  )  (X  +  Y)  +  2  {W  +  T)  =  0,  X  -  Y  =  0, 

concorrono  nel  punto  rappresentato  dalle  equazioni 

W  +  T  =  (1  —  fe)  X  =  (1  ~-  fe)  Y  =  (l  —  k)Z, 

ossia  dalle 

-  U  =  (4  —  fc)  X  -^  (4  —  fc)  Y  =  (4  —  A:)  Z, 

avuto  riguardo  all'identità  del  n.»  46.  Questo  punto  è  un  vertice  del  pentaedro  che  è  6.'' 
nella  nuova  serie. 
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52.  OgDÌ  valore  dei  parametro  fc  individua  un  sistema  dei  sei  pentaedri  (46),  aventi  le 
proprietà  suesposte,  cioè  aventi  in  comune  l'esaedro  e  i  piani  di  Plueker  (e  per  conseguenza 
le  rette  di  Steiner  e  di  Cayley,  i  punti  di  Steiner  e  di  Salmon).  Mediante  i  punti  V  il  sistema 
6  coniugato  ad  un  altro  (50),  formato  cogli  stessi  piani  presi  in  ordine  differente.  Due  si- 
stemi eonjugati  corrispondono  a  valori  reciproci  del  parametro  ;  epperò  tutte  le  coppie 
analoghe  formano  un'involuzione  i  cui  elementi  doppi  sono:  1."  il  sistema  dei  piani  di  Plu- 
eker Qc  =  —  1);  2.0  il  sistema  dei  piani  che  con  quelli  di  Plucker  dividono  armonicamente 
gii  angoli  diedri  dell'esaedro  (k  :=  1). 

53.  Cosi  pure,  mediante  le  rette  v,  un  sistema  qualunque  di  pentaedri  (46)  è  conju- 
gato  ad  un  altro  (51)  ;  e  i  due  sistemi  eonjugati  corrispondono  a  valori  di  fe  che  danno  la 
somma  costante  4.  Dunque  anche  queste  coppie  costituiscono  un'  involuzione,  i  cui  ele- 
menti doppi  sono:  1."  il  sistema  de'  sei  pentaedri  che  si  possono  formare  colle  sei  facce 
dell'esaedro,  prese  cinque  a  cinque  (^  =  00);  2."  il  sistema  corrispondente  a,k^^2. 

54.  Ogni  retta  v  contiene  due  vertici  del  sistema  k  e  due  del  sistema  4  —  £:  infatti, 
le  due  rette  v 

(i:  - 1)  (X  +  Y)  +  2(Z  +  W)  =  0,  X  -  Y  =  0, 
(ifc  —  1)  (X  +  Y)  +  2(T  +  U)  =  0,  X  "  Y  =  0, 

avuto  riguardo  all'  identità  del  n.»  46,  si  scambiano  tra  loro  se  a  A  si  sostituisce  4  —  k. 
Analogamente  si  scambiano  fra  loro  i  due  punti  V 

Z.=  W  =  — fcT=  — feU, 
T  =  U  =  — fcZ  =  -fcW, 

mutando  fe  in  ^  ;  vale  a  dire,  in  ogni  punto  V  concorrono  due  spìgoli  dei  sistema  k  e  due 


55.  Le  rette  nei  punti  V  coincidono  con  qaelli  indicati  dagli  stessi  simboli  della  Memoria 
del  sijt-  Veronese.  I  suoi  punti  Z  e  le  sue  rette  e  sono  i  vertici  e  gli  spigoli  de'  successivi  sistemi 
di  pentaedri.  Per  ottenere  precisamente  le  figure  s:',  n"...  considerate  dal  giovane  geometra  ne' 
suoi  teoremi  XXXIV,  XLVIII,  XLIX,  basta  partire  dal  sistema  di  pentaedri  fc  ^  1,  dedurre 
da  esso  il  conjugato  nell'involnaione  h  +  k'  --=  4,  poi  da  questo  il  conjugato  nell'involuzione 
k'  k"  =  1,  indi  da  quest'ultimo  il  conjugato  nell'involuzione  k"  -\-  k'"  =  4,  e  così  via  di  seguito, 
alternando  le  due  involuzioni  indefinitamente. 


y  Google 


104. 

UEBER  DIE  POLAR-HEXAEDER  BEI   DEN  FLÀOHEN 
DRITTER   ORDNUNG. 


Mathemalieche  Annaleii,  Band  XllI  (187K|,  pii.  L-W1-3W. 
lAm  19.  Spptember  1S77  ilfir  N:ttiiriorachervevg.imTnlut)g  in  MElnchen  vi.i-geìegtl. 


Wenn 

(1)  x,-{-X3-\-X3+X4  +  Xz  +  a:e  =  0, 
so  folgt  aiis  der  Ideiitìtàt: 

(Xi  +  Xs+Xs+Xt+X^+Xs)  [{x,-\- X^-i- X^y  +  (Xt+Xr^+Xi^y  —  iX,-\'Xs  +  X3)  («i+^s+^s)] 

=  (a,  +  x,  +  x,f  +  (X,  +  x,+  x,y 
=  a^-f-i4  +  i^  +  ^  +  a^+^ 

+  $ix,+  X,)  (x,  +  X,)  ix,  +x,)  +  $  {X,  +  X,)  (X,  +  ^a)  {X.  +  X,)  , 
dass  man  die  Gleichung: 

(2)  xi-{-xi+xl  +  xl-\-aS^  +  xl  =  0 
in  jede  der  zeJin  Formen  setzen  kann: 

(3)  (X,  +  X,)  (x,  4-  ^0  {X,  +  x,)  +  (x,  +  «r.)  (x,  +  ^ù  (^^  +  3^.)  =  0. 


welche  den  Corabinationen  (123)  (456)  ete.  entspreeheii. 

Die  Fliiche  dritter  Ordnung  alao,  welche  durch  die  Gleichung  (2)  dargestellt  i 
sitzt  als  dreifache  Tangentenebenen  folgende  funfzehn: 

x,-}-Xii  =  0,    Xi-'r  X  =Q, ,a]E4-^e  =  0- 
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Dieselben  lassen  sich  zu  zekn  Paaren  conjugirter  Trieder  gruppiren  iiiid  schneideii  sich 
in  den  funfzehn  Geraden: 

a;,  -f  «2  =  0,    Xi,-\-  X4  =  0,    «5  +  «a  =  0, 

«1  -[-  j;,  =  0,     «s  +  a^s  =  0,     Xt  +  Xs'^O, 


von  denen  jedesmal  drei  in  einer  der  funfzehn  Ebenen  liegen. 
Die  sechs  Ebenen 

a;i  =  0,     3^  =  0,     »s  =  0,     3:,  =  0,     :Cs  =  0,     ^6  =  0 

bilden  ein  vollstjindiges  Hexaeder,  dessen  paarweis  gegenuberstehende  zwamig  Eckeii 
die  Seheitel  der  soeben  genannten  zwanz^  Trieder  sind.  Diese  zwanzig  Sehcitel  sind 
also  zu  vier  und  vier  auf  funfsehn  Geraden  gelegen  (den  Kanten  des  Hexaeders),  «nd 
durch  jede  dieser  Geraden  geht  eine  der  dreifaehen  Tangentialebenen.  Diirch  die  nam- 
lichen  Kanten  verlaufen  noeh  funfzehn  weitere  Ebenen: 

x,—Xi  —  0,    X,  —  a;,,  =  0, ,  x^  —  Xe  =  0, 

welehe  zusammen  mit  den  dreifaehen  Tangentenebenen,  die  von  den  Flachen  des  Hexae- 
dera  eingeschloasenen  Winkel  harmoniscli  theilen.  Diese  ftìnfzehn  neuen  Ebenen  verlaufen 
zu  drei  und  drei  durch  zwamig,  paarweise  conjugirte,  gerade  Linien  und  sehneiden  sich 
uberdies  zu  sechs  und  sechs  in  filnfsekn  Punkten;  diese  zwanzig  Geraden  und  diese  fiìnf- 
zehn  Punkte  sind  den  Ecken  und  den  Kanten  des  Hexaeders  einzeln  zugeordnet  *). 

Das  Hexaeder  ist  polar,  das  heisst,  es  gehSrt  zur  Classe  der  Polsechsfhche,  die  Hr. 
Reye  entdeckt  und  in  einer  Abhandlung:  Oeometrischer  Beweis  des  Sylvester  '  scAe» 
Sakes  eie.  **)  (Nr.  16),  beschrieben  hat.  In  der  That,  man  weiss,  dass  von  den  Seheiteln 
zweier  conjugirter  Trieder  jeder  der  Poi  ist  fiìr  einen  Polarkegel,  dessen  Mittelpunkt 
der  andere  Seheitel  ist.  Aber  unser  Hexaeder  besitzt  uberdies  die  Eigenschaft,  dass  man 
es  unmittelbar  construiren  kann,  wenn  man  von  den  27  Geraden  der  Flàche  dritter 
Ordnung  solche  fiiofzehn  kennt,  welehe  nach  Abtosung  einer  Doppehechs  ubrig  bleiben. 

Nun  bilden  die  27  Geraden  secksunddreissig  Doppelsechse.  Daher  existiren  fiir  eine 
allgemeine  Flàche  dritter  Ordnung  36  Hexaeder,  die  deni  von  den  Ebenen  x,  =  0,  x,  =  0, 
....  (te  =  0  gebildeten  analog  sind,  und  jedes  Hexaeder  gehòrt  zu  einer 


*)  Vgl.  meinfi  Abhandlimg:  Teoremi  stereometrici  dai  quah  si  dedueown  le  prnprielà  deìl'e- 
mgrammo  di  Pascal  (B.  Accademia  dei  Lincei,  Rojna,  8  Aprii  1877)  [Queste  Opere,  ii.  103]- 
**)  Journal  fflr  die  r.  u.  a.  Mathematik,  Bd.  78. 
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Das  heisst,  die  36  Doppelsechse  gehen  die  Liiaung  des  fol^enden  Problems:  man  tvUldie 
Gleiéhung  dei-  allgemeinm  FlSehe  irUler  Ordnung  unter  der  Bedingung  (1)  auf  die  Form 
(2)  transformiren. 

Sind   P  =  0,  Q  =  0,  R  =  0,  S  =  0,  T  ==  0,  IJ  =  0  die  Ebenen   zweier  eonjugirter 
Trìeder,  so  dass  also: 

(4)  P  Q  R  +  i  S  T  IT  =  0 

die  Gleichung  der  Flache  ist,  und  will  man  das  Polar-Hexaeder  finden,  dem  die  Schei- 
te!  der  beiden  Trìeder  angehoren,  so  hat  man  einfach: 

F  =  3}P,    Q'  =  3Q,    R'=rR, 

S'  =  sS,     r  =  (T,    U'  =  mU, 

zu  aetzen  und  nun  j),  g,  .  .  .in  der  Art  zu  bestimmen,  dass  identiaeh 

(5)  P'  +  Q'  +  R'  +  S'  +  T'  +  U'  =  0 
Ì9t,  wShrend  die  Gleichung  der  Flache  folgende  wird: 

P'  Q'  R'  +  S'  T'  U'  =  0. 
Ea  aei  zu  dem  Zweclte; 

U  =  a'P  +  &'Q+c'R+^'S; 
dann  bestimmen  sich  die  Ooefficienten  p,q, . . .  durch  die  Gleichimgeri: 

S2> -{-■  t  a  -\- u  a'  =  0, 
q  +  th  +  ub'  =  0, 
^,,  r  +  fc  +  Mc'  — 0. 

/         s  -irtd^ud- =--(*, 
\         kpqr-^Htu=Q. 

Eliminirt  man  hier  p,  q,  r,  s.  sn  erhalt  man  cine  cubiache  Gleichung  in  - 1  vou   deren 

Wurzein  jede  eine  Lòsung  des  Problema  liefert.  Denn 

(7)  i  a-L  =  Q'  +  R'  —  P',    X,  =  R'  +  P'  -  Q',  X,  -  P'  +  Q'  -  R', 

wird  eins  der  geauchten  Hexaeder  sein. 

Ein  Paar  eonjugirter  Trieder  gehort  also  zu  drei  verschiedoncn  Hexaedern.  In  der 
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That,  zwei  Doppelsechse  haben  entweder  seehs  oder  vier  gerade  Linien  gemeiii.  Nennt 
man  iiun  zwei  Doppelsechse  assoeiirt,  wenii  sie  see?(s  Gerade  gemein  haben,  so  ist  jede 
Doppelsechs  zìi  zwanziq  Doppelsechsen  assoeiirt,  die  unter  einander  wieder  paarweise 
assoeiirt  sind.  Drei  Doppelsechse,  din  paarweise  assoeiirt  sind,  enthaJten  zusammen  18 
gerade  Linicii;  die  neun  iibrigeii  geraden  I-inien  gehiiren  einem  Paar  conjugirter  Trieder 
an,  iind  dieses  findet  sich  also  in  drei  Hexaederii,  welehe  den  drei  associirten  Doppel- 
sechsen entsprechen.  Man  hat  in  dieser  Weise  1.20  Tripeì  paarweise  assoeiirter  Doppel- 
sechse, welche  zu  den  1.20  Paaren  eonjugirter  Trieder  zngehiiren. 

Die  Fornieln  (7)  zeigen,  daas  die  Ebenen  x^,  x^,  x^,  x,,  x^,  x^  den  anderii  P,  Q,  E,  S, 
T,  IT  einneln  entsprechen  und  dass  die  Trieder  Xi  %  x^  und  P  Q  R  mit  Bezug  auf  die 
Ebeiie  re,  -[-  a^j  +  a^^  =  0  perspeetivisch  sind.  Vermoge  der  Identitàt  (5)  oder  (1)  unter- 
scheidet  sich  diese  Ebene  nieht  von  Xi-{-  x.^-\-  Xc,  =  Q\  man  hat  also  nur  zéhn  solehe 
Ebenen  etc.  Es  folgt  also,  dass  bei  zwei  associirten  Hexaedern,  verniSge  der  gemeiiisanien 
conjugirten  Trieder,  die  Seitenflachen  paarweise  zusammengeordnet  sind.  Und  ans  den 
Gleichungen  (6)  sehliesst  man,  dass  die  drei  Ebenen: 

g-i  Q  -f-  r,  R  -  'p,  P  =  0, 

ffeQ  +  fsR-JJ.P^O, 

ft  Q  +  n  R  -  Ih  P  =--  0, 

welehe  den  drei  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  fur  ',:  u  entsprechen,  ein  Buschel  bU- 
den:  cine  Bemerkung,  die  selbstverstandlich  ebeiiso  fUr  die  anderen  Tripel  znsamiiien- 
gehiiriger  Seitenflachen  der  drei  associirten  Hexaeder  gilt. 

Unsere  Hexaeder  fllhren  jetzt  fiir  die  allgemeine  Fische  dritter  Ordnung,  aut  der 
die  27  Geraden  bekannt  sein  sollen,  zu  einer  Construction  des  Sylvester  '  S(ìien  Peniae- 
dars.  In  der  That,  betrachten  wir  zwei  Hexaeder,  die  zwei  beliebigen  Doppelsechsen  ent- 
sprechen. Die  Developpablo  dritter  Classe,  welehe  die  seehs  Ebenen  des  ersten  Hexae- 
ders  zu  Tangentenebenen  hat,  und  die  analogo  Developpable,  welehe  die  Ebenen  des 
anderen  Hexaedern  bertthrt,  habeu  nach  einem  Theorem  des  Hrn.  Reye  fiinf  gemeinsame 
Tangentenebenen,  und  diese  eben  sind  die  Seitenflachen  desSvLVESTER'schenPentaeders. 
Man  fuhrt  die  Consti'uction  dieser  Ebenen  auf  diejenige  der  fOnf  isolirten  Schnittpunkte 
zweier  ebener  Curven  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkt  zitruck,  von  denen  jede  durch 
den  Doppelpunkt  der  anderen  hindurchlanft. 
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DOMENICO  CHELINI. 
Cenno  neosologico. 


Alti  delia  M.  Accaderaìa  dei  JAneei,  Ti-arminli,  eerie  III,  volviine  III  (1879],  pp.  M-&i. 
Bìilielia  dea  sciencea  mathémaUquea  et  aalrùnomiipies,  3.""  eéi'ie,  tome  III  |1S7!)|,  pp.  "Hi-'i^. 


Domenico  Chelini,  nacque  ai  18  ottobre  1802  in  Gra,gnano  su  quel  di  Lucca  da  agiata 
famiglia,  campagnuola.  Il  padre  suo,  Francesco  Maria,  desiderando  che  intrapren- 
desse la  carriera  ecclesiastica,  allogatolo  in  Lucca  presso  una  famiglia  privata,  lo  faceva 
istruire  nei  primi  rudimenti  della  lingua  latina,  nei  quali  ebbe  poi  a  maestro  certo  P,  Puc- 
ciNELLi  dei  Canonici  Lateranensi.  Mortogli  il  padre,  mentr'egli  era  ancor  giovanissimo, 
i  fratelli  del  Chelini  desideravano  che  tornasse  in  famiglia,  sìa  a  risparmio  di  spese,  sìa 
perchè  li  aiutasse  ne'  lavori  campestri.  Ma  il  P.  Pucoinelli,  dolente  che  il  giovanetto 
avesse  a  interrompere  gli  studi  ne'  quali  aveva  fatto  e  prometteva  faro  grandi  progressi, 
tanto  fece  e  s'adoperò  che  questi  potè  proseguire  nell'intrapresa  carriera.  Mentr'era  an- 
cora in  Lucca,  pare  ch'egli  venisse  iniziato  a  studi  dimìneralogiadalloscolopioP.  Pietrini, 
prof.  deU' Università  di  Roma.  Cooperando  il  P.  Puccinelu,  il  Chelini  fu  ben  presto 
ammesso  a  indossar  l'abito  religioso  in  Roma,  dove  si  rese  scolopio  il  18  novembre  1818 
e  fece  gli  studi  del  Collegio  Hazareno  dal  1819  al  1826.  Ivi  gli  furono  professori  in  filoso- 
fia il  P.  Barretti,  in  matematica  il  P.  Gandolfi,  ambedue  dell'archiginnasio  romano, 
ed  in  eloquenza  il  F.  Bianchi,  latinista  di  molta  riputazione.  Si  distinse  e  negli  studi 
scientifici,  e  ne'  letterari,  così  che,  appena  ebbe  cessato  d'essere  scolaro,  fu  messo  ad  in- 
segnare umanità  nel  Collegio  medesimo.  Nell'anno  successivo  andò  professore  dì  rettorica 
a  Nami  dove  fu  consacrato  prete  (aprile  1827).  Colà,  trovandosi  in  luogo  tranquillo  e 
seguendo  la  naturale  inclinazione  del  suo  ingegno,  si  diede  con  ardore  a  continuare  da  sé, 
coll'aiuto  de'  soli  libri,  i  suoi  studi  matematici:  impresa  che  poi  fu  sempre  la  principale 
e  prediletta  occupazione  sua,  e  alla  quale  non  venne  mai  meno  sinché  ebbe  vita^  Passò 
un  anno  a  Nami,  poi  un  altro  (1828-29)  a  città  della  Pieve  come  professore  di  filosofìa; 


y  Google 


DOMENICO  CHBLINI,   CENSO  NECROLOGICO. 


e  (R  qui  fu  trasferito  collo  stesso  ufficio  ad  Alatri.  Nel  1831  si  ammalò  gravemente  e  andò 
a  curarsi  a  Napoli,  Nello  stesso  anno  fu  richiamato  al  collegio  Nazareno,  ed  ivi  ebbe  la 
cattedra  di  matematica,  che  tenne  per  ben  venti  anni,  sebbene  per  alcuni  anni  dopo  il 
1836  professasse  anche  filosofia,  in  mancanza  del  titolare.  Negli  ultimi  mesi  del  1843  e 
nei  primi  del  1844  conobbe  Jacobi,  venuto  in  Roma  per  ragioni  di  salute  insieme  con 
Lejeune-Dirichlet,  Steiner,  Schlaefli  e  Borchardt,  e  meritò  la  benevolenza  e  la 
stima  di  quel  sommo  matematico  e  de'  suoi  illustri  compagni. 

Nell'ottobre  1851  andò  professore  di  meccanica  e  idraulica  all'Università  di  Bolo- 
gna; il  24  maggio  1860  fu  tolto  dall'ufficio  perchè  s'era  astenuto  dall'intervenire  alla  fun- 
zione religiosa  della  festa  delio  Statuto;  ed  il  5  novembre  dello  stesso  anno  fu  restituito 
alla  cattedra  di  meccanica  razionale  con  un  provvedimento  eccezionale  sotto  forma  di 
decreto  ministeriale  che  io  nominava  professore  straordinario,  senza  limite  di  tempo, 
senz'obbligo  di  giuramento  e  collo  stesso  stipendio  di  cui  godeva  prima  come  ordinario. 
Però  nell'ottobre  1863  si  cominciò  a  non  voler  più  rispettare  la  posizione  eccezionale 
del  Chelini;  gli  fu  mandato  un  decreto  che  lo  nominava  professore  straordinario  per 
l'anno  scolastico  imminente,  come  è  di  pratica  per  gli  straordinari.  La  qual  cosa  gii  recò 
non  poca  amarezza,  perchè  il  Chelini  amava  sinceramente  la  patria  italiana  ed  era  as- 
solutamente alieno  dall'aesociarsi  a  qualsiasi  atto  ostile  al  governo  nazionale:  dei  quali 
suoi  sentimenti  gli  amici  intimi  possono  fare  ampia  testimonianza.  E  un  anno  dopo  il 
Ministero  chiese  ch'egli  prestasse  il  giuramento  politico;  e  dietro  la  sua  dichiarazione 
di  non  lo  poter  dare  per  la  sua  condizione  di  ecclesiastico,  venne  destituito  con  decreto 
del  18  dicembre  1864,  In  quell'occasione  i  professori  e  gii  studenti  dell'Università  di  Bo- 
logna in  diversi  modi  dimostrarono  quanta  stima  ed  affetto  nutrissei'o  pel  Chelini  e 
con  quanto  dolore  si  vedessero  privati  d'ogni  speranza  di  conservarlo  a  quell'Ateneo. 
Il  Chelini  sopportò  la  sua  disgrazia  con  ammirabile  serenità  d'animo;  si  portò  a  Lucca 
dove  aveva  molti  nipoti  e  dove  ricevette  con  sua  grande  consolazione  un  album  coi  ri- 
tratti fotografici  de'  professori  bolognesi  e  di  amici  scientifici  d'altre  Università. 

Nel  marzo  1865  andò  a  Roma  dove  gli  sì  era  fatto  sperare  una  cattedra  all'Univer- 
sità; ma  non  fu  prima  del  settembre  1867  ch'egli  ottenne  l'insegnamento  della  mecca- 
nica razionale,  al  quale  diede  principio  nel  successivo  dicembre.  E  quattro  anni  dopo, 
venne  di  nuovo  dimesso,  allorché,  divenuta  Roma  capitale  d'Italia,  gli  fu  ripresentato 
il  dilemma  o  giurare  o  andarsene.  D'allora  in  poi  insegnò  nella  cosi  detta  Università  Va- 
ticana suichè  questa  non  venne  chiusa;  e  quindi  privatamente. 

Sperò  di  ottenere  una  piccola  pensione,  che  avrebbe  destinata  a  soccorrere  dei  pa.- 
renti  bisognosi;  ma  gii  fu  negata.  Nella  primavera  1878  l'Ordine  CivOe  di  Savoja  gli  de- 
cretò un  piccolo  assegno  annuo  ch'egli  accettò  con  viva  gratitudine;  ma  non  gli  tu  dato 
che  di  riseaoterne  il  primo  trimestre,  avendolo  colto  la  morte  nel  di  16  novembre  dopo 
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pochi  giorni  di  malattia,  nel  Collegio  Nazareno  dove  abitava  sino  dal  1865. 

Era  stato  ascritto  all'Accademia  dei  Lincei  sino  dal  1.847,  all'Accademia  di  Bologna 
sino  dal  1854,  ed  alla  Società  Italiana  dei  5L  sino  dal  1863.  Apparteneva  inoltre  a  non 
poche  altre  Accademie  e  Società  minori. 

Tutta  la  sua  vita  fu  spesa  in  prò'  della  scienza  o  dell'istruzione.  Le  sue  pubblicazioni 
sono  in  numero  di  53  e  abbracciano  un  periodo  di  ben  44  anni.  Suo  primo  lavoro  è  una 
Memoria  Sulla  teoria  delle  quantità  proponionali  letta  all'Accademia  de'  Lincei  il  28  luglio 
1834,  e  l'ultimo  una  Memoria  Sopra,  alcune  qvistioni  dinamiche,  presentata  aU'Aceademia 
di  Bologna  U  26  aprile  1877.  Sino  agli  estremi  giorni  ebbe  intatta  la  forza  del  pensiero 
come  quella  dei  corpo.  Due  settimane  circa  avanti  che  morisse  egli  era  a  casa  mia  e  mi 
parlava  d'una  quistione  che  Io  teneva  occupato  e  dalla,  soluzione  della  quale  sperava 
traiTC  una  Memoria  da  servire  come  penso  accademico  per  l'Istituto  di  Bologna. 

Uscirei  dai  limiti  concessimi  in  questo  luogo  se,  per  rappresentare  al  vivo  l'ottimo 
amico  perduto,  tentassi  dire  di  quale  ingegno,  di  quaì  cuore,  di  qual  carattere  e  di  quanta 
modestia  egli  era  dotato.  Piii  facilmente  mi  asterrò  dal  farlo,  sapendo  che  una  vera  e 
propria  biografia  sarà  scritta  da  un  amico  comune,  il  prof.  Belteami.  Io  mi  restringerò 
a  chiudere  il  mio  dire  colle  belle  parole  eolle  quali  lo  stesso  Beltrami  annunciò  all'Ac- 
cademia di  Bologna  la  morte  del  Chelini:  «...  Quelli  che  lo  hanno  conosciuto  lo  hanno 
<<  amato.  I  matematici  che  hanno  studiato  i  suoi  lavori  lo  hanno  ammirato  ed  amato  ad 
11  un  tempo.  Giacché  il  suo  pensiero  scientifico  era  limpido  e  sereno  come  il  suo  cuore, 
Il  e  la  cura  eostante  di  rendere  intuitive  le  verità  piti  riposte  era  in  lui  il  riflesso  d'una 
((  splendida  intelligenza,  non  meno  che  d'un  sentimento  squisitissimo  di  universale  bene- 
<i  volenza.  L'impresa  di  riassumere  e  di  illustrare  la  numerosa  serie  dei  suoi  lavori  sarà 
«facile  e  gradita  a  chi  dovrà  compierla:  sarà  una  storia  di  idee  belle,  buone  e  vere,  ri- 
nvestite di  forme  semplici  e  gentili;  sarà  una  nuova  prova  deUa  celebre  sentenza  che 
"  lo  stile  è  l'uomo.  Ma,  pur  troppo,  se  lo  stile  ci  resta,  l'uomo  non  è  più.  Anche  questo 
«  veterano  della  scienza  italiana,  il  cui  nome  correva  con  onore  per  le  bocche  degli  stra- 
a  nieri  fin  da  quando  gli  studi  nostri  giacevano  depressi  come  le  sorti  nazionali,  è  sceso 
lineila  tomba.  Egli  aspettava  il  suo  giorno  con  animo  tranquillo:  aveva  la  coscienza  di 
«una  vita  nobilmente  spesa.  Benediciamo  alla  memoria  di  Domenico  Cheuni:  èia  memo- 
«  ria  d'un'anima  candida  e  d'una  mente  eletta  i>. 

È  stata  aperta  una  sottoscrizione  p'*]  per  erigere  al  Chelini  un  modesto  monu- 
mento nel  portico  dell'Università  romana,  dov'ebbe  termine  la  sua  attività  come  pub- 
IjIìco  insegnante.   1'"'] 
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SULLE  SUPERFICIE  E  LE  CURVE  CHE  PASSANO  PEI  VERTICI 

D'INFINITI   POLIEDRI'  FORMATI  DA  PIANI  OSCULATORI 

DI  UNA  CUBICA  GOBBA. 


Jltndiconli  del  B.  lalilulo  Lombardo,  serie  II,  volume  XII  (ISTH],  pp.  347-353. 


In  una  elegantissima  Nota  del  Prof.  Emilio  Wbyr:  Uéber  Involulionenìtoherer  Orade 
(Giornale  di  Borchardt,  tomo  72)  e  a  pag.  187  dell'importante  lavoro  dei  signor  Dar- 
Boux;  Sur  une  classe  remarquoMe  de  eouries  et  de  surfaces,  eie.  (Paris,  1873)  sono  consi- 
derate certe  curve  piane  d'ordine  n,  passanti  per  tutti  i  punti  d'intersezione  di  «  + 1 
tangenti  d'una  conica  *). 

Non  so  se  sia  stato  osservato  che  tale  considerazione  è  suscettibile  d'essere  estesa 
allo  spazio  e  d'essere  generalizzata  anche  ulteriormente. 

1,  Siano  (i  =  0,  (2  =  0,...  (^+1  =  0  le  equazioni  di  w  +  1  rette  tangenti  di  una  co- 
nica data,  allora  l'equazione: 

(1)  2|=»  (i=l,2,...«  +  l) 

rappresenta,  qualunque    siano  i  parametri  fc,  una    curva    d'ordine  n  passante  per  le 

,yn(w  +  l)  scambievoli  intersezioni  di  quelle  «  +  1  rette. 

Supposto  ti  =  XY-\-2'^iXì-\-  X;  x-i,  dove  Xi,  x,,  x^  sono  coordinate  tritineari  e  t  è 
il  parametro  che  varia  da  una  ad  altra  tangente  della  conica,  siano  a,,  a^,  a.^  i  valori 
del  parametro  %  per  altre  tre  tangenti: 

«1  =  0,        «s  =  0,        «3  =  0. 

*)  Cfr.  Belteami  nel  Gioraale  di  Battagiini,  anno  1871,  e  nella  Memoria  di  Chelihi 
Sopra  aimmi  pwnti  notabili  nella  teoria  elementare  de'  tetraedri  e  delle  eonioM.  [Acead.  di  Bolo- 
gna, serie  3.*,  tomo  V  delle  Memorie,  1874). 
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La  condizione  perchè  la  curva  (1)  passi  pel  punto  «,«,.  è 


ed  analogamente: 

(3)  2ff 


(.,-.,)(T,-,.,) 


=  0 


è  la  condizione  del  passaggio  pèt  punto  ffliffls.  Se  ora  si  sommano  le  (2),  (3),  moltiplicate 
rispettivamente  per  a,  —  aj,a3  —  «i,  si  ottiene: 

che  è  la  condizione  onde  la  stessi  curva  fi)  passi  pei  punto  a^a^.  Dunque: 

Se  la  cwva  (1)  posò  (  ppr  dt  e  uertì  i  h  un  triangolo  cireoscritto  alla  conica  data,  passa 

anche  pel  terzo  verh  e 

Nella  curva  (1)   i  possonc  co«i  m^ciiveie  infiniti  moUilateri  completi  (di  3,  4, ...  n  +1 

Iati)  circoscrìtti  alla  conica  data  '^e  la  curva  (1)  vuoisi  far  pjtósare  per  tutti  gli  ^r(r— 1) 

vertici  d'un  eosifatto  )  latero  i  coefficienti  k  dovranno  soddisfare  a  sole  »■  — 1  condi- 
zioni lineari. 

Al  teorema  si  potrebbero  dire  aìtii  enunciati  supponpndo  che  le  x  siano  funzioni 
(omogenee  intere)  di  un  dato  grilo  nelle  ctoidmate. 

2.  Un  teorema  anale  a;o  ha  luoa;o  nello  spazio 

Siano  !,  =  0,  Jj  =  0  (  ^j  =  0  le  equazi  ni  di  ra  +  2  piani  osculatori  di  una  data 
cubica  gobba.  L'equazione 

(6,  2,-^  =  0 

(dove  r,  s  sono  eguali  a  due  numeri  differenti  della  serie  1,  2, . . . ,  w  +  2) 


2.3 

vertici  del  poliedro  completo  formato  da  quei  piani. 

Supposto  i  =  ^1  +  3  t  «B  +  3.r^  a^i  +  t^  x„  dove  le  x  sono  coordinate  quadri()ianari  e 
tèi!  parametro  variabile  da  uno  ad  altro  piano  osculatore  della  cubica,  siano  (t,,  o^,  «a,  «4 
i  valori  di  z  per  altri  quattro  piani  osculatori  deUa  stessa  curva  gobba; 

«1  =  0,      «3  =  0,      «3  =  0,      a,  =  0. 

La  condizione  perchè  la  superficie  (5)  passi  pel  punto  «[«^«3  e: 
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2  (,^  _  ^,)  (,^  _  «^)  (,^  _  „^)  ;;_  _  «,)  (,^  _  «^)  (,^  _-^ = 0 

e  due  altre  analoghe  equazioni  di  condizione  si  avrebbero  pel  passaggio  della  superficie 
(5)  pei  punti  a^a^a,,  aiO-ia,.  Se  ora  si  sommano  le  tre  equazioni  'di  condizione,  ordinata- 
mente moltiplicate  per; 

(a,-a,){a,-a,)(a,-«,), 
(«4  —  a;)  (a,  —  a,)  (a,  —  a,), 
(«3 -«.)K-«3)  («,-«,}, 


BÌ  Ottiene  la: 


2(V 


-  «,)  (t.  -  «,)  (..  -  «,)  (t.  ~  a,)  (..  -  a,  )  (t. 


Y=0, 


che  e  la  condmone  onde  la  superfìcie  (5)  passi  pel  punti  a.ia     D  mq  le 

9p  te  superficie  (5)  /a5sa  jx^  /re  iier'ict  h  mm  tebaeéo  cireosmHo  alla  iati  eul  t  gobb 
e«s*  passa  an  ora  fd  gmrto  i&iìre 

Ino  qualmque  dei  piani  oseuhton  della  e  ibica  gobba  taglia  la  ìivlnppabde  oscula 
tnce  di  q  lesta  secondo  una  cornea  e  la  'superficie  {5Ì  secondo  una  curva  d  ordine  n  ogni 
r  latero  completo  inscritto  m  que  t%  e  irva  e  e  reo  critto  illa  conica  e  la  sezione  di  in 
poliedro  completo  inscritto  nella  ì=iperfitie  ("5)  e  f  nnat  di  +1  piii  o^edntnr  della 
cubica  "obba 

^  H  teirema  sussiste  per  un  numero  qualunque  m  di  \arnl  ili  e  li  dimostrazione 
analitica  del  medesimo  si  fondi  sulle  notissime  propiieti  lei  determinante  eie  esprime 
il  prò  lotto  di  tutte  le  differenze  di  quantità  date  Si  ha  cosi  1  enunciito 

Se  m  uno  spazio  li  ni  dimenbioni  si  ha  un  sistema  sempheemente  infinito  di  pimi 

t^Xo+  '^X,  +  Z^Xi  ■-]-...  -\-  z'^x^  =  0 

di  genere  zero  e  classe  m,  e  se  la  superficie  d'ordine  n: 


=  0 


(dove  r,,  /;,...  r„,_,  sono  m  —  1  numeri  differenti  della  serie  l,2,...n  +  m— 1),  la  quale 
contiene  tutti  i  vertici,  in  numero  : 

(n+m  —  l)(n  +  m  —  2)...n 
1.2.„m 

del  poliedro  completo  le  cui  facce  sono  glin  +  m  —  1  piani: 
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del  sistema,  passa  inoltre  per  m  vertici  del  poliedro  formato  da  altri  m  +  1  piani  del  me- 
desimo sistema,  essa  passerà  eziandio  per  V(m  +  .l)-esìmo  vertice. 

4.  Come  il  signor  Darboux  lia  mostrato  potersi  individaare  un  punto  qualunque 
di  un  piano  mediante  due  tangenti  di  una  conica  fissa,  cosi  nello  spazio  a  tre  dimensioni 
un  punto  è  individuato  da  tre  piani  osculatori  di  una  data  cubica  gobba  K.  Rappresen- 
tata questa  colle  equazioni  : 

e  detti  (a,  ti>ì  0)3  i  parametri  de'  piani  osculatori  concorrenti  nel  punto  x  y  z  w,  il  passag- 
gio dalle  coordinate  ordinarie  xyzw alle  nuove  (0|  Wj (u^  si  effettuerà  mediante  le  for- 
mole: 

*  :  ^  :  3  :  M)  =  o)i  Wb  (03  :  <i»5  (U3  -f  (Oj  (Oi  -i-  lOi  (Oj  :  W|  +  (Wj  +  (Ua  :  1 

ossia  le  to,  (UjWa  saranno  le  radici  dell'equazione  di  3."  grado: 

W  W'  —  3  W'  -f  !/  (0  —  X  =  0  [i"*] 

Sull'uso  di  queste  coordinate  (u,  w,  (03  si  possono  fondare  considerazioni  analoghe  a 
quelle  che  U  signor  Darboux  ha  svolto  per  le  curve  piane. 

Un'equazione  /((Ui  (o^  %)  =  0  rappresenta  una  superfìcie  luogo  del  punto  comune  a 
tre  piani  osculatori  di  K,  i  cui  parametri  <u  soddisfacciano  l'equazione  proposta.  Detti 
w,,Wj,W3  i  gradi  dell'equazione  separatamente  in  Mi,  W;,  oij,  l'ordine  della  superficie  è 
*!]  +  ij  +  %  \}^\,  oppure  Ji,  -(-  *i(  [^1"],  oppure  n^  secondochè  l'equazione  è  dissimmetrica 
rispetto  alle  tre  m,  oppure  rispetto  a  due  di  esse,  oppure  simmetrica  rispetto  a  tutte  e  tre. 

5,  Ritenuto  per  tu  il  significato  precedente,  siano  Xi  Xj  due  altri  parametri  arbi- 
trari. L'equazione  f  (X,  X,  <o)  =  0,  che  supporremo  essere  del  grado  n  nel  parametro  w, 
sì  può  considerare  come  rappresentante  la  superficie  luogo  de'  punti  di  concorso  di  tutte 
le  terne  di  piani  osculatori  di  K  soddisfacienti  all'equazione  medesima.  L'equazione  in 
Oli  WjWj  delia  superficie  si  otterrà  eliminando  Xi  X^  fra  le: 

/(X.  Xs  (0,)  =  0,  f  (X,  X,  w,)  ==  0,  ^(Xi  X^  (03)  =  0. 

Ad  ogni  coppia  di  valori  di  X,  X,  corrispondono  n  valori  di  10  epperò  n{n — 1)  [n — 2):  6 
punti  deUa  superficie.  Per  ottenere  l'ordine  di  questa,  si  cerchi  in  quanti  punti  essa  sia 
incontrata  dalla  retta  comune  a  due  piani  co  =  a,  io  =  i,  osculatori  di  K.  Se  le  equazioni: 

f(XiXsa)  =  0,  f(XiXa&)=.0, 

risolute  rispetto  a  X,  X,,  danno  N  soluzioni  dipmdenii  da  a,  b,  per  ciascuna  di  esse  l'equa- 
zione /'(X,  Xj  (o)  =  0  darà  n  —  2  valori  di  w,  oltre  a,  b.  Dunque  la  coppia  (t  &  fa  parte  dj 
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N(tt  —  2)  terne  di  piani,  ossia  la  retta  ab  incontra  la  siiporlìcio  in  N{n  —  2)  punti, 

6.  Se  N  =  1,  la  superficie  è  it  luogo  dei  vertici  di  una  serie  {doppiamente  infinita) 
di  poliedri  cireoseritti  a  K,  che  corrispondono  univocamente  ai  punti  di  un  piano.  Tre 
poliedri  siffatti  determinano  la  superficie.  Ossia:  i  vertici  di  tre  poliedri  completi,  eiascuno 
dei  quali  sia  fornaio  da  n  piani  osculatori  d''una  cuiica  gobba  data,  giacciono  sempre  in  una 
superficie  d'ordine  n  —  2,  che  contiene  i  vertici  d'mfiniti  (  oo*)  altri  poliedri  analogìii. 

Questa  proprietà  combinata  col  teorema  del  n.  2  mostra  che  il  passaggio  di  una  su- 
perficie d'ordine  ^  —  2  pei  vertici  di  tre  n  —  edri  eireoseritti  a  K  corrisponde  ordinata- 
mente ad 

„(„-l)(«-2)  („-l)(„-2) 

273"  2  '       "^^ 

condizioni:  i  quali  tre  numeri  danno  appunto  la  somma 
(n-l)nin+l) 
2.3 
che  è  il  numero  deUe  condizioni  semplici  che  determinano  una  superficie  d'ordine  w  —  2. 
In  altri  termini:  per  individuare  ìa  superficie,  la  si  farà  passare  dapprima  per  tutti  i  ver- 
tici dei  primo  poliedro,  poi  pei  vertici  contenuti  in  una  faccia  del  secondo,  da  ultimo  pei 
vertici  situati  in  uno  spigolo  del  terzo. 

7.  Se  N  è  qualunque  ed  n  -=  3,  l'equazione  f{X,  X^  tu)  =  0  ha  la  forma 

A  —  3  B  <u  -H  3  C  0)^  -  D  (0^  =  0, 

dove  A,  B,  C,  D  sono  funzioni  di  X,  Xj.  Ad  ogni  coppia  di  valori  di  Xi  X^  corrispondo  una 
terna  di  piani  osculatori  di  K  concorrenti  nel  punto  : 

x:y:s:w  =  A:'B:C:l), 
il  luogo  del  quale  è  Gonseguentemente  una  superficie  rappresentabile,  punto  per  punto, 
sul  piano. 

8.  Data  un'equazione  f  (X  io)  ==  0  tra  due  soli  parametri,  essa  può  considerarsi 
come  rappresentante  una  curva,  l'ordine  della  quale  è  m(n  —  l)(n  —  2)  :  2,  se  fé  di 
grado  m  in  X  e  di  grado  n  in  io:  il  che  risulta  dal  cercare  le  intersezioni  con  un  piano  io  =  a. 

Se  m  =  1,  si  ha  una  curva  d'ordine  {n  —  l)(n  —  2)  :  2,  luogo  dei  vertici  d'inficiti 
poliedri  di  n  facce,  corrispondenti  ai  punti  d'una  retta.  Due  poliedri  siffatti  determinano 
la  curva.  Ossìa:  i  vertici  di  due  poliedri  completi,  ciascuno  de'  quali  sia  formato  da  n 
piani  osculatori  di  una  data  cubica  gobba,  sono  situati  in  una  curva  gobba  d'ordine 
(m  —  1)  («  —  2)  :  2  che  passa  pei  vertici  d'infiniti  altri  poliedri  analoghi. 

Per  m  qualunque  ed  w  =  3  si  hanno  tre  piani  osculatori  di  K  coneon'Cnti  in  un  punto 
q\ib  ha  per  luogo  una  curva  razionale. 
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QDESTION  656.  [•"] 


Nmtvelle  eorrespoìidancn  mathématigue  /Briixdlesì,  Tome  Siiièmo  (ISSO],  pp.  !Ì51-5S5. 


Six  pomts,  a,,  a  ,  a^,  soni  tlonnes,  arbìtravrmient,  dans  un  pian  Demonfrer  gìt'ti 
e3,iste  un  tysteme  Iméatre,  tnplement  mfim,  de  courbes  du  superne  oìdte,  K,  douées  des  pto- 
pnetés  tmvantes 

1  "  Lps  pomts  a  sont  dfs  pomts  doublet  pouì  ioutes  les  eourhes  K, 

2  °  L(i  tangenlet  avx  eourbfs  E.  ph  tin  mPme  pomi  a,  forment  une  miolutton 

3°  Charune  des  quinst  dìoiies  «i«2,  ,  et  ehacune  dei,  \ìx  comgups  a,a  030^1%^,  ., 
psi  rencontree,  par  les  touìbes  K,  en  couples  de  povitts  en  mvolution 

En  coii'^idérarit  les  six  pomts  donnés  eomme  étant  lesi  pomt'!  fondajneiitaux  de  la 
representation  piane,  pomt  à  poiiit,  d  une  surface  ^éneiale  F^,  du  troisieme  ordie,  dont  lea 
vinift  sept  droites  )  auront  pai  eonséquent  leiirs  images  dans  les  six  pomts  «, ,  «s  .  , 
les  qumzG  dioite?  flia;,aiaj,  et  Ips  six  comques  rtirtjffljajffls,  ,  tonte  conrbo  dii 
sixièrae  ordre,  ayant  six  poiiita  doubles  nux  pomts  donnea,  sera  l'miage  de  l'mtorsec- 
tion  de  F  avec  une  suriace  du  second  ordie  Cela  pìtmi'^,  le  théoieme  pioposé  se  tran- 
sforme dans  le  suivant 

Il  ij  a  un  SJ/stóme  lin^mre,  tnplemmt  mfmi,  dt  ■,urfaces  du  secnnd  otdre,  qm  est  ìmcon- 
tìe  par  ehacune  ties  27  dìoifes  ì  de  F,,  dnm  des  couples  de  jioints  confugwi  pn  iniohition 

Or,  le  systeme  de&  smfices  polairea  dea  pomts  de  l'espace,  pai  rapport  a  F3,  lonit 
préeisément  d'une  ielle  propnété.  En  effet,  si 

(A)  =  0,      (B)  =  0,      (C)  =  0,      {D)  =  0 

sont  les  équations  des  polaìres  de  quatre  points  arbitraires  A,  B,  C,  D,  non  situés  dans 
un  méme  pian;  Téquatioa 

(1)  aCA)4P(B)4-Y(C)-hS(r>)  =  0 

représento  la  polaire  d'un  poìnt  qnolconque  de  l'espace.  Supposons  que  A  et  B  soient 
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doux  poiiits  de  la  droite  r  de  F,,  dont  les  équations  soient  x  =  0,y='0.  Alors  l'hypo- 
thèse  x  =  y  =  0  réduira  l'équation  (1)  à  la  suivante: 

(2)  V{C)  +  S(D)  =  0. 

Ainsi,  les  intersections  de  r,  par  toutes  lea  suriaees  du  système  triplemeiit  infini  (1), 
eoìneident  avec  les  interseotions  par  les  surfaces  du  falsceaa  (2);  par  conséquent,  elles 
sont  en  involution. 
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SOPRA  UNA  CERTA  SUPERFICIE  DI  QUART'  ORDINE. 


Ih  Mmtormw  Domìsioi  Chelini.  CulleMimm  mttiftBmalica,  Milauo,  U.  Hoepli,  MDCCCLXXXI,  pp.  413-421. 


1.  Due  fasci  proiettivi  di  auperiieie  di  2."  grado 

S,  +  X  S,  =  0 

'*'  s,  +  X  s,  -  0 

generano,  com'è  noto,  la  superficie  di  4,°  ordine 

(2)  S,S,-S,S,  =  0 

la  quajc  può  anclie  essere  generata  mediante  i  due  fasci  projettivi 

Si  +  p.  S,  =  0 
*^'  S,+  i.S.  =  0. 

Ne  segue  che  aulla  superficie  (2)  sono  tracciate  due  serie  {semplicemente  infinite) 
di  curve  generatrici,  le  quali,  in  generale,  sono  di  ^.°  ordine  e  l.f  specie.  Una  generatrice 
qualunque  della  prima  serie  è  rappresentata  dalle  equazioni  (1),  una  qualunque  della 
seconda  dalle  {3). 

2.  Suppongasi  ora  che  tutte  le  superficie  di  %<>  grado  S  abbiano  un  punto  comune 
0  ed  in  esso  siano  toccate  da  uno  stesso  piano  ìb  =  0.  Ossia,  indicate  con  k,  j/,  z,  w  le 
coordinate  omogenee  di  un  punto  nello  spazio,  e  supposto  che  le  prime  tre  siano  nulle 
per  0,  si  ponga 

dove  h  è  una  costante  e  K  è  un  polinomio  omogeneo  di  2."  grado  in  x,  y,  z. 
Allora  la  (2)  diviene 

(fc,  l,  —  h  h)  w*  x'  -f  (fci  K.  +  h^  K,  —  h  Ks  -  h  Kì)  w  z 
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equazione  che  scriveremo  brevemente  così: 

(4)  F  =  0 

e  che  rappresenta  una  auperticie  di  4.*>  ordine,  avente  0  per  punto  doppio  uniplanare  e 
tale  che  ivi  la  superficie  toeea  sé  medesima:  ossia,  ogni  piano  condotto  per  0  sega  la  su- 
perficie secondo  una  curva  che  in  0  ha  due  punti  doppi  infinitamente  vicini.  Il  piano 
tangente  singolare  a;  =  0  taglia  la  superficie  secondo  quattro  rette  inci'ociate  in  0: 
onde  0  assorbe  quattro  intersezioni  della  superficie  con  qualunque  linea  passante  sem- 
plicemente per  0  ed  ivi  toccante  il  suddetto  piano  x  =  (i. 

3,  In  generale  una  superficie  di  4."  ordine  dotata  di  questa  singolarità  iii  0  ha 
per  equazione 

(5)  hw^3^  +  uwx-\-v  =  0 

dove  h  è  una  eostante  ed  u,  v  sono  polinomi  omogenei  in  x,  y,  z,  risp.  del  grado  2,  4. 
L'equazione  (6)  può  essere  ridotta,  e  in  infinite  maniere,  alla  forma  (4),  Infatti:  si 
considerino  le  equazioni 

come  rappresentanti  una  conica  ed  una  curva  di  4.**  ordine,  poste  in  uno  stesso  piano. 
Presi  ad  arbitrio  in  «  =  0  i  punti  12  3  4  5  6  7,  deserivansi  le  coniche 

Ki  =  0  per  1  2  3  4  6 

K,  =  0  per  ]  2  3  4  6 

le  quali  seghino  inoltre  v  ~  0  risp.  in  p^  q,  l'i ,  pe  q,  v^ .  Poi  deserivansi  !e  coniche 

Kj  =  0  per  5  p,  q^  r,  1 

K,  =  0  per  6  p,  (j^  i\  7 

le  quali,  com'è  notissimo,  si  segheranno  in  altri  tre  pnnti  p  q  r  della  curva  v  =  0,  Epperò 
questa  curva  sarà  generabile  mediante  i  fasci  proiettivi  di  coniche 

ossia,  V  è  riducibile  alla  forma  Ki  K,  —  K;  Ka,  e  ciò  in  7"  maniere  diverse. 

Ora,  le  quattro  coniche  K  determinano  un  sistema  triplamente  infinito  di  coniche, 
rappresentate,  in  generale,  dall'equazione 

it4  K.  -  fc,  K,  -  fc,  Ka  +  fc,  K^  -  0 

ove  ie  k  sono  pafametri  arbitrari.  Dunque,  in  (7  -f  B  —  Ó)"  =  5*  maniere  diverse  si  pos- 
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sono  ridurre  simultaneamente  una  data  quartiea  n  =  0  ed  una  data  conica  «  =  0  alie 
forme 

k,K,  —  hK,  —  k,K,  +  k,K,  =  0, 

donde  consegue  ciò  che  si  è  asserito  per  l'equazione  (5).    ■ 

4.  Indicando  ora  con  F  la  superficie  (5)  di  4."  ordine,  dotata  del  punto  singolare 
0  (e  del  resto  priva  d'altri  punti  multipli  o  di  linee  multiple),  essa  può  essere  generata 
mediante  due  fasci  proiettivi  di  superficie  di  2°  grado,  tutte  toceantisi  fra  loro  nel  punto 
comune  0.  Da  queste  superficie  nascono,  per  F,  due  serie  di  generatrici,  che  sono  curve 
gobbe  di  4.<»  ordine,  tutte  aventi  un  punto  doppio  in  0  (e  le  tangenti  nel  piano  x  =  0). 
Due  generatrici  di  serie  diverse  giacciono  in  una  stessa  superficie  di  2  "  grado  o  s'incon- 
trano in  quattro  punti  (diversi  da  0).  Invece  due  aeneiatrici  della  stessa  sene  non  hanno 
punti  comuni,  oltre  ad  0 

Poiché  la  supeificie  F  possiede  una  sene  (semplicemente  mfimtaj  di  curve  razionali 
situate  ad  una  ad  und  sulle  supeiticie  di  un  fa'selo,  ne  segue  a  dirittuia  pei  un  teorema 
di  NoETHER,  che  F  e  rappresentabile,  punto  per  punto,  su  di  un  piano 

5.  Dati  due  lasci  piojettivi  di  supeifioie  di  2  "  grado 

(fc,  +  X  A:0  w  »  +  Ki  +  À  Ka  =  0 
[k,  +  X  ^,)  n-  j:  +  K3  +  X  K^  =  0 

che  tutte  si  toccano  in  un  punto  comune  x  =  y  =  s  =  0,i  coni  (di  2."  grado)  che  da  que- 
sto punto  proiettano  le  curve  d'intersezione  delle  coppie  di  superficie  corrispondenti  for- 
mano una  serie  rappresentata  dall'equazione 

(k,  +  X  h)  {Ks  +  X  K,)  —  (^3  +  X  k,)  (K,  +  X  K,)  =  0; 

la  quale  mostra  come  la  serie  contenga,  in  generale,  sei  coni  spezzantisi  in  due  piani  ; 
ossia,  ciascuna  serie  di  curve  razionali  di  4.°  ordine,  col  punto  doppio  0,  esistenti  sulla  su- 
perficie F,  comprende  sei  curve  composte  di  due  coniche  situate  in  piani  distinti.  Queste 
due  coniche,  appartenendo  ad  una  stessa  superficie  di  2.°  grado,  s'incontrano  in  0  ed 
in  un  altro  punto:  punto  di  ulteriore  contatto  fra  due  superficie  corrispondenti  de'  due 
fasci  proiettivi.  Siccome  poi  due  curve  della  serie  non  hanno  (oltre  ad  0)  alcun  punto 
comune,  così  due  coniche  appartenenti  a  coppie  diverse  non  s'incontrano  (fuori  di  0). 
Si  hanno  cosi  dodici  coniche  di  F,  situate  m  piani  differenti;  i  quali  piani  segheranno 
adunque  la  superficie  secondo  altre  dodici  coniche,  formanti  analogamente  sei  coppie 
situate  in  sei  superficie  di  2.»  grado  di  mi  fascio   Iiildtti,  se  le  superficie 
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S,  +  X.  Ss  =  0 
Sj  +  X,,  S,  =  0 

si  segano  secondo  due  coniche,  per  r  =  1,  2,  3,  4,  5,  6,  indicate  con 

P,  =  0,  Q.  =  0 
le  equazioni  dei  piani  delle  due  coniche,  si  avrà  l'identità 

S,  -f  K  Si  +  IJ..  (Sa  +  K  S,)  =  P„  Q,.. 
E,  scritta  l'equazione  (2)  della  superficie  F  cosi; 

{S,  +  X,.  S,)  S,  -  (Ss  +  X.  S4)  S,  =  0, 
questa,  in  virtù  di  quell'identità,  bì  muterà  nella  seguente: 

(Si  +  X.  S,)  (S,  +  [fc,  S^  -  S^  P.  Q.  =  0, 

la  quale  dice  che  i  piani  P,,  =  0,  Q,.  =  0,  oltre  a  dare  le  due  coniche  posto  nelle  super- 
ficie di  2°  grado  S,  +  X,.  S^  =0,  S3  +  X,,  S,  =  0,  segano  F  secondo  altre  due  coniche 
situate  nelle  due  superficie  di  2."  grado 

S;  +  ti,.  84  =  0,  S,  +  |(.,  S3  =  0, 

ciascuna  delle  quali,  variando  r,  dà  sei  superficie  d'uno  stesso  fascio. 

In  altre  parole,  anche  le  dodici  nuove  coniche  formano  sei  curve  di  4.o  ordine  (con 
punto  doppio  in  0)  appartenenti  ad  una  stessa  serie.  E  siccome  due  curve  di  i."  ordine, 
appartenenti  a  serie  diverse,  s'incontrano  sempre  in  quattro  punti  (oltre  ad  0),  così  ciar 
scuna  deUe  prime  dodici  coniche  incontra  ciascuna  delle  altre  dodici. 

6.  Dall'esistenza  di  una  conica  ^  giacente  su  F  e  passante  per  0  si  può  subito 
dedurre  un'interessante  trasformazione  della  superficie  di  i.°  ordine. 

Le  superficie  S  di  2°  grado  che  passano  per  ^  e  toccano  in  0  il  piano  x  =  0  formano 
un  sistema  omaloidico,  epperò  somministrano  una  trasformazione  Mrazionale  del  dato 
spazio  S  in  un  altro  S',  i  cui  piani  e  le  cui  rette  corrispondono  ordinatamente  alle  super- 
ficie S  ed  alle  coniche  gj  toccate  in  0  dal  piano  3:  =  0  e  seganti  -^  in  un  secondo  punto.  *) 
In  qual  superficie  F  viene  allora  a  trasformarsi  la  data  F? 

Ai  punti  in  cui  F'  ò  incontrata  da  una  retta  arbitraria  dello  spazio  i^'  corrispondono 
i  punti  di  ulteriore  Latersezione  di  F  con  una  conica  ^;  i  quali  punti  sono  in  numero  di 


*)  Io  ho  già  adoperata  questa  trasformazione  in  altra  occasione:  RendieanU  dell'Istituto 
Lombardo  9  marzo  1871  [Queste  Opere,  n.  88).  Veggasi  aoohe;  AnitàH  di  Matematica  (Milano 
1872),  tool.  V  della  serie  seconda,  pag.  142  e  143  (Questo  volume,  pag.  307  e  308). 
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2,4  —  4  —  1  =  3,  perchè  0  assorbe  già  4  intersezioni  e  vi  è  poi  un  altro  punto  comune 
a  @  ed  a  ^.  Dunque  F'  è  una  superficie  di  3°  ordine. 

Viceversa,  se  F'  e  ^'  sono  una  superficie  di  S."  ordine  ed  una  conica  toccate  in  un 
punto  comune  0'  da  uno  stesso  piano  a;'  =  0,  e  del  resto  quali  si  vogliano;  trasformando 
punto  per  punto  lo  spazio  2'  neDo  spazio  S  per  modo  che  ai  piani  di  questo  corrispon- 
dano le  superficie  di  2,"  grado  passanti  per  ^'  e  toccanti  in  0'  il  piano  a/  =  0;  la  super- 
ficie F  si  trasformerà  in  una  superficie  analoga  ad  F.  Infatti  la  nuova  superficie 

1."  è  del  4."  ordine,  perchè  qualunque  conica  dello  spazio  S'  toccata  in  0'  dal 
piano  ic"  =  0  (e  incontrata  in  un  altro  punto  da  ^')  avrà  con  F'  altri  quattro  punti  co- 
muni; 

2°  ha  in  0  un  punto  doppio,  perchè  ogni  retta  per  0'  incontra  F  in  altri  due  punti; 

3."  è  tagliata  dal  piano  x  =  0  secondo  quattro  rette  incrociate  in  0,  perchè  la  su- 
perficie F'  contiene  quattro  punti  di  ^'  (oltre  ad  0'); 

4."  è  segata  da  un  piano  arbitrario  per  0  secondo  una  curva  (di  4.°  ordine)  di  ge- 
nere 1,  epperò  avente  in  0  due  punti  doppi  infinitamente  vicini,  perchè  un  piano  con- 
dotto arbitrariamente  per  0'  sega  F  secondo  una  curva  (di  3.°  ordine)  di  genere  1. 

7,  Ciò  stabilito,  la  nota  geometria  della  superficie  generale  di  3."  ordine  F  sommi- 
nistra immediatamente  la  geometria  delia  nostra  superficie  F. 

Alle  27  rette  di  F'  corrispondono  in  F  altrettante  coniche  passanti  per  0  e  seganti 
^  in  un  secondo  punto;  le  quali  tra  loro  si  segano  o  no,  seeondochè  ciò  avviene  delle 
rette  dì  F'. 

11  piano  di  una  qualunque  di  queste  27  coniche  sega  F  lungo  una  nuova  conica:  que- 
ste altre  27  coniche  (passanti  per  0  ma  non  incontranti  altrove  S^)  corrispondono  alle 
coniche  che  si  ottengono  in  F'  mediante  i  piani  condotti  per  0'  e  per  le  27  rette. 

Il  piano  di  ^  sega  F  secondo  un'altra  conica,  la  quale  corrisponde  al  punto  0',  men- 
tre ^  ha  per  corrispondente  la  curva  razionale  di  3."  ordine,  sezione  dì  F'  col  piano  tan- 
gente in  0'. 

Si  hanno  cosi,  in  F,  56  coniche  tutte  passanti  per  0  e  situate,  due  a  due,  in  28  piani. 
Esse  corrispondono  alle  27  rette  di  F',  alte  27  coniche  passanti  per  0',  al  punto  0'  ed 
alla  sezione  del  piano  tangente  in  0'. 

8.  In  generale,  la  superficie  F  non  contiene  altre  coniche.  Infatti,  sia  @  una  co- 
nica in  F  (distinta  da  ^),  H  piano  di  @  conterrà  un'altra  conica  di  F,  e  se  questo  piano 
passa  per  0,  le  due  coniche  si  toccheranno  in  questo  punto,  con  una  tangente  posta  ne 
piano  x=0.  Perciò  @  incontra  altrove  al  più  in  due  punti  una  qualunque  delle  super- 
ficie S.  Ne  segue  che  a  @  corrisponderà  in  S'  una  conica,  una  retta  o  un  punto,  seeon- 
dochè @  ha  con  ^  0,  1,  2  punti  d'incontro,  oltre  ad  0.  Si  hanno  così  le  27  -|-  27  +  1 
coniche  già  ottenute. 
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Se  gi  non  passa  per  0,  può  avere  con  ^  2,  1,  0  punti  comuni,  e  quindi  incontrerà 
una  S  qualunque  in  2,  3,  4  punti  fuori  di  ^.  Nel  primo  caso  a  gt  corrisponderebbe  una 
conica  di  F  passante  per  due  de'  quattro  punti  in  cui  F'  è  incontrata  da  ^  ;  ne!  secondo 
caso  una  cubica  passante  per  0'  e  ancora  per  due  punti  di  ^  ;  nel  terzo  una  curva  di  4." 
ordine,  avente  un  punto  doppio  in  0'  e  pa'^sante  per  due  punti  di  ift  Ora,  queste  curve 
non  sono  possibUi  in  generale,  ritenuto  cioè  che  la  superficie  F  e  la  conica  ^'  siano 
soggette  alia  sola  condizione  di  toccarsi  in  0  Infatti,  m  una  supeificie  di  3°  ordine,  i 
sistemi  di  coniche,  i  sistemi  di  cubiche  con  un  punto  dato,  e  i  sistemi  di  ciiive  di  4," 
ordine  con  un  dato  punto  doppio  sono  semplicemente  infiniti  eppeiò  non  \i  è  alcuna 
di  queste  curve  che  passi  per  due  punti  dati  ad  aibitno 

9.  Analogamente,  F  non  ha,  in  geneiale,  alcuna  ietta  oitie  le  quattio  già  notate 
come  esistenti  nel  piano  «  =  0.  Infatti,  m  causa  della  posizione  arbitraria  di  0'  su  F' 
e  di  ^'  rispetto  ad  F',  questa  superficie  non  ha  rette  passanti  per  0'  od  appoggiate  a  ^', 
né  ha  coniche  passanti  per  0'  ed  appoggiate  a  ^t'. 

10.  Ora,  dalla  nota  rappresentazione  piana  di  una  superficie  generale  di  3.**  ordine 
si  può  subito  dedurre  quella  della  superficie  di  é,"  ordine  dotata  dell'unico  punto  singo- 
lare 0.  Sia  F"  il  piano  rappresentativo  di  F'  e  siano  1,  2,  3,  4,  5,  6  i  sei  punti  fondamen- 
tali della  rappresentazione,  onde  le  imagini  delle  sezioni  piane  di  F'  saranno  le  curve  di 
a."  ordine  passanti  pei  punti  I  2  3  4  5  fi.  Supposto  che  in  questa  rappresentazione  iì  punto 
M"  del  piano  F"  sia  l'imagine  del  punto  IH'  di  F',  e  che  nella  trasformazione  quadratica 
suesposta  {§  6)  al  punto  M'  di  F  corrisponda  il  punto  M  di  F,  riguarderemo  M"  come 
imagine  di  M,  e  così  sarà  rappresentata  F  punto  per  punto  sul  piano  F". 

Poiché  i  punti  12  3  4  5  6  rappresentano  sei  rette  di  F  e  poiché  alle  rette  di  F'  corri- 
spondono coniche  di  F,  quei  punti  saranno  ora  imagini  di  altrettante  coniche  di  F.  Un'al- 
tra conica  di  questa  superfìcie,  e  precisamente  queUa  che  è  in  un  piano  con  S^,  avrà  per 
imagine  il  punto  0"  imagine  di  0'.  Invece  di  0"  scriverò  ().  E  la  conica  Jt  sa.r{|  rappre- 
sentata dalla  cubica  0°12345(i,  poiché  questa  é  l'imagine  della  sezione  fa.tta  in  P'  dal 
piano  tangente  in  0'. 

Le  rette  che  uniscono  due  a  due  i  sei  punti  1  3  3  4  5  6  e  le  coniche  che  li  uniscono 
cinque  a  cinque  sono  pure  imagini  di  rette  di  F',  epperò  rappresenteranno  coniche  di  F, 

Le  coniche  diF'  che  passano  per  O'sono  rappresentate  dalle  sei  rette  01,  02, ...,  dalle 
quindici  coniche  01334,  01235,..,,  e  dalle  sei  cubiche  0r23456,  013'3+5fi, ...; 
queste  saranno  adunque  le  imagini  di  altre  ventisette  coniche  diF.  Le  coniche  di  F  sono 
perciò  rappresentate  dai  sette  punti  0  1  2  3  4  5  fi  ;  dalle  ventuna  rette  che  li  uniscono 
due  a  due;  dalle  ventuna  coniche  che  li  uniscono  cinque  a  cinque;  e  dalle  sette  cubiche 
che  passano  per  tutti  e  sette  i  punti,  avendo  un  nodo  in  uno  di  essi. 

11.  Al  punto  0  corrisponde  la  sezione  fatta  in  F  da!  piano  di  ^',  la  qual  sezione 
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ooiitiene  il  punto  0'  e  quattro  punti  di  ^'.  L'imagioe  di  questa  sezione  sarà  dunque  una 
cubica  1334:56  contenente  il  punto  0  e  quattro  punti,  che  dirò  7,  8,9,  10,  imagini 
de'  quattro  punti  di  ^'.  E  siccome  ai  punti  di  ^'corrispondono  rette  dello  spazio  S,  cosi 
ne  consegue  che  le  quattro  rette  di  F  sono  rappresentate,  nel  piano  F",  da  quattro  punti 
7.  8.  9.  10,  e  che  gli  undici  punti  0.  1.  2.  3.  4.  5,  6.  7.  8.  9.  10  sono  tutti  io  una  stessa 
cubica  (di  genere  1),  imagine  del  punto  singolai^e  0, 

12,  Cerchiamo  ora  le  imagini  delle  sezioni  piane  di  F,  alle  quali  corrispondono  le 
intersezioni  di  F'  colle  superficie  S'  di  2,0  grado  toccate  in  0'  dal  piano  x'  =  0  e  passanti 
per  la  conica  ^'.  Queste  intersezioni  avranno  un  punto  doppio  in  0'  e  passeranno  per 
gli  altri  quattro  punti  comuni  ad  F'  e  ^'  ;  perciò  le  loro  imagini  in  F',  vale  a  dire  le  ima- 
gini delle  sezioni  piane  di  F,  sono  curve  di  Q°  ordme 

0^.  1^  2^.  3^  e.  b\  a'.  7.  8.  9.  10 

aventi  in  comune  sette  punti  doppi  0.  1.  2  ..,  e  quattro  punti  semplici  7.  8.  9,  10  *). 

13,  Siccome  ai  piani  per  0  corrispondono  piani  per  0',  così  le  imagini  delle  se- 
zioni fatte  in  F  con  piani  passanti  pel  punto  singolare  0  sono  le  cubiche  01334:56. 
Ciascuna  di  queste  cubiche  è  segata  da  tutte  le  altre  in  coppie  di  punti  conjugati,  che  sono 
le  imagini  deEe  coppie  di  punti  di  F'  allineati  con  0',  Se  i  due  punti  conjugati  coincidono, 
si  ha  l'imagine  di  un  punto  in  cui  F  è  toccata  da  un  piano  passante  per  0,  II  luogo  de' 
punti  analoghi  è  l'intersezione  di  F  eolla  1*  polare  di  0,  la  quale  si  decompone  nel  piano 
X  =  0  ed  in  una  superficie  di  2.°  grado  toccata  in  0  da  questo  medesimo  piano.  A  questa 
superficie  corrisponde  in  £'  una  superficie,  pure  di  2.0  grado,  che  tocca  F'  in  0';  per- 
ciò l'imagine  dell'intersezione  è  una  curva  di  &°  ordine  04^3^3^4^5^6^  la  quale, 
essendo  il  luogo  de'  punti  doppi  delle  cubiche  0133456,  contiene  eziandio  le  cop- 
pie di  punti  in  cui  le  ventuna  rette  01,  03, ...,  13, ,..,  56  incontrano  risp.  le  coniche 
23456,  13456,  ...,03456,...,  01334. 

14,  In  generale,  una  qualunque  delle  superficie  S  di  2."  grado  tangenti  in  0  al  piano 
x  =  0,  avendo  per  corrispondente  in  S'  una  superficie  dello  stesso  grado  tangente  ad 
F'  in  0',  interseca  F  secondo  una  curva  di  8."  ordine  (e  al  più  di  genere  3)  dotata  di 
un  punto  quadruplo  in  0,  che  ha  per  imagine  una  curva  di  6.'^  ordine  0'1^3^3'4''5'6''. 
Viceversa,  tutte  le  curve  di  6.°  ordine  di  questo  sistema  (sei  volte  infinito)  sono  imagini 
di  intersezioni  di  F  con  superfìcie  S.  È  facile  vedere  che  tra  quelle  curve  di  B."  ordine  ve 
ne  sono  infinite  ohe  si  spezzano  in  due  curve  di  4°  ordine  con  punto  doppio  in  0,  e  tra 


*)  Cfr.  NoETHBB,  nelle  NachrieMen  dì  Gottinga,  7  giugno  1871.  IlsigQOr  Noetherèil  primo, 
per  quanto  io  sappia,  che  abbia  fatto  conoscere  questa  superficie  F  in  tutta  la  sua  generalità. 
Io  ne  aveva  dato  prima  un  caso  particolare:  Ifachrieìiten,  3  maggio  1871  [Queste  Opere,  n.  93]. 
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queste  ve  ne  sono,  in  numero  finito,  che  constano  di  quattro  coniche  (ineroeiantisi  in  0). 

Indichiamo  eon  a  uno  qualunque  de'  sette  punti  0  1  2  3  4  5  6.  Le  rette  per  un  punto 
a  rappresentano  curve  di  4.^  ordine  con  punto  doppio  in  0;  e  curve  affatto  analoghe  sono 
rappresentate  dalle  curve  di  ò.°  ordine  che  passano  semplicemente  per  quel  punto  a  e 
doppiamente  per  gli  altri  sei.  E  siccome  una  di  quelle  rette  ed  una  qualunque  di  queste 
curve  di  ó."  ordine  costituiscono  insieme  una  curva  di  6,"  ordine  0^1  ^2^3H^6^6^  così 
le  due  curve  gobbe  di  4."  ordine,  di  cui  quelle  sono  le  ìmagini,  giacciono  in  una  stessa 
superficie  S  di  2,°  grado  ;  e  quel  fascio  di  rette  e  quel  fascio  di  curve  di  0."  ordine  rap- 
presentano due  serie  di  curve  generatrici  della  superficie  F,  già  da  noi  considerate 
altrove  {§  1,  4). 

Ciascuno  de'  punti  ii  dà  cosi  due  serie  eonjugate  di  curve  gobbe  di  4."  ordine  con  punto 
doppio  in  0.  Anche  le  coniche  per  quattro  punti  a  e  le  curve  di  4.°  ordine  passanti  sem- 
plicemente per  questi  e  doppiamente  per  gli  altri  tre  rappresentano  due  analoghe  serie 
eonjugate  di  curve  gobbe  di  4."  ordine.  E  lo  stesso  deve  dirsi  dì  due  fasci  formati  l'uno 
dalle  cubiche  passanti  per  cinque  punti  ii  ed  aventi  un  nodo  nel  sesto,  l'altro  dalle  cubi- 
che passanti  per  quei  medesimi  cinque  punti  ed  aventi  un  nodo  nel  settimo. 

Per  tal  modo  si  ottengono: 

,  +  -,--.. 

coppie  dì  serie  eonjugate  dì  curve  gobbe  di  4.o  ordine  con  punto  doppio  in  0.  E  poiché 
{§  4)  due  serie  eonjugate  corrispondono  ad  una  generazione  della  superficie  mediante 
due  fasci  projettìvì  dì  superficie  dì  2.°  grado  (tutte  toccantisì  fra  loro  in  0),  cosi  possiamo 
dire  che  F  ammette  questa  generazione  in  63  maniere  differenti  *). 

15.  Come  già  sì  è  veduto  (§  6),  una  serie  dì  curve  gobbe  dì  4."  ordine  ne  contiene 
sci  spezzantìsi  ciascuna  in  due  coniche  (poste  in  piani  diversi);  ciò  che  del  resto  è  imme- 
diatamente confermato  dalla  rappresentazione  piana  F'.  E  siccome  due  curve  gobbe 
appartenenti  a  serie  eonjugate  sono  in  una  stessa  superficie  S  di  2.°  grado,  cosi  vi  sono 
superiìcie  S  dì  secondo  grado  che  segano  F  secondo  quattro  coniche,  E  queste  superficie 
sono  pur  eonjugate  due  a  due.  Infatti,  se  quattro  piani  segano  F  secondo  quattro  coniche 
situate  insieme  in  una  superficie  di  2,"  grado,  anche  la  rimanente  intersezione,  formata 
dalle  altre  quattro  coniche  poste  in  que'  quattro  piani,  giacerà  in  una  superficie  di  2." 
grado.  Quale  è  il  numero  di  cotesto  superfìcie  S  seganti  F  secondo  quattro  coniche? 


*)  Cfr.  Steiner,  Eigenschaften  der  Own>en  vierlen  Grades  rUcMelttUch  ikrer  Doppeltnngen- 
Un  —  e  Hesse,  Ueber  die  Dopjieltangenten  dm- Ovm:en  meHerOrdwu/ng,  tifi  Gìoraaì^  Ai  Ciaa.z.'E, 
Una.  40. 


y  Google 


SOPRA  UNA  OERTA  SUPERFICIE  DI  QUAET'oBDINE. 


Le  eoniclie  incontrate  in  un  punto,  oltre  ad  0,  da  una  data  conica  sono  (§  7)  in  nu- 
mero di  27:  ossia  una  data  conica  fa  parte  di  27  diverse  curve  gobbe  dì  4.0  ordine. 

Per  due  coniche  aventi,  oltre  ad  0,  un  punto  comune,  passano  cinque  superficie  S 
ciascuna  delle  quali  contiene  altre  due  eoniclie.  Infatti:  quelle  due  coniche,  come  compo- 
nenti una  curva  gobba  di  4.'>  ordine,  appartengono  ad  una  delle  2,63  serie  (§  14),  e  questa 
serie  (§  4}  contiene  altre  5  paja  di  coniche,  i  piani  delle  quali  segheranno  F  secondo  altre 
5  paja  che  appartengono  alla  serie  conjugata.  E  siccome  due  curve  gobbe  di  4.<'  ordine 
appartenenti  a  due  serie  coojugate  sono  sempre  situate  in  una  stessa  superficie  S  di  2." 
grado,  così,  prendendo  ad  arbitrio  un  pajo  dai  primo  gruppo  dì  paja  ed  un  pajo  dal  se- 
condo gruppo,  si  avranno  quattro  coniche  situate  in  una  stessa  superficie  di  2."  grado. 

Da  ciò  segue  che  per  una  data  conica  dì  F  passano  ~-  =  4,5  superficie  S  di  2°  grado 

ciascuna  delle  quali  sega  F  secondo  tre  altre  coniche.  E  che  sì  può  anche  dedurre  dal  no- 
tissimo teorema  che  la  superficie  generale  F  ha  45  piani  tritangenti:  ai  quali  piani  cor- 
rispondono superficie  di  2°  grado  passanti  per  S^  e  seganti  F  in  altre  tre  coniche.  Ora 
^  è  una  qualunque  delle  56  coniche  di  F;  dunque,  ecc. 

D  numero  totale  delle  superficie  S  contenenti  quattro  coniche  di  F  è  adunque 


conjugate  due  a  due,  chiamando,  come  già  s'è  detto,  coniugale  due  superficie  S  le  cui  otto 
coniche  giacciano,  due  a  due,  in  quattro  piani.  Perciò  possiamo  conelndere  che  si  hanno 
316  coppie  di  superficie  S  conjugate. 

16.  La  superficie  F  contiene  infinite  curve  gobbe  d'ordine  6  e  genere  3,  le  quali  for- 
mano due  sistemi  triplamente  infiniti.  Quelle  di  un  sistema  sono  rappresentate  sul  piano 
F"  (§  10)  dalle  curve  dì  4."  ordine  0.  1.  2.  3.  4.  5.  0.  7.  8.  i).  10;  queUe  dell'altro  dalle 
curve  di  11."  ordine  1'.  2".  3^  4\  5*.  6\  7,  8.  9.  10,  Le  une  e  le  altre  passano  pel  punto 
0.  Due  curve  di  diversi  sistemi  giacciono  in  una  stessa  superficie  di  3,"  ordine  e  si  segano 
in  altri  dodici  punti.  Due  curve  di  uno  stesso  sistema  hanno  invece  soltanto  cinque  punti 
comuni,  oltre  ad  0. 

Ciascuno  dei  due  sistemi  contiene  una  reto  di  curve  razionali,  per  le  quali  0  è  un  punto 
triplo.  Le  imagìni  di  esse  deduconsi  dalle  imagini  dianzi  riferite,  staccando  da  queste  la 
cubica 

0.  1.  2.3.  4:.  6.0.  7.8.9.10 

che  rappresenta  il  punto  0:  ossia  supponendo  che  le  superficie  seganti  di  3.°  ordine,  non 
solo  passino  per  0,  ma  ivi  tocchino  il  piano  x  =  0.  Allora  si  hanno  per  imagini  delle  curve 
ragionali  dì  6."  ordine,  nell'un  sistema  le  rette  del  piano  F",  nell'altro  le  curve  di  8." 
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ordine  0^1'2*3'4:*6^6^  Due  curve  razionali  di  uno  stesso  sistema  si  segano  in  un  solo 
punto;  due  curve  di  sistemi  differenti  in  otto  punti,  oltre  ad  0. 

17.  Mediante  la  trasformazione  quadratica  (§  6)  adoperata  sioora  si  potrebbe  con- 
tinuare a  dedurre  proprietà  della  superficie  F  dalla  nota  teoria  della  superficie  generale 
di  3."  ordine  F',  Per  ora  io  non  addurrò  che  la  eostruzione  geometrica  della  rappresen- 
tazione piana. 

Per  la  superficie  F,  assunte  in  ossa  due  rette  aj,  a^  ohe  non  si  seghino,  i  punti  dì 
F  si  possono  proiettare  su  di  una  superficie  di  2.°  grado  S'  che  passi  per  a,,  mediante 
raggi  appoggiati  alle  direttrici  a„  a^.  Con  ciò  i  punti  delle  superficie  F'  ed  S'  sono  messi 
in  corrispondenza  univoca. 

Passiamo  ora  ad  F;  prendiamo  in  essa  due  coniche  ^i,  ^2  non  segantisi  all'infuori 
di  0,  e  sia  ^  una  conica  che  incontri  tanto  ^1  quanto  @^  in  un  secondo  punto,  dopo 
0  *).  Sia  poi  P  il  piano  di  fS, .  Per  un  punto  qualunque  M  di  F  si  può  condurre  una  (ed 
una  sola)  conica  ^^  la  quale  passi  per  0,  ivi  tocchi  x  =  0  ed  altrove  incontri  ancora 
le  tre  coniche  ^,  @i,  ^.  Infatti:  la  conica  ^  sarà  l'ulteriore  intersezione  di  due  super- 
ficie di  2°  grado  passanti  per  ^  e  per  M,  toccanti  in  0  il  piano  x~0  e  condotte  l'una 
per  g^i,  l'altra  per  @j.  La  conica  ^  incontra  il  piano  P  in  un  unico  punto  M,,  poiché 
già  Io  attraversa  in  0.  Viceversa,  assunto  ad  arbitrio  un  punto  M,  in  P,  costruendo  la 
conica  (unica)  ^  che  tocca  a;  =  0  in  0,  passa  per  M,  e  incontra  ^,  @i,  @s,  si  otter- 
rebbe univocamente  il  punto  M  nell'unica  intersezione  di  ^  con  F  (unica,  perchè  già 
quattro  intersezioni  sono  riunite  in  0  e  altre  tre  cadono  rìsp.  in  ^,^„  g^s). 

Per  tal  modo  sono  riferite  fra  loro,  punto  per  punto,  mercè  una  proiezione  nella  quale 
i  raggi  proiettanti  sono  coniche,  la  superficie  di  i°  ordine  F  e  il  piano  P.  Da  questa  rap- 
presentazione piana  di  F  si  deduce  poi,  con  note  trasformazioni,  la  rappresentazione 
d'ordine  minimo:  quella  cioè  nella  quale  le  imagini  delle  sezioni  piane  di  F  sono  curve 
di  6,"  ordine  con  7  punti  fondamentali  doppi  e  4  semplici. 

Boma,  giugno  ISSI. 


*)  Per  esempio,  siano  @, ,  ^j  le  ooniohe   rappresentate  in  P"  dai  punti  1,  2, 
conica  avente  per  imagine  la  retta  12. 
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COMMEMORAZIONE  DI   H.   J.   S.   SMITH. 


:i  Lincei,  Tinasuiiti,  aei'is  III,  Tctluine  VII   (ISSa-St),  pp,  JtìS  Ifi3, 


II  socio  Cremona  ta  una  breve  e  affettuosa  commemorazione  dell'illustre  matema- 
tico Henry  John  Stephen  Smith,  professore  di  geometria  (dal  1861)  all'Università 
di  Oxford.  Egli  era  nato  a  Dublino  nel  1826  e  morì  a  Oxford  il  9  febbraio  u.  p.  fra  il  com- 
pianto defili  innumerevoli  amici,  ai  quali  era  sommamente  caro  per  le  rare  e  bellissime 
doti  dell'ingegno  e  dell'animo.  Gli  scritti  di  Smith  sono  inseriti  nel  Cambr.  and  Dub. 
Matli.  Journal,  nei  Reports  della  British  Association,  nelle  Pliil,  Transactions  e  nei  Pro- 
eeedings  della  Royal  Society,  nei  Proeeedings  della  London  Mathematical  Society,  nel 
Messenger  of  Mathematics,  nel  Giornale  Matematico  di  Cbelle,  negli  Annali  di  Mate- 
matica (dì  MUano),  negli  Atti  della  R.  Accademia  dei  Lincei  (1877),  ecc.  Devonsi  a  lui 
uno  stupendo  Rapporto  sulla  teoria  dei  numeri,  presentato  all'Associazione  Britannica 
negli  anni  dal  1859  al  1865,  ed  una  bella  introduzione  alla  raccolta  delle  opere  di  Clifford, 
Le  memorie  di  Smith  si  riferiscono  ai  piii  ardui  problemi  della  teoria  dei  numeri,  della 
teoria  delle  funzioni  ellittiche  e  della  geometria  moderna;  contengono  risidtati  nuovi 
della  più  alta  importanza  e  sono  scritte  con  tale  perfezione  dì  forma  che  appena  ai  riscon- 
tra nelle  opere  di  Gauss.  Per  la  sua  somma  modestia  Smith  non  era  forse  cosi  general- 
mente conosciuto  fuori  d'Inghilterra  come  meritava;  ma  senza  dubbio  la  storia  lo  col- 
locherà fra  gli  uomini  più  eminenti  del  suo  tempo.  La  sua  morte  in  età  ancor  fresca  e 
nel  pieno  sviluppo  della  sua  attività  è  una  perdita  irreparabile  per  la  scienza. 

L'oratore  si  onora  d'aver  conosciuto  personalmente  Smith  in  Oxford  nel  1876  e  d'a- 
verlo riveduto  due  anni  dopo  in  Roma, 

Interessantissime  notizie  della  vita  e  degli  scritti  di  Smith  si  possono  leggere  nel  Ti- 
mes  del  10  e  del  12  febbraio,  nel  Nature  del  22  e  néW'Academy  del  17  d.  m.  Queste  due 
ultime  commemorazioni  sono  dovute  a  W.  Spottiswoode,  l'illustre  Presidente  della 
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Royal  Society  ed  a  J.  W.  L.  Glaishbr,  roperosissìtno  matematico  del  Trinity  College 
di  Cambridge. 

Noi  ci  associamo  al  voto  di  codesti  egregi  scrittori,  che  le  opere  di  Smith  edite  ed  ine- 
dite siano  raccolte  e  pubblicate  in  collezione,  come  già  fu  fatto  (per  parlare  della  sola 
Granbretagna)  delle  opere  di  Green,  Mac  Cullagh,  Gregory,  Leslie  Ellis,  Macquoek 
Kankine  e  CiiFFOBD,  con  immenso  vantaggio  degli  studiosi. 

Il  socio  Cremona  finisce  deplorando  che  l'Uiustre  matematico  di  Oxford  sia  morto 
prima  che  l'Accademia  potesse  annoverarlo  tra  i  suol  membri. 
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CENNO   NECROLOGICO    DI    W.    SPOTTJSWOODE. 


Tniiiiiic!  VII  (i.HS2-a3),  [.p.  aiH-3ijn. 


Sjn  tn  i,  r  !  p  (  (>i  i  (ìi  due  me  i  <iìl  i  rmC)  maggio)  che  William  Spottiswoode, 
venuto  con  li  eousfrte  m  Italia  pei  iiu  bre\c  Maggio  di  diporto,  sedeva  qui  fra  noi  e  ei 
leggevi  una  sui  Memoria  matematica  ohe  d  veva  essere  l'ultima  sua  fatica  seientìfica. 
Ora  egli  a:ia  da  una  ettimana  doime  1  eterno  bcni>o  nelle  tombe  illustri  di  Weatminster 
Abbey'  Io  non  dimenticheio  mai  1  ospitalità  tiovata  in  seno  alla  sua  degna  famiglia, 
nel  settembre  187fi  n  Ih  uà  magnificT  viUa  di  Combe-Bank  presso  Sevenoaits;  e  pa- 
recchi litri  fra  noi  lo  hanno  pur  eono'sciuto  o  a  Londra,  o  a  Parigi,  o  altrove,  in  alcuno 
de  &U01  frequenti  viaggi  sul  continente  Ne  'iuno  lo  ha  avvicinato  senza  amarlo;  egli 
tint  alto  locato  per  ncchez/a  di  censo  e  per  pcsizione  sociale,  aveva  tanta  semplicità  e 
modestn  di  modil 

Spottisì\ OODE  eia  nat  a  L  nin  1 11  genun  T825,  da  antica  famiglia  scozzese  che 
ivevi  dato  uomini  d  egre^ii  lima  non  solo  illa  Scozia  ma  anche  all'America,  Studiò 
a  rton  a  Hirrow  ed  a  Oxford  nel  Balliol  College.  Lasciato  Oxford,  ebbe  ad  occuparsi 
delie  faccende  del  Queen  i  Pimtmg  Office,  di  cui  era  direttore  suo  padre;  ma,  malgrado 
gli  affari,  non  cessò  mai  d'occuparsi  di  studi,  prediligendo  le  matematiche,  la  fìsica  e  le 
lingue  orientali.  Dotato  d'eccezionali  qualità  organizzatrici,  non  solo  riordinò  e  fece  fio- 
rire la  sua  azienda,  ma  rese  eminenti  servigi  alla  Royal  Society,  alla  British  Association, 
alla  London  Mathematical  Society  ed  alla  Royal  Instìtutìon, 

Le  sue  prime  pubblicazioni  scientifiche  furono  le  MedìMiones  analyticae  (London 
1847)  e  gli  Elemmtary  Theorems  relaling  to  Determinants  (London  1851);  ma  di  lui  si 
hanno  poi  circa  90  memorie,  delle  quali  un  terzo  appartenenti  alla  fìsica,  e  più  dì  50  a 
diverse  parti  delle  matematiche,  ch'egli  trattava  in  modo  da  meritarsi  che  un  carissimo 
amico,  T.  A.  Hirst,  lo  chiamasse  Vinmrnazione  della  simmetria:  le  quali  memorie  si  tro- 
vano inserite  nel  Philosophical  Magazine,  nel  Cambridge  and  Diiblin  Mathematical  Jour- 
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nal,  nel  Quarterly  Journal  of  Mathematics,  nel  Journal  fiir  die  reine  und  angewandte 
Mathematik  (di  Crelle),  negli  Annali  di  scienze  matematiche  e  fisiche  (di  Tortolini), 
nei  Pioeeedings  della  Eoyal  Society,  della  Royal  Geograptiical  Society,  della  Royal  In- 
stitution,  della  Musical  Society  e  della  London  Matbematieal  Society,  nelle  Philosophi- 
eal  Transactions,  nel  Eoyal  Asiatic  Society  Journal,  nelle  Memorie  della  Royal  Astro- 
nomica! Society,  nei  Reports  della  British  Association,  nei  Comptes  Rendus  dell'Acca- 
demia delle  scienze  di  Parigi  e  da  ultimo  negli  Atti  della  nostra  Accademia. 

A  Spottiswoode  furono  concessi  i  più  grandi  onori  che  un  uomo  di  scieuza  in  Inghil- 
terra possa  ottenere:  la  presidenza  dftlla  Società  Reale  negli  ultimi  anni  di  sua  vita,  e, 
dopo  morte,  la  tomba  nell'abbazia  di  Weatminster,  dove  già  da  circa  tre  secoli  riposa 
un  altro  Spottiswoode,  arcivescovo  di  St.  Andrews. 

Nel  Nature  del  26  aprile  1883  si  legge  una  biografia  di  Spottiswoode  colla  lista  delle 
sue  pubblicazioni,  meno  l'ultima,  di  data  posteriore,  presentata  ai  Lincei.  Il  Daily  News 
del  6  luglio  dà  la  descrizione  dello  splendido  funerale  ch'ebbe  luogo  il  5:  da  essa  si  rileva 
in  qual  modo  eccezionalmente  solenne  il  Governo,  il  Parlamento,  i  rappresentanti  delle 
Università  e  delle  grandi  Istituzioni  scientifiche  e  gli  uomini  piii  insigni  dell'Inghilterra 
abbiano  reso  gli  ultimi  onori  all'eminente  scienziato  che  lascia  tanto  desiderio  di  sé,  nel 
Regno  unito  e  nel  Continente. 

Possa  questa  comunanza  di  lutto  essere  di  qualche  conforto  all'egregia  vedova  ed  ai 
iigli  del  caro  e  indimenticabile  Spottiswoode! 
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AN  EXAMPLE  OF  THE  MBTHOD  OF  DEDUCINa  A  SURFACE 
FROM  A  PLANE  FIGURE.        [i"] 


■0.11  of  the  Bi/nal  Society  of  Edinburgh.  Voi.  XXXII,  Pari.  Il,  (1 


Let  there  be  giveii,  in  a  piane  %,  six  (fundamental)  points  1,  2,  'i,  i,  5,  6,  of 
which  neither  atiy  three  lie  in  a  right  line,  nor  ali  in  a  conio;  and  consider  the  six  eonics 
[l]-23456,  [2]  =  13466,  [3]  =  13456,  [4]^12356,  [5]  =  12346,  [6]  =  12346, 
and  the  fìfteen  right  lines  13 ,  T3 , . .  ,   16 ,  33 , . . .  56. 

There  Is  a  pencil  of  eubics  l'23456  (curves  of  the  third  order,  having  a  node  at  1 
and  passing  through  the  other  fundamental  points);  their  tangenta  at  the  common  node 
form  an  involutìon,  viz,,  they  are  harmonieally  conjugate  with  regard  to  two  fìxed  rays. 
Five  pairs  of  conjugate  rays  of  thìs  involutìon  are  already  known  ;  for  instance,  the  line 
13  and  the  conio  [3]  bave  conjugate  directions  at  the  point  1,  for,  they  make  up  a 
cubie  P23456. 

Eaeh  other  fundamental  point  is  the  centre  of  a  like  involution.  And  also  on  each 
conie[l],  [3],...,  and  each  line  13,  13,  ...  points  are  eoupled  harmonieally  with 
regard  to  two  fìxed  points.  The  involution  on  the  eonic  [1]  is  cut  by  the  pencQ  of  raya 
through  1;  for  instance,  the  point  3  is  conjugate  to  the  seeond  interseetion  of  [1]  with 
12,  &e.  The  involution  on  the  line  13  ìs  cut  by  the  pencil  of  conios  3456;  for  instance, 
the  points  12  .  34,  12  .  56  are  conjugato,  as  34  and  56  make  up  a  conio  through 
3456;  and  the  point  1  is  conjugate  to  the  seeond  meeting  of  1 3  with  tho  cooic 
[3];  &c. 

The  Jacobian  of  a  linear  twofold  system  (réseau)  of  cubics  123456  is  a  sextic  K  ^ 
(123456)^  having  six  nodesat  the  fundamental  points.  Since  any  réseau  of  cubics  123456 
oontains  1"  a  cubie  ft=  1^23456;  2°  a  eubio  breaking  up  into  a  ray  r  through  1  and 
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the  conic  [1];  3<*  a  cubie  inade  up  by  the  line  1  2  and  a  conic  e  trough  3J:56,  &e.;  we  see 
immediately  that  the  (sextic  K)  Jacobian  of  the  réseau  1"  has  the  sanie  tangeiits  aa  the 
cubie  k  at  the  common  node  1  ;  2°  and  3°  passes  throngh  the  inteiseetions  of  r  with  [1], 
and  the  interseetions  of  e  with  1  2  &c. 

The  Jaeobians  K  form  a  linear  threefold  system  of  sexties  (123456)'^ 

XK  +  X'K'  -j-  X"K"  +  X"'K"'  =  0, 

therefore  we  have  the  following  theorem: 

If  six  points  1,  2,  3,  4,  5,  6,  are  given  in  a  piane  n,  as  said  above,  we  may  construct 
a  threefold  linear  system  oì  sexties  K  ^(1234-56)',  whose  tangents  at  each  of  the  six 
common  nodes  are  Doupled  in  involution,  and  which  cut,  also  in  involution,  each  of  the 
six  eonies  [1],  [2], . .  and  of  the  fifteen  right  linea  12,  13, . . .  Any  sextic  of  this  sy- 
stem is  the  Jacobian  of  a  réseau  of  eubìes  123466. 

Araong  these  a>^  eubics,  there  are  co  '  curves  possessing  a  cusp  (stationary  poìnt),  and 
the  locns  of  the  cusps  is  a  curve  6  ^  (123456)*  of  the  twelfth  order,  which  touches  each 
conic  [1],  [2], .  . .  and  each  line  12,  1 3,  ...  in  two  distinct  points,  and  has  (only)  two 
distinct  tangents  at  each  quadruple  point  1,  2, ...:those  points  and  these  tangents 
being  the  doublé  elements  of  the  twenty-seven  involutions  mentioned  above. 

Let  US  start  now  from  the  foregoing  piane  diagram,  without  any  further  reference 
to  its  origin;  and  consider  it  as  representative  of  a  surface  4>  whose  piane  sections  shall 
have  the  sexties  K  as  their  images.  *)  We  see  at  once  that  the  order  of  <i'  is  12,  for,  two 
sexties  K  meet  in  (6.6  —  6.4=)  12  more  points.  Thus  we  get  a  (1,  1)  correspondence 
between  the  points  of  ti  and  those  of  <^;  any  point  M  on  5t  being  common  to  cc^  sexties 
K,  ìt  is  the  imago  of  a  point  M'  on  *,  in  which  the  co^  corresponding  planes  meet,  But 
if  M  lies  on  one  of  the  six  conics  [1],  [2], ...  or  of  the  fifteen  lines  12,  13,. . .  or  inlìni- 
tely  near  to  one  of  the  six  points  1,2,...,  then  aU  the  oo^  sexties  K  passing  through  M 
eontain  also  another  common  point  M,,  which  is  coniugate  to  M  in  one  of  the  twenty- 
seven  involutions.  Therefore,  in  such  case,  M'  is  a  doublé  point  on  $:  this  surface  has 
an  infinite  rango  of  doublé  points,  whose  loeus,  as  easy  to  see,  is  constituted  by  twenty- 
seven  right  lines,  having  as  their  images  on  x  the  six  fundamental  points  and  the  six 
conics  and  lìfteen  lines  eonnecting  them. 

Tf  M  falls  at  the  intersection  of  12,   34,  viz.,  if  it  belongs  to  two  involutions,  it  will 


*)  idee  Gapokali's  paper  in  Collectanea  Math.  i 
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have  two  eoiijugate  poiiits  Mi  ^^  (t  3)(56),  M2^(3  4)(56);  and  the  three  poiiits  M 
M,  Mj  will  be  common  to  co*  sexties  K  correspondig  to  oo^  planes,  whose  point  of  inter- 
section  M'  (where  the  nodal  lines  of  <ì>  meet,  which  anawer  to  12,  34,  56)  is  consequen- 
tly  a  treble  point  oii  <t>.  Thiis,  our  surface  possesses  forty-fìve  treble  points,  in  each  of 
whieh  three  nodaJ  lines  meet. 

Let  acubic  1234:56  have  a  cusp  M;  then,  every  8extic(133466f ,  whieh  is  the  Jaco- 
bian  of  a  réseau  inctuding  that  cubie,  shall  pass  through  M  and  touch  there  the  tangent 
at  the  Cìisp,  Hence  the  co^  sestics  K  through  M  will  have  the  sarae  tangent  at  this  point, 
Aceordingly  the  corresponding  point  M'  wiU  be  a  doublé  point  od  <E>  with  coineiding 
tangent  planes,  viz.,  a  cuspidal  or  stationary  point.  Thus  we  see  that  $  has  a  euspidal 
curve,  whose  image  on  x  is  the  iocus  of  eusps  of  eubies  123456,  viz,,  the  curve  0^ 
(133456)'  of  the  twelfth  order.  The  orderof  the  euspidal  curve  on  *  is  (6.12  —  6.2.4  =)  24. 

The  class  of  <^,  that  is  to  say,  the  number  of  the  tangent  planes  drawn  through  two 
aj-bitraiy  points  in  space,  is  equa)  to  that  of  the  intersections  of  the  Jaeobìans  of  two 
linear  twofold  systems  of  sexties  K.  The  Jacobian  of  such  a  system  is  of  the  order  3(6  —  1) 
=  15,  and  passes  3,2  — 1  =  5  times  through  each  fundamental  point;  but  the  curve 
#  is  clearly  ineluded  in  the  Jacobian,  therefore,  this  lattei  will  break  up  into  a  fixed  curve, 
B,  and  a  variable  one,  being  of  the  order  15  — 12  =  3,  and  possessing  the  multiplieity 
5  ^  4  =  1  at  the  fundamental  points.  So  the  residuai  Jacobian  is  a  cubie  curve  1 23456. 
Two  sueh  curves  meet  in  9  —  6  =  3  more  points;  hence  the  class  of  ^  is  3. 

The  surface  ^,  being  of  the  twelfth  order  and  third  class,  and  having  twenty-seven 
noda!  right  lines  and  a  cuspidal  curve  of  the  twenty-fourth  degree,  is  the  reciprocai  of 
the  general  cubìe  surface.  It  was  very  easy  to  foresee  this  eonclusion,  in  aceordanee 
with  the  (1,  1)  correspondenoe  between  any  surface  and  its  reciprocai.  But  I  wìshed  to 
give  an  instanoo  of  the  method  of  deducing  a  (unicursal)  surface  from  a  piane  figure  as- 
sumed  as  its  represontatìvc. 
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ON  A  GEOMETKIOAL  TRANSFORMATION  OF  THE  FOURTH  ORDER 

IN  SPACE  OF  THREE  DIMENSIONS,THE  INVERSE  TRANSFORMATION 

BEING  OF  THE  SIXTH  ORDER. 


r  u/  the  B«!i.il  Irisk  Am'leviy,  Tiil.  XXVIll  il8»ll,  Smaote.  pp.  379-281. 


The  subject  of  this  short  Memoir  ia  that  of  Geometrieal  Rational  Transformation  in 
Spaee  oE  Three  Dinieiisions.  "When  the  points  of  a  spaee  S  havo  a  (1, 1)  eorrespondence 
with  those  ot  another  spaee  s,  in  such  a  maiiner  that  the  planes  and  the  (right)  lines  of  s 
eorrespond  to  surfaeesF  of  m"'  order,  and  to  curves  C  of  the  n"'  orderin  theformer  spaee 
S,  I  say  that  the  transformation  of  s  into  S  is  of  the  m"'  degree,  and  that  the  inverse  tran- 
sformation (of  S  into  s)  is  of  the  n'"  degree.  In  fact  the  planes  and  the  (right)  lines  of  S 
eorrespond  to  surfaces  4»  of  the  w'*  order,  and  to  eurves  k  of  the  m"'  order,  in  the  spa.ce 
s.  The  surfaces  F  (or  ^)  are  homaloid  (unieursal  after  Cayiey  andSalmon),  andform  what 
I  name  a  homaloid  system;  that  is  to  say,  a  single  surfaee  will  pass  through  three  ar- 
hitrary  points,  and  three  surfaces  wUl  have  a  single  eommon  point  {if  not  an  infinite  num- 
ber),  wich  is  not  common  to  the  whole  system.  Two  surfaces  have,  in  eommon,  a  unieur- 
sal curve  C  (or  k). 

Generally  there  are  {fundamental)  points  common  to  ali  the  surfaces  F  (or  O);  if  their 
number  ie  an  infinite  one,  they  form  {fundamental)  curves,  which  can  be  single  or  mul- 
tiple for  the  surfaces  of  the  system.  The  points  on  fundamental  eurvea  of  each  system 
are  excepiionai  ones,  with  respect  to  the  transformation:  they  do  not  eorrespond  to  sin- 
gle points  of  th^  other  space,  but  rather  to  eurves,  whose  loci  are  surfaces  forming  the 
Jacobiana  of  the  second  system.  Of  the  two  homaloidie  systems,  if  one  is  known,  the 
other  is  determined  too.  And  if  the  eorrespondence  ie  given  betwen  the  points  of  a  single 
homaloid  surfaee  and  those  of  a  piane,  my  method  finds  out  ali  the  homaloidie  systems  to 
which  the  given  surfaee  can  belong. 

I  will  explaìn  the  method  by  an  example,  which  may  be  eonsidered  as  possessìng  some 
interest  in  itseìf.  Let  us  start  froin  a  Nother's  surfiLce  [<'  of  the  4th  order,  whose  oiiìy  sin- 
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gularity  ig  a  doublé  point  0  with  a  single  tangent  piane  Q,  which  meets  the  suriace  in 
lour  (right)  lìnes  passìng  through  0.  Thia  surf ace  may  be  representend  on  a  piane  f  in  sneh  a 
manner  that  the  iniages  of  its  piane  seetions  may  be  aestie  eurves  a^b,  having  seven  dou- 
blé points  a,,  (li,,..  &i,  and  four  single  points  bi,  6j,  h^,  6<  common:  ali  these  eleven  po- 
ints  being  ranged  in  a  single  cubie  curve  ab,  which  is  the  image  of  the  singular  point  0,  *) 

Any  other  surfaee  F,  having  the  same  singularity  as  F  (the  same  doublé  point  0, 
and  the  same  aingular  tangent  piane  il),  will  intersect  F  in  a  curve  of  the  16th  order, 
whose  image  on  the  piane  f  is  a  curve  (t*  oì  the  12th  order,  passing  four  times  through  each 
of  the  seven  points  a. 

In  aeveral  ways  the  curve  of  the  12th  order  ean  break  up  into  others  of  lower  degree: 
I  assume  a  braking  up  into  a  right  line  and  a  curve  a''  of  the  llth  order.  Supposing  thia 
latter  aa  fixed  or  given,  and  the  tormer  as  varìable  on  the  piane  f,  we  shall  bave  the 
imagea  of  co^  unìcursal  curves  C  of  the  6th  order,  in  which  F  is  cut  by  co"  suriaces  F'  pas- 
sing {like  F)  through  a  common  curve  T  of  the  lOth  order,  whose  deficiency  is  3.  By  eon- 
sideration  of  iniages  in  f,  we  see  that  0  ia  a  treble  point  for  the  eurvea  C,  and  a  fivetold 
one  on  T;  and  that  every  C  meets  F  in  eleven  pointa, 

Thus  we  have  got  a  homaloidie  aystem  of  surfaees  F,  F,  ...  to  which  the  given  N6- 
ther'a  suriace  belonp.  Consequently  there  exists  a  (1,  1)  eorrespondenee  between  the 
pointa,  the  planes  /  and  the  Unes  e  of  a  space  s,  and  the  points,  the  quartie  surfacea  F,  and 
the  sextic  cutvea  C  of  the  space  S,  from  which  wc  started.  Then  the  pianea  $  and  the 
lines  K  of  S  will  correspond  to  surfaees  y  of  the  6th  order  and  to  curves  h  of  the  4th 
order;  for,  the  interseetions  of  a  rp  with  a  line,  or  oì  a  i  with  a  piane,  in  s,  must  correspond 
to  the  intersections  of  a  piane  ^  with  a  sextic  curve  C,  or  of  a  line  K  with  a  quartie  sur- 
faee F  in  S. 

Besides  the  variable  interseetion  h  of  the  4th  order,  the  aurfaces  f>  of  the  homaloidie 
system  in  s  muat  have  in  common  some  fixed  curves  equivalent  to  one  of  the  order 
(6^  —  4  =  )32.  To  find  them  out,  let  us  remember  that  a  point  oì  a  r-ple  curve  common 
to  the  f's  eorresponds  to  a  unìcursal  curve  of  the  r'"  order  lying  on  the  Jacobiana  of  the 
F's,  and  that  the  intersections  of  the  r-ple  curve  with  a-  piane  /  correspond  to  an  equal 
number  oì  curves  of  the  r"'  order  common  to  an  F  and  to  the  Jacobiana. 

The  eurvea  of  F  corresponding  to  single  points  in  /  are  seven  conica  and  four  lines 
whose  imagea  are  the  seven  points  a  and  the  four  points  i;  therefore  the  surfaees  f  of 
the  homaloidie  aystem  in  s  will  have  in  common  a  doublé  curve  §  of  the  7th  order,  and 
a  aimple  curve  co  oì  the  4th  order.  The  Jacobiana  oì  the  F's  is  then  eomposed  oì  two  parta: 


ee  a  Paper  oì  mine  in  the  OoUectanea  mathematica  in  memoriam,  D,  Cìielini.  [Queste 
.  108]. 
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1°  the  surfaee  A  o!  the  llth  order,  which  is  the  focus  ot  the  eoiiies  touehing  in  0  the  piane 
£1  and  meeting  the  curve  F  four  tiines;  2.»  the  piane  fì  as  being  the  locus  of  linea  through 
0.  The  curve  T  is  a  treble  one  on  A, 

An  axbitrary  piane  'ì>  in  S  correapooda  to  a  sextic  surfaee  f  in  s;  but,  iì  O  is  a  piane 
1^  paesing  through  0,  which  is  a  treble  point  on  any  sextie  curve  C,  the  correspondent 
(p  wiil  break  into  two  cubie  surfaces;  of  which  the  one,  <[i„,  is  fixed  and  answers  to  the 
fundamenta]  point  0;  whereas  the  other,  iJj,  is  variable  in  a  linear  two-fold  system  (réseau) 
including  <%.  The  cubie  f))  coineides  wìth  -^^  when  the  piane  H'  faJis  on  ii.  As  on  every 
ip,  8  is  a  doublé  curve  of  the  7th  order  and  w  a  siniple  one  of  the  4th  order,  we  soe  at 
once  that  al!  the  cubie  surfaces  "^  pass  through  §,  but  only  ^^  passes  through  io  too. 

Reeiprocally  ali  cubie  surfaces  (t)  through  the  fuodamental  curve  3  ot  the  7th  order 
correspond  to  planes  (W)  through  0:  beeause  the  partial  Jaeobiana  A  must  then  break 
off  from  the  surfaee  oì  the  order  (3.4—)  12  eorresponding  (in  S)  to  any  cubie  sur- 
faee (in  s). 

Let  US  consider  the  representation  of  the  points  of  any  |  on  those  of  its  correspon- 
dent piane  4^.  This  piane  meets  1'  in  five  points,  besides  0;  therefore  ìt  wUl  cut  the  F's 
in  curves  of  the  4th  order,  of  which  4'  —  5  —  ci  =  S  common  points  are  coinciding  with  0. 
Consequently,  the  images  of  piane  sections  of  <[(  on  T  are  quartìc  curves  (with  two  con- 
secutive doublé  points  on  0  and  Sì)  having  eight  common  intersections  gathered  up  in  0 
and  five  other  common  (simple)  points.  This  threefold  system  of  quarties  contains  a  two- 
fold  one  of  such  curves  having  a  treble  point  at  0  (with  two  coinciding  tangent  lines 
on  iì);  whence  it  fotlows  that  the  cubie  surfaces  4"  possess  a  common  doublé  point  o. 

Two  cubie  surfaces  ^  meet,  further,  in  a  conic  eorresponding  to  a  line  through  0. 
Therefore  ali  the  analogous  conics  are  passing  through  o,  and  this  point  is  a  treble  one 
on  the  curve  5,  whose  deficiency  is  3.  This  can  be  proved  by  projection  of  one  ^  from  the 
doublé  point  o  on  a  piane  ti;  a  representation  which  can  also  result  frora  the  foregoing 
one  of  ijj  on  ^,  combined  with  quadrie  transformation.  The  images  of  piane  sections  are 
then  cubie  curves  meeting  in  six  fixed  points  p  the  conic  which  represents  the  doublé 
point  o;  and  the  imago  of  the  interseetion  of  our  surfaee  with  any  other  cubie  surfaee  ["^] 
wilì  be  a  quintic  p.  A  conic  passing  through  o  is  represented  by  a  line  drawn  through  one 
of  the  points  p;  then,  if  the  conic  is  common  to  the  two  cubie  surfaces,  the  image  of  their 
further  interseetion  S  will  be  a  quartic  passing  through  the  live  remaìning  points  p  ;  whence 
we  recognize  at  once  the  deiiciency  of  §  and  the  number  of  ita  branches  through  o.  Besi- 
des, we  see  that  the  conic  meets  ò  in  four  points  in  addition  to  o, 

Any  piane  ^  (in  S)  interseets  the  F's  in  a  threefold  system  of  quartic  curves  passing 
through  ten  common  points  G,  which  are  the  traeks  of  1';  these  curves  are  then  the  ima- 
ges of  piane  sections  of  a  surfaee  f,  when  this  is  put  in  eorrespondence  with  the  piane  *. 
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Looking  up  to  the  intersection  of  this  piane  with  the  Jacobiana  of  the  F's,  we  find  that 
the  tundamental  curves  §,  othave,  as  their  imageson  "J»,  a  curve  y  ^  G'  of  the  llth  order 
and  a  right  line,  whence  it  follows  that  3  and  lu  meet  in  eleven  points.  Any  one  of  the 
conies,  whose  locus  is  the  partial  Jacobiaiia  A,  pierces  the  piane  ^  in  two  oonjugaie  points 
of  y  answering  to  one  poìnt  ot  the  doublé  fundamental  curve  8.  Every  quartic  G  meets 
with  V  onìy  in  paira  o!  conjugate  points. 

From  this  representation  on  ^,  we  infer  that  every  sextic  surface  tp  containa  ten  right 
linea,  which  are  linea  through  three  pointa  of  the  doublé  curve  6,  The  locus  of  such  lines  is 
a  partia]  Jacobiana  for  the  rp's  corresponding  to  F:  its  degree  is  11;  for,  in  the  space  S, 
every  curve  C  nieets  T  in  11  points.  The  fundamental  point  0  is  a  treble  one  for  every 
C,  and  abaorbs  nine  of  the  twenty-four  linear  conditions  determining  a  unioursal  twisted 
sextic  curve;  therefore,  the  Jacobiana  of  the  y's  is  completed  by  a  surface  of  the  third 
order  three  tiraes  counted:  the  cubie  tjjn.  "We  see  at  once  that  S  is  a  4-ple  curve  on  the 
former  partial  Jacobiana, 

Any  two  of  the  'f 'a  have  aa  intersection  (beaides  S  and  to)  a  unieursal  quartic  curve 
k,  corresponding  to  a  right  line  in  S;  every  ìc  meets  5  in  eleven  poùita,  and  w  in  one  point, 
because  in  S  these  numbers  eleven  and  one  are  the  ordera  of  the  surfaces  making  up  the 
Jacobiana  of  the  homaloidic  system. 

Applying  to  the  projection  ot  "l^,,  from  o  on  a  piane,  it  is  eaay  to  see  that  o  is  a  treble 
point  on  every  surface  ^ 

We  saw  above  thit  ìines  K  (m  S)  eoiic  ptnd  to  quartic  cur'ies  k  meeting  w  in  one 
and  5  in  eleven  points  and  that  hnes  (m  }  coireipond  to  se\tic  cui\e'5  C  cutting  F 
eleven  times  and  having  0  as  tiebie  pomt  with  tangent  Imes  on  the  piane  SI.  But  cur- 
ves k  and  C  will  degenerate  mto  cuives  of  lower  order  when  the  Ime  K  meeti  V  or  passes 
through  0,  or  when  the  line  e  cuti,  o  oi  u  for  to  in^  point  of  l  io  S  corrosponds  a 
line  or  a  conio,  &c.  Thus  for  mstance  liiies  cutting  1  three  times  eorreapond  to  chords 
of  S  supported  by  tu;  lines  projecting  V  from  0  correspond  to  linea  projecting  3  from  o; 
lines  through  three  points  of  io  correspond  to  cubie  (twisted)  curvea  meeting  F  in 
eleven  pointa  ;  &c.  The  point  o  has,  as  its  imago  in  the  apace  S,  the  three  chords  of  F  which 
spring  from  0. 

Our  transformation,  by  which  we  purposed  to  give  an  example  of  the  general  me- 
thod,  is  now  established  and  completely  explained  in  its  ehief  circnmHtances. 
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DELLO  SPAZIO  A  TRE  DIMENSIONI,  LA  CUI  INVERSA 

È  DEL  QUINTO  GRADO. 


■iety,  voi.  XV  (1881),  pp.  «3-246. 


1.  La  breve  eomunicazione  che  ho  Toiiore  di  fare  alla  London  Mathematica!  So- 
ciety è  sostanzialmente  una  illustrazione  de'  metodi  di  trasforma2àone  geometrica  dello 
spazio  a  tre  dimensioni,  che  io  cominciai  a  pubblicare  già  da  molti  anni,  nel  Journal 
fUr  die  teine  una  mtgmmiàte  Matkematik,  nei  Rendiconti  deWlstitulo  Lombardo,  nelle 
Nachrickten  iella  ìt.  Società  di  GStlingen,  nelle  Memorie  dell' Aeeademia  di  Bologna,  negli 
Annali  di  Matematica,  ete.  :  i  quali  metodi  sono  fondati  sulla  teoria  delle  trasformazioni 
delle  figure  piane,  da  me  data  nel  1865  {Memorie  dell' Aeeademia  di  Bologna)  [Queste 
Opere,  n.  62  (t.  2.")]. 

2.  Se  4^  è  una  superficie  di  3.«  ordine,  dotata  di  un  punto  doppio  (conico)  0,  e  se 
per  cinque  delle  sei  rette  di  W  uscenti  da  0  si  fa  passare  un  cono  generale  di  4,<»  ordine, 
la  rimanente  intersezione  sarà  una  curva  di  7,"  ordine  T-,  per  la  quale  0  ò  un  punto  tri- 
plo. Si  sa  che  questa  curva  T,  (per  la  quale  passa  una  rete,  ossia  un  sistema  lineare  a)° 
di  superficie  analoghe  a  W)  può  essere  presa  come  curva  doppia  di  infinite  superficie  di 
6,"  ordine,  aventi  anch'esse  in  0  un  punto  triplo.  È  anche  noto  *)  che  una  siffatta  super- 
ficie può  essere  rappresentata  in  un  piano  f  per  modo  che  le  unagini  delle  sue  se 
piane  siano  curve  di  4.o  ordine  aventi  in  comune  dieci  punti  (fondamentali)  seni 
mi,ms, . . .  m,o.  Indicherò  tali  curve  col  simbolo  e,  ^  m,  mj ...  wii,  ^  m.  L'imagine  di 
r,  è  una  curva  Ci,  =  m',  ossia  d'ordine  11  e  passante  tre  volte  per  ciascun  punto  m.  Un'al 


•)  Caporali  nei  OolhctcMiea  Mathematica  in  memoriam  D.  Ohelim,  p.   189.  Cfr.  una  mia 
*  alla  R.  Irish  Àoademy,  28  aprile  1884  [Queste  Opere,  n.  112]. 
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!  dello  stesso  ordine  e  dotata  della  stessa  singolarità  sega  ulteriormente 
ìa  prima  in  una  curva  di  8."  ordine,  la  cui  imagine  è  una  conica  descritta  arbitrariamente 
nel  piano  fp.  Supponendo  che  la  conica  sia  fatta  passare  pei  tre  punti  ms,mg,m,B,l3. 
curva  d'intersezione  si  spezza  in  tre  rette  R  S!  R"  trisecanti  di  F,  ed  in  una  quintìea 
(razionale)  C5,  che  incontra  le  rette  R  ciascuna  una  volta  e  la  T^  tredici  volte.  Chiamerò 
^tì  0  ^  la  superficie  rappresentata  in  f  e  $',  ^", ...  le  altre  superficie  analoghe,  se- 
ganti O  nelle  stesse  tre  rette  R  (oltre  la  curva  doppia  F,);  tutte  le  $  formano  un  sistema 
omaloidale  (ossia  tale  che  tre  punti  arbitrari  dello  spazio  individuano  una  <(>,  e  tre  ^  ai 
segano  in  un  solo  punto,  all'infuori  delle  linee  fùndammtali  F,,  R,  R',  R").  Tutte  le 
quintiche  analoghe  C5  sono  in  numero  (4,5  —  3  —  13  =)  4  volto  infinito,  e  due  di  esse, 
se  poste  in  una  stessa  superficie  *,  si  segano  in  un  solo  -punto.  Tutto  ciò  appare  mani- 
festo dalla  rappresentazione  f. 

3.  Per  lo  scopo  della  presente  memoria,  conviene  di  trasformare  il  piano  f  me- 
diante una  trasformazione  quadratica  i  cui  punti  fondamentali  siano  m^,  mg,  mio.  Al- 
lora le  imagini  delle  sezioni  piane  di  $  saranno  curve  di  ò.°  ordine  aventi  in  comune  tre 
punti  doppi  »!,  «E,  «3  e  sette  punti  semplici  6„  i^, . , .  è-;  le  rette  %aa,  a^,,  «.«j  rap- 
presenteranno le  rette  R,  R',  R";  e  la  curva  F,  sarà  rappresentata  da  una  curva  di 
13.0  ordine,  c^a  ^  a%^,  passante  cinque  volte  per  ciascun  punto  «  e  tre  volte  per  ciascun 
punto  6.  Le  imagini  della  curve  Cj  saranno  ora  le  rette  del  piano  f. 

4.  Ora  io  posso  far  corrispondere  unìvocamente  i  punti  del  dato  spazio  S  a  quelli 
di  un  altro  spazio  s,  in  modo  che  le  superficie  *  e  le  curve  C5  corrispondano  ai  piani  f 
ed  alle  rette  di  s.  Si  tratta  di  trovare  quali  superficie  e  quali  curve  di  s  corrisponderanno 
ai  piani  e  alle  rette  di  S.  Di  queste  superficie  e  curve  sappiamo  soltanto  finora  che  le  prime 
sono  di  5.°  ordine  e  le  seconde  del  6.":  come  risulta  dal  segare  in  S  un  piano  con  una  Cs 
e  una  retta  con  una  *. 

5.  La  Jacobiana  delle  <S>  è  una  superficie  d'ordine  4  (6  —  1)  =  20,  e  per  essa  F, 
è  una  curva  (4.2  —  1=)  l'""  e  le  R  sono  rette  {4.1  —  1=)  3"'^  Inoltre,  la  Jacobiana 
se^a  una  qualunque  delle  lii  in  un  luogo  d'ordine  6  .  20  —  2  .  7 .  7  —  1 .  3 .  3  =  13,  la  cui 
imagine  in  y  è  costituita  dai  punti  fondamentali  ab.  l  sette  punti  b  rappresentano  al- 
trettante rette  trisecanti  di  F,;  e  i  punti  a  rappresentano  coniche  seganti  F^  in  cinque 
punti  e  appoggiate  a  due  rette  R.  Perciò  la  Jacobiana  delle  "ì»  è  composta:  1."  della 
superfìcie  Ju  d'ordine  11,  luogo  delle  trisecanti  di  V^■,  per  essa,  F,  è  curva  quadrupla  e 
le  R  sono  tre  generatrici  semplici;  2."  di  tre  superficie  di  3."  ordine  W^,  ^V's,  ^'3  (della 
rete  considerata  al  principio  di  questa  memoria),  passanti  per  F,  e  rispettivamente  per 
R'  R",  R"  R,  R  R'.  Queste  superficie  ^3  sono  appunto  i  luoghi  delle  coniche  appoggiate 
in  5  punti  a  F,  e  incontranti  due  rette  R;  come  si  può  facUniente  verificare  a  posteriori 
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ricorrendo  ad  una  rappreseiitazioiie  piana  di  una  f ,  p.  e.  ad  una  proiezione  dal  punto 
doppio  0  *). 

6.  Le  superficie  costituenti  la  Jacobiana  delle  <ì>  corrispondono  alle  curve  fonda- 
mentali dello  spazio  s:  perciò,  in  questo  spazio,  avremo  una  curva  c^  i  cui  punti  corri- 
sponderanno alle  generatrici  di  Ji,,  e  il  cui  ordine  sarà  7,  perchè  ciascuna  4>  contiene  sette 
generatrici  di  Jji;  ed  avremo  inoltre  tre  rette  r,r',r",  i  cui  punti  corrisponderanno  alle 
coniche  di  W^,  W^,  "F'^,  Ciascuna  r  è  una  retta  (linea  d'ordine  1)  perchè  la  corrispon- 
dente U^3  ha  una  sola  conica  in  una  0  qualunque.  E  il  sistema  omaloidale  in  s  (ossia  il 
sistema  delle  superficie  corrispondenti  ai  piani  di  S)  sarà  per  conseguenza  costituito 
dalle  superficie  f^  di  5."  ordine,  aventi  in  comune  e,  come  curva  semplice  (giacché  i  suoi 
punti  corrispondono  a  rette)  e  le  r  come  rette  doppie  (giacché  i  loro  punti  corrispon- 
dono a  coniche).  Bue  /s  si  segheranno  ulteriormente  in  una  curva  kg  (razionale)  d'or- 
dine 5.5  —  7  —  3.4  =  6;  tutte  le  curve  analoghe  corrispondono  alle  rette  di  S.  Una 
k^  incontra  la  e^  in  undici  punti  e  ciascuna  r  in  tre  punti,  perchè  le  Jacobiane  parziali, 
corrispondenti  a  Ci,r,  sono  rispettivamente  dell'ordine  11,3. 

7.  La  superficie  W^  che  contiene  T,  ed  R'  R",  insieme  con  una  superficie  ^,  pas- 
sante per  r,  ed  R  (vi  è  un  fascio  di  tali  superficie  *^,  forma  una  superficie  4»,  cui  corri- 
sponderà un  piano  passante  per  r;  ossia  i  piani  per  r  corrispondono  alle  1>'  per  F,  ed  R; 
analogamente  ì  piani  per  )'  alle  W  per  ^^  ed  R;  ed  i  piani  per  r"  alle  1"  per  T^  ed  R". 
Questi  tre  fasci  di  'V,  presi  due  a  due,  hanno  una  superficie  comune  (la  %  che  passa  per 
r,  e  per  R'  R"  o  per  R"  R  o  per  R  E)  ;  dunque  anche  i  fasci  di  piani  per  r,  r',  r",  presi 
due  a  due,  hanno  un  piano  comune:  ossia  le  tre  rette  r,  r',  f  giacciono  due  a  due  in 
un  medesimo  piano.  E  siccome  tutte  e  tre  non  possono  trovarsi  in  uno  stesso  piano  (es- 
sendo rette  doppie  per  superficie  di  5,°  ordine),  cosi  esse  concorrono  in  un  punto  o. 

8.  Un  cono  di  2."  ordine  per  r  r'  /',  corrisponderà  ad  una  superficie  di  12."  ordine 
^  rìR''R"R"^,  dalla  quale  devono  staccarsi  le  tre  superficie  W^  =  r,R'R",  ^'3  =  r,R"E, 
W3  =  1\RR  ;  rimane  dunque  una  superficie  di  3.°  ordine  per  f,.  Alla  rete  delle  super- 
ficie ^  per  r,  corrisponde  adunque  la  rete  dei  coni  quadrici  per  r  r'  r".  Ne  segue  che 
alle  rette  per  0  corrispondono  le  coniche  per  0,  appoggiate  a  F,  in  quattro  punti.  Una 
di  queste  coniche  incontra  un  piano  arbitrario  in  due  punti;  dunque  0  è  un  punto  triplo 
per  le  superficie  f^. 

9.  Ciascuna  delle  tre  rette  r  incontra  Ci  in  tre  punti.  Infatti  la  Jn  e  una  delle  ^''3, 


*)  La  rappiesentazione  ha  sei  punti  fondlmeatali  1,  2,  3,  4,  5,  6  situati  in  una  conica 
che  è  l'imene  del  punto  doppio.  Lo  imagitii  delle  due  retto  E  e  della  curva  T,  sono  p.  e.  le 
rette  16,  26  e  una  curva  generale  di  4."  ordine  12345.  La  superficie  è  allora  il  luogo  delle  coniche 
aventi  per  ìmagini  te  coniche  3456. 
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avendo  in  comune  F,  e  due  R,  si  segheranno  inoltre  in  un  luogo  di  3."  ordine:  se  M  è  un 
punto  di  esso,  per  M  passerà  una  generatrice  di  Ji,,  ossia  una  trisecante  di  F,.  Questa 
triseeante,  avendo  cosi  4  punti  eomuni  con  Ws ,  clie  è  di  3.o  ordine,  giace  per  intero  in  questa 
superficie;  dunque  quel  luogo  di  3."  ordine,  ulteriore  intersezione  di  Ju  e  ^g,  è" composto 
di  tre  rette,  trisecantl  di  F,,  *)  Da  ciò  segue  che  e,  ha  tre  punti  eomuni  con  ciascuna  r. 
Ai  cinque  punti  in  cui  c^  incontra  ulteriormente  un  cono  quadrico  passante  per  le  r 
corrispondono  le  cinque  rette  in  cui  Ju  sega  una  ^. 

10.  Considerando  la  rappresentazione  di  una  ^5  sul  piano  corrispondente  F  in  S, 
le  imagini  delle  sezioni  piane  di  fg  saranno  le  sezioni  fatte  in  F  dalle  •ì',  ossia  curve  di  6." 
ordine  con  sette  punti  doppi  Ai  Aa ...  A,  {tracce  di  F,)  e  tre  punti  semplici  B  (tracce 
delle  retto  R)  **).  L'imagine  della  curva  fondamentale  €^  sarà  una  curva  Cu  ^  A^B, 
traccia  della  superficie  J„  ;  e  le  rette  )■  saranno  rappresentate  da  tre  cubiche  AB'B",  AB"B, 
ABB'  (tracce  delle  superficie  W3),  passanti  pei  sette  punti  A  e  per  due  punti  B.  Cia- 
scuna di  queste  cubiche  è  punteggiata  in  coppie  di  punti  conjugati  (mediante  le  coni- 
che U  cui  luogo  è  la.relativa  W^),  in  modo  che  le  curve  sestiche  A^B  la  incontrano  sol- 
tanto in  coppie  di  punti  conjugati. 

Le  tre  cubiche  medesime  si  segano  ulteriormente,  due  a  due,  in  tre  punti  C,  C,  C", 
uno  per  ciascun  pajo.  Ne  segue  che  i  punti  C,  C,  C"  costituiscono  insieme  l'imagine 
del  punto  0  nel  piano  F;  così  che  essi  giaceranno  in  co^  sestiche  del  sistema  A^B,  È  pure 
manifesto  che  C  C",  C  C,  C  C  sono  coppie  di  punti  conjugati,  rispettivamente  per  le 
cubiche  AB'B",  AB"B,  ABB'. 

11.  I  punti  C  sono  le  intersezioni  di  F  con  tre  rette,  passanti  per  0  e  appoggiate 
a  F,,  le  quali  costituiscono  l'imagine  di  0  nello  spazio  S.  Tali  rette  sono  quelle  nelle  quali 
s'intersecano,  due  a  due,  le  tre  superfìcie  cubiche  F,KR",  riR"R,  F^RR',  Esse  cor- 
rispondono alle  rette  R,  R',  R"  nella  corrispondenza  univoca  che  esiste  fra  le  genera- 
trici di  Ju  e  le  generatrici  del  cono  che  da  0  projetta  F,.  Ecco  come  si  riconosce  tale  cor- 
rispondenza. Due  superficie  di  S.*»  ordine  passanti  per  F,  si  segano  inoltre  secondo  una 
conica  che  passa  per  0  e  incontra  ^^  quattro  volte.  Ma,  se  le  due  superficie  passano  in- 
sieme per  una  trisecante  di  F,,  esse  individuano  un  fascio,  tutte  le  superficie  del  quale 
hanno  inoltre  in  comune  una  generatrice  dei  cono  OF,:  e  viceversa,  se  le  due  superficie 
passano  per  questa  generatrice,  esse  contengono  eziandio  quella  trisecante. 

12.  I  punti  fondamentali  A,  B  della  rappresentazione  di  /^  in  F,  sono  le  imagini 
di  sette  coniche  e  di  tre  rette:  queste  costituiscono  adunque  la  parte  variabile  dell'in- 


*)  Ciò  può  anche  dedursi  dal  fatto  ohe  Ju  è  segata  da  ogni  *  secondo  7  rette,  e  che  p.  1 
la  T  =  r,R'E"  con  una  'r  =  r,B  costituiscono  una  $. 
**)  Cfr.  Caporali,  1.  e. 
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tersezione  di  una  f^  eolla  Jaeobiana  delle  f,  la  quale  dev'essere  dell'ordine  4  (5  —  1)  =  16 
e  contenere  tre  volte  la  e,  e  sette  volte  ciascuna  delle  r.  La  Jaeobiana  è  dunque  composta: 
1."  della  superficie  j,3  d'ordine  13  {perchè  le  curve  C5  in  S  incontrano  T,  tredici  volte), 
luogo  delle  coniche  appoggiate  aDe  r  e  seganti  e,  in  quattro  punti;  3."  di  tre  piani  i,  i\  i" 
determinati  dalle  r  prese  due  a  due.  Siccome  in  S  la  l\  è  incontrata  rispettivamente 
in  3,  5  punti  dalle  rette  e  dalle  coniche  corrispondenti  ai  punti  di  e,,r,  cosi  in  s  pei  la 
superficie  j,s  ia  e-  è  tripla  e  ciascuna  r  è  quintupla. 

H  piano  r'r"  fa  parte  della  Jaeobiana  delle  /  in  quanto  è  il  luogo  delle  rette  (formanti 
un  fascio)  che  segano  r',  f  e  incontrano  e-,  nel  punto  che  questa  curva  ha  nel  piano  al- 
l'infuori  delle  r',f.  H  detto  piano  sega  jis  secondo  tre  rette  uscenti  dal  punto  ora  no- 
minato di  e,,  le  quali  corrispondono  ai  punti  in  cui  R  è  appoggiata  a  T,, 

13.  Ai  piani  per  una  retta  R  dello  spazio  S  corrispondono  in  s  superficie  di  4,"  or- 
dine per  le  quali  r  è  una  retta  doppia  e  e,,  r',  f  sono  linee  semplici.  Perciò  la  curva  c^ 
giace  in  tre  fasci  di  superfìcie  di  A.°  ordine  dotate  di  una  retta  doppia  {una  delle  r).  Un 
fascio  ha  per  base  la  retta  doppia,  la  e,,  le  altre  due  rette  r  e  altre  tre  retto  corrispondenti 
ai  punti  in  cui  K  è  appoggiata  a  F,. 

14,  Abbiamo  veduto  che  ad  una  retta  qualunque  K  in  S  corrisponde  in  s  una  se- 
stica  (razionale)  kf,  che  sega  ciascuna  r  tre  volte  e  la  e,  undici  volte.  Ma,  poiché  ai  punti 
di  r,  e  delle  R  corrispondono  coniche  e  rette  che  hanno  un  determinato  numero  d'in- 
contri colle  linee  fondamentali  di  s,  cosi  se  K  incontra  T,  0  le  R,  la  corrispondente  curva 
in  s  si  abbassa  ad  un  ordine  interiore.  Per  es.  alle  corde  dì  P,  corrispondono  le  coniche 
appoggiate  in  un  punto  a  ciascuna  r  e  in  tre  punti  alla  e,;  alle  rette  seganti  le  tre  R  corri- 
spondono le  cubiche  gobbe  che  incontrano  ciascuna  r  una  volta  e  la  e,  otto  volte;  alle  rette 
che  incontrano  P,  e  le  tre  R  corrispondono  le  rette  che  segano  quattro  volte  e,;  etc. 

Da  quest'ultima  osservazione  si  concludo  che  e,  ha  cinque  rette  che  la  segano 
in  quattro  punti;  giacche  l'iperboloide  formato  dalle  trasversali  delle  R  incontra 
P, in2.7  —  3,3^5  punti  situati  fuori  delle  R  medesime. 

15.  Analoghi  risultati  si  ottengono  considerando  le  rette  e  nello  spazio  s  e  le  cor- 
rispondenti curve  C5  in  S.  Alle  rette  triseeanti  di  e,  corrispondono  le  coniche  appoggiate 
in  un  punto  a  ciascuna  R  e  in  quattro  punti  a  P,;  alle  corde  dì  e,  segate  da  una  r  corri- 
spondono le  eorde  di  P,  segate  da  una  R;  etc. 

16,  Se  ora  si  suppone  data,  in  uno  degli  spazi  S  0  s,  una  superficie  passante  una 
0  più  volte  per  alcuna  delle  linee  fondamentali,  sarà  ovvio  di  ottenere  le  proprietà  della 
corrispondente  superficie  nell'altro  spazio. 
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della  li.  Accademia  dei  Lintet,  Benditoali  d'Ite  admiame  solenni,  volume  I  (18H2-I901),  pp.  4IÌ3-J73. 
Benditonli  del  Circolo  matemalico  di  Palermo,  tomo  XIV  (1900),  pp.  275-38». 
Oioriuile  di  3Ialemaliche,  yolnme  XXXVIII  (1900),  pp.  355-367. 
Opere  maiemalUhe  di  Ehoehio  Beliraiii,  tomo  1  (1902),  pp.  IX-XXll. 


Sire,  Graziosissima  Regina, 

Già  tre  volte  nel  breve  eorso  di  sedici  anni  la  R.  Accademia  dei  Lincei  fu  messa  in 
lutto  per  la  morte  del  proprio  Presidente;  Quintino  Sella,  Francesco  Brioschi, 
Eugenio  Belteami.  E  tutte  e  tre  le  volte  0  caso  funesto  ci  colpì  all'improvviso  quasi 
come  fulmine. 

Eugenio  BBLTRAm,  or  sono  appunto  due  anni,  era  stato  da  noi  eletto  Presidente 
con  una  votazione  unanime,  che  a  lui  solo,  per  effetto  di  rara  modestia,  riuscì  di  sorpresa. 
Superato  non  senza  sforzo  lo  sgomento  dell'animo,  schivo  di  tutto  ciò  che  potesse  disto- 
glierlo dagli  studi,  egli  si  sobbarcò  ai  doveri  del  nuovo  ufficio  con  quella  religione,  che 
aveva  inspirato  gli  atti  di  tutta  la  sua  vita.  E  cosi  seppe,  in  tempo  assai  breve,  ricondurre 
l'amministrazioBe  di  quest'Accademia  al  desiderato  regolare  e  stabile  assetto.  Dì  tale 
opera  sua,  per  luì  veramente  insolita,  noi  gli  dobbiamo  essere  profondamente  grati,  non 
solo  perchè  è  stata  utile  al  decoro  dell'Accademia,  ma  anche  perchè  per  essa  egli  aveva 
silenziosamente,  o  forse  soltanto  con  intimo  cruccio,  e  per  la  prima  volta  in  sette  lustri 
consecutivi,  sacrificato  gli  ozi  della  scienza.  Compiuta  l'impresa,  vagheggiava  il  ritomo 
alla  deliziosa  quiete  del  suo  studio,  se  non  che  lo  rodeva  già  una  malattia  misteriosa 
per  lui  e  ìotsb  anche  per  gli  stessi  medici:  malattia  che  non  gli  consentiva  il  lavoro  sereno 
e  tranquillo.  A  un  tratto  corse  la  notizia  di  una  grave,  impreveduta  operazione  chirur- 
gica, alla  quale  si  era  dovuto  assoggettare;  e  il  terzo  giorno  dopo  di  essa,  il  18  febbraio 
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a,  c,  Eugenio  Bgltrami,  sempre  ealmo  e  cosciente,  esalava  l'anima  purissima  e  nobi- 
lissima! Aveva  di  poco  varcato  il  sesaantaqiiattresimo  anno  ;  era  nella  pienezza  del  suo 
vigore  intellettuale;  e  si  sperava  teniporaria  la  diminuzione  delle  forze  fisiche,  poiché 
fino  a  pochi  anni  addietro,  bello  e  fiorente  d'aspetto,  aveva  conservato  il  fascino  di  una 
gioventù  che  pareva  immune  da  decadenza. 

Il  caso  fu  cosi  repentino,  cosi  insospettato  che  tutti  rimasero  percossi  da  doloroso 
stupore.  In  ogni  parte  d'Italia  e  fuori,  il  Bbitrami  aveva  amici  e  ammiratori;  da  per 
tutto  si  levò  un  grido  di  sincero  dolore.  Lo  commemorarono  con  nobili  e  schiette  parole; 
nel  Senato  (al  quale  apparteneva  da  soli  otto  mesi!)  il  presidente  Giuseppe  Saracco 
e  l'amico  fedele  Ulisse  Dini;  aJla  Camera  elettiva,  Giuseppe  Colombo,  all'Istituto  Lom- 
bardo, Giovanni  Celoria  e  Carlo  Somigliana;  all'Istituto  Veneto,  Pietro  Gasssni; 
all'Accademia  delle  scienze  di  Torino,  Enrico  d'Ovidio;  a  quella  di  Napoli,  Luigi  Finto; 
a  quella  di  Bologna,  Salvatore  Pincherle;  Alberto  Tonelli  a  Lucca;  qui  in  Roma 
Valentino  Cerruti  e  Giovanni  Frattiki;  Maurice  Lévy  all'Accademia  delie  scienze 
di  Parigi.  Dopo  tali  e  tante  voci,  la  mia  tornerebbe  atìatto  superflua,  se  la  ricorrenza  di 
questo  giorno  solenne  nel  quale  i  Lincei  hanno  l'altissimo  onore  dì  accogliere  le  Vostre 
Maestà,  non  c'imponesse  il  dovere  di  ricordare  i  meriti  e  le  virtù  del  nostro  benamato 
Presidente.  Ma  poiché  le  precedenti  commemorazioni  contengono  già  quanto  era  più 
importante  a  richiamarsi;  e  poiché,  se  per  dir  cose  nuove  mi  indugiassi  ad  evocare  le  me- 
morie di  oltre  quarant'annì  di  intima  amicizia,  o  mi  facessi  ardito  di  entrare  nell'esame 
minuto  dei  lavori  scientifici  del  Nostro  (anche  solo  di  quelli  in  cui  avrei  minore  incom- 
petenza), io  varcherei  di  troppo  i  limiti  di  tempo  che  mi  sono  eoneessi  e  offenderei  le  con- 
venienze proprie  di  questa  solenne  tornata,  così  mi  restringerò  quasi  esclusivamente 
a  spigolare  e  condensare,  da  ciò  che  già  È  stato  detto,  quelle  cose  che  mi  sembrano  le  più 
opportune  ad  essere  ricordate  nella  presente  occasione. 

Eugenio  Beltrami  nacque  a  Cremona  il  16  novembre  1835  da  Eugenio  B.  cremo- 
nese e  da  Elisa  Barozzi  veneziana,  tutt'ora  vivente.  Ebbe  ad  avo  paterno  Giovanni 
Beltrami  (nato  nel  1779  a  Cremona  e  morto  ivi  nel  1854)  insigne  incisore  in  pietre  dure, 
cui  tu  mecenate  il  Beauharnais,  autore  di  bellissimi  camei  e  di  altri  lavori  divenuti 
celebri  *). 

Anche  il  padre,  Eugenio,  fu  valente  artista,  sopra  tutto  come  miniatore,  studiò 
prima  a  Bergamo  sotto  il  Diotti,  poi  a  Milano  sotto  Hayez,  donde  passò  all'Accademia 
di  Venezia,  e  colà  conobbe  e  sposò  Elisa  Barozzi.  Partecipò  ai  moti  patriottici  del  1848, 
nel  quale  anno  andò  al  campo  di  re  Carlo  Alberto,  delegato  dai  suoi  concittadini.  Dopo 


*)  Vedi  Antonio  Meneghelli,  Giovanni  Beltrami  insigne  ineiaore  in  gemine.  Padova 
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i  disastri  di  quella  guerra,  si  rifugiò  in  Piemonte  e  di  là  in  Francia,  donde  più  non  fece 
ritorno  in  patria. 

La  madre  Elisa,  uscita  da  quella  famìglia  Barozzi  ia  cui  nobiltà  risale  a  tempi  re- 
moti, e  che  contò  magistrati  e  guerrieri  segnalati  nella  storia  della  Repubblica  di  Vene- 
zia, è  donna  d'ingegno  non  comune,  assai  colta  nella  musica,  in  cui  è  stata  allieva  della 
celebre  Giuditta  Pasta,  e  conosciuta  per  lodate  composizioni  poetiche  e  musieaii. 

Il  nostro  Eugenio  succhiò  in  famiglia  l'amore  alle  arti  belle  ed  alla  patria;  fanciullo 
e  giovinetto  fu  educato  dalla  madre  e  daU'avo  paterno.  Frequentò  le  scuole  eieraentari, 
ginnasiali  e  liceali  di  Cremona,  salvo  per  un  anno,  1848-49,  durante  il  quale,  in  seguito 
alla  catastrofe  della  guerra  in  Lombardia,  avendolo  la  madre  portato  seco  a.  Venezia 
ancora  libera,  fece  la  quarta  grammatica  in  quel  Ginnasio  che  ora  ha  nome  da  Maboo 
Polo. 

Andò  poi  all'Università  di  Pavia  e  fu  ascritto  a  quella  Facoltà  matematica  negli  anni 
scolastici  1853-54,  1854-55,  1855-56.  Nel  novembre  1853  era  entrato  nel  Collegio  Ghi- 
SLiERi  per  avervi  ottenuto  un  posto  di  fondazione  Gastiolioni,  ma  nel  febbraio  1855 
ne  fu  espulso  con  altri,  accusati  di  aver  promosso  disordini  in  odio  al  Rettore  Ab.  An- 
tonio Leonardi,  sui  quali  investigò  quella  maligna  polizia,  che  fiutava  complotti  e 
ribellioni  anche  fra  i  chiassi  della  scolaresca. 

La  perdita  del  posto  nel  Collegio  Ghisliebi  peggiorò  le  strettezze  economiche  già 
gravi  per  la  morte  del  nonno  Beltrami,  il  quale  sinché  visse  aveva  provveduto  alla  nuora 
ed  al  nipote.  Perciò  a  questi  divenne  impossibile  indugiarsi  all'Università  e  sostenervi 
i  cosidetti  esami  di  rigore  che  dovevano  precedere  la  laurea  dottorale;  e  fu  costretto  a 
troncare  d'un  tratto  la  lieta  vita  da  studente  ed  a  portai'si  (nel  novembre  1856)  a  Verona 
ad  assumervi  un  impiego  amministrativo,  ottenuto  per  le  aderenze  di  uno  zio  materno  *): 
l'impiego  cioè  di  segretario  particolare  dell'ingegnere  Diday,  direttore  dell'esercizio  delle 
strade   ferrate   del   Lombardo-Veneto, 

Quell'ufficio  non  desiderato  da  lui,  ma  accettato,  come  quello  che  gli  dava  i  mezzi, 
venuti  totalmente  a  mancare,  di  mantenere  sé  e  la  madre,  gli  tolse  di  attendere  inoltre 
a  studi  e  ad  esami.  E  allora  cominciò  per  il  nostro  Beltrami  quell'esistenza  di  severo, 
inappuntabile  adempimento  de'  propri  doveri  che  non  si  smentì  mai,  nemmeno  per  un 
giorno,  sino  alla  morte. 

Quelle  strade  ferrate  erano  esercitate  da  una  Società  privata,  e  l'ingegnere  Diday 
eccellente  persona,  ebbe  sempre  pel  Nostro  cure  benevole,  quasi  paterne;  tuttavia  la  po- 
lizia austriaca,  sospettosa  di  tutto  e  di  tutti,  sospettò  anche  di  quel  giovane  silenzioso  e 


*)  n  comm.  Nicolò  Babozzi,  ora  direttore  del  Muaeo  archeologico  di  Venezia. 
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riservato  i  cui  parenti,  del  resto,  erano  inscritti  sui  così  detto  libro  nero.  Con  lettera  10 
gennaio  1859  del  direttore  generale  Busche,  il  Beltrami  venne  pm-  motivi  politici  licen- 
ziato. Se  non  che,  la  fortuna  sua  si  trovò  d'accordo  con  quella  d'Italia;  pochi  mesi  dopo, 
il  cannone  di  Magenta  rese  libera  la  Lombardia,  e  l'ingegnere  Diday  trasferì  l'ufficio  a 
Milano  conducendo  seco  il  suo  segretario  particolare. 

A  Milano  divenne  nel  Nostro,  irresistibile  la  vocazione,  già  presentita  a  Verona,  verso 
gli  studi  matematici;  ond'è  che,  vincendo  l'innata  modestia,  egli  si  fece  a  domandare  i 
consigli  di  Francesco  Brioschi  che  aveva  avuto  a  professore  a  Pavia  nell'anno  1856-56, 
ed  a  cercare  la  compagnia  di  giovani  già  avviati  negli  studt  e  nell'insegnamento.  Dotato 
di  una  coscienza  lunpidissima,  ben  rara  a  venticinque  anni,  vide  in  piena  luce  la  via  che 
poteva  e  doveva  battere  per  secondare  quella  vocazione. 

Ad  un  amico  egli  scriveva  nel  dicembre  1860  nei  termini  seguenti: 

K n  corso  universitario,  io  l'ho  compiuto  (parte  per  leggerezza,  parte  per  quel- 

B  l'indolenza  che  accompagna  ordinariamente  il  malanimo  cagionato  dalle  frequenti  av- 
H  versità  casalinghe)  seguendo  il  malvezzo  di  studiare  quel  tanto  che  basti  per  passare 
fi  gli  esami.  Perdetti  poi  due  anni  *)  in  occupazioni  affatto  aliene  dalle  mie  tendenze. 
«  Dopo  questa  dura  prova,  formai  recisamente  il  proposito  di  rifarmi  a  studiare  la  matema- 
a  tiea,  e  (questa  è  la  sola  cosa  di  cui  sinceramente  mi  lodo)  tolsi  a  studiare  con  tutta  dOi- 
n  genza  una  dopo  l'altra  l'aritmetica,  l'algebra,  la  geometria,  la  trigonometria,  l'algebra 
«  superiore  e  il  calcolo,  come  avrebbe  fatto  uno  che  avesse  percorso  tutt'altra  Facoltà, 
(I  che  la  matematica  ».  —  Aggiunge  di  avere  studiato  il  calcolo  sul  trattato  d.i  Bordoni, 
i  determinanti  di  Brioschi  e  buona  parte  della  geometrìa  analitica  di  Monge;  e  con- 
chiude: «Ecco  la  mia  suppellettile  scientifica:  sento  che  è  molto  scarsa.  Sopratutto  mi 
«  sta  assai  sul  cuore  d'essere  tamquam  tabula  rasa  delle  dottrine  spettanti  al  calcolo  delle 
«  variazioni,  ai  lavori  di  Jacobi  e  di  Abel,  alle  ricerche  di  Gauss  sulle  superficie,  ecc  », 

Si,  la  suppellettile  era  scarsa  rispetto  all'alta  meta  alla  quale  egli  tendeva;  ma  non 
già  per  un  giovane  forzatamente  assorbito  dai  doveri  d'un  ufficio  amministrativo,  che 
ogni  giorno  piii  gli  veniva  a  noia.  Per  liberarsene,  cercò  un'impiego  nell'insegnamento 
secondario;  ma  gli  fu  d'ostacolo  la  mancanza  della  laurea.  Questa  fu  anche  cagione  che 
venisse  respinto  (ben  tre  volte)  dai  concorsi  ai  posti  di  sottotenente  nel  Genio  militare, 
ai  quali  s'era  presentato,  perchè  a  nell'attuale  rimutazione  della  patria  nostra  (com'egli 
«  ai  esprime  in  una  lettera  del  15  dicembre  1860),  mi  doleva  al  sommo  di  dovere  per  circo- 
li stanze  imperiose,  ma  ignote  agli  altri,  restarmi  completamente  estraneo  al  movimento 
«  universale  ». 


*)  I  primi  dae  anni  di  Veruna. 
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A  breve  andare  però,  anzi  qui^i  di  slancio,  il  valore  del  giovano  matematico  si  rìvolo 
a  chi  lo  poteva  apprezzare,  ed  ebbe  il  suo  premio.  Due  memorie  di  lui  uscirono  negli  An- 
nali di  Matematica  editi  a  Roma  dal  Tortolini;  su  di  esse  fu  chiamata  l'attenzione  del 
Brioschi,  allora  segretario  generale  al  Ministero  dell'istruzione;  e  il  Beltrami,  senz'al- 
tro, fu  con  decreto  18  ottobre  1862  nominato  professore  straordinario  di  algebra  com- 
plementare e  di  geometria  analitica  nell'Università  di  Bologna. 

Svincolato  dall'ufficio  nelle  strade  ferrate,  che  aveva  tenuto  per  sei  anni,  e  dove  s'era 
guadagnata  la  stima  e  l'affetto  dei  capi  e  dei  colleghì,  il  professore  novello,  seco  condu- 
cendo la  madre  dalla  quale  non  si  era  mai  diviso,  reeavasi  a  Bologna,  e  saliva  su  quella 
cattedra  che  era  la  meta  agognata,  e  che  sentiva  di  poter  tenere  con  onore. 

Ma  non  passarono  molti  mesi  e  già  il  Beltrami  era  chiamato  &d  altra  sede.  Procla- 
mato U  Regno  d'Italia,  il  Governo  del  Re  si  studiava  di  attrarre  i  migliori  ingegni  e  i 
giovani  più  promettenti  alle  cattedre  nuovamente  istituite  nelle  università.  Mancato  ai 
vivi  nel  marzo  1863  il  Mossotti,  a  Pisa  primeggiava  nelle  scienze  esatte  Enrico  Betti, 
ed  a  proposta  di  lui  fu  offerta  al  Beltrami  la  cattedra  di  geodesia  in  quella  Università, 
col  grado  di  professore  ordinario.  L'impreveduta  e,  per  tutt'altri,  seducente  proposta, 
per  poco  non  fu,  per  modestia,  ricusata  dal  Nostro. 

Chiese  il  consiglio  ad  un'amico  in  questi  termmi:  n  Io  sarei  determinato  di  rifiutare 
«  l'offerta  fattami  dal  Betti,  per  più  ragioni.  Prima  di  tutto  per  la  necessità  di  mutare 
0  l'indirizzo  dei  miei  studi,  il  che  porta  sempre  con  sé  degli  inconvenienti  e  dei  perdi- 
ci tempi,  tanto  più  che,  parlandomi  il  Betti  di  studi  preparatori  da  farsi  in  un  osserva- 
0  torio,  pare  che  le  materie  da  trattarsi  nella  nuova  cattedra  non  debbano  essere  pura- 
«  mente  teoriche.  In  secondo  luogo  la  cattedra  dì  introduzione  al  calcolo  mi  piace  di  più 
«  e  per  la  natura  dell'argomento  che  ne  forma  l'oggetto  e  per  la  maggior  latitudine  che 
«  lascia  nella  scelta  degli  studi.  Finalmente  mi  spiacerebbe  occupare  un  posto  che  l'opi- 
«  nione  pubblica  amerebbe  meglio  probabilmente  affidare  ad  un  distinto  cultore  di  studi 
«  affimi,  voglio  dire  al  Codazzi;  e  che,  anche  prescindendo  da  ciò,  potrebbe  essere  ambito 
«  da  professori  più  provetti  di  me  e  già  benemeriti  dell'insegnamento.  Quanto  al  van- 
«  taggio  pecuniario  che  potrei  avere  dalla  nomina  a  professore  ordinario,  esso  non  è  che 
«  momentaneo,  in  quanto  che  io  ho  a  sperare  lo  stesso  risultato  dopo  un  tirocinio  più  o 
«  meno  lungo  anche  nel  posto  che  occupo  adesso,  e  senna  abbandonare  l'università  iti  cui 
«  ti  ho  a  collega.  Comunque  sia,  non  ho  voluto  rispondere  al  Betti  prima  d'aver  chiesto 
«  il  tuo  consiglio,  che  ti  prego  volenni  far  conoscere  liberissimamente  ». 

A  questa  lettera  datata  da  Venezia  16  agosto  1863,  l'amico  consultato  rispose  esor- 
tando e  persuadendo  ad  accettare.  Ma  nei  passi  ora  citati,  come  risplende  già  l'anima 
onesta  e  pura  del  BeltramiI  e  come  quei  tempi  e  quegli  nomini  erano  diversi  da  tempi 
e  da  uomini  posteriori,  quando  fu  veduta  una  folla  di  postulanti  far  ressa  alle  porte  del 
Ministero  e  del  Consiglio  superiore  dell'istruzione! 
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n  Bbltrami  cedette  ed  accettò  la  cattedra  di  Pisa,  dove  si  recò  ai  primi  di  febbraio 
1864,  Aveva  insegnato  a  Bologna  per  un  solo  anno  scolastico;  indi,  ottenuta  licenza  per 
l'indugio,  aveva  dimorato  in  Milano  per  alcuni  mesi  (da  ottobre  a  tutto  gennaio)  che  con- 
sacrò a  studi  preparatori  per  la  nuova  cattedra,  lavorando  con  l'astronomo  Schiaparelli, 
salito  poi  ad  altissima  fama,  onore  della  scienza  e  dell'Italia.  «  Stiamo  calcolando  (scri- 
oveva  egli  il  26  novembre  1863)  la  compensazione  della  rete  trigonometrica  che  venne 
a  formata  nel  1843  per  servir  di  base  alla  pianta  di  Milano.  Il  problema  si  riduce  a  risol- 
«  vere  diciotto  equazioni  lineari  a  dieiotto  incognite,  ed  è  precisamente  ciò  che  da  quattro 
a  0  cinque  giorni  cì  occupa  esclusivamente,  colia  speranza  di  finire  oggi  o  domani,  È  un 
t  buon  esercizio  di  applicazione  del  metodo  dei  minimi  quadrati  ». 

A  Pisa  strbise  col  Betti  una  amicizia  fraterna,  durata  quanto  la  vita,  ed  ebbe  fre- 
quente consuetudine  col  Riemann,  clie  per  ragioni  di  salute  aveva  iìssato  la  sua  dimora 
in  quella  città:  i  colloqui  con  questi  due  eminenti  matematici  e  l'ulteriore  corrispondenza 
epistolare  col  Betti  esercitarono  grande  influenza  sul  Beltrami  e  sull'indirizzo  delle 
sue  ricerche  scientifiche  *). 

Nell'Ateneo  pisano  non  rimase  ohe  tre  anni  scolastici;  quel  clima  si  mostrò  contrario 
alla  salute  della  sua  diletta  madre,  cosi  che  il  Beltrami  desiderò  ed  ottenne,  nel  settem- 
bre 1866,  di  essere  restituito  all'Università  di  Bologna,  occupandovi  la  cattedra  di  mec- 
canica razionale:  disciplina  codesta  verso  la  quale  egli  si  sentiva,  meglio  che  verso  la  geo- 
desia, inclinato.  In  quest'insegnamento  e  nel  elima  salubre  di  Bologna  egli  si  trovò  sod- 
disfatto e  tranquillo  per  buon  numero  di  anni. 

Nel  febbraio  1868  condusse  in  moglie  Amalia  Pbdrocchi  veneziana,  che  gli  è  stata 
compagna  amorosa  e  iìda  per  tutta  la  seconda  metà  della  vita,  circondandolo  delle  assi- 
due cure  del  piii  tenero  affetto,  e  che  ora  sopravvive  a  piangerlo,  inconsolabile  e  derelitta. 

Nel  settembre  1870  Roma  era  stata  restituita  all'Italia  e  poi  vi  sì  era  insediato  il  go- 
verno del  nuovo  Regno.  Divenuto  ministro  dell'istruzione  Antonio  Scialoja,  si  accinse 
con  nobUe  ardore  a  rialzare  le  sorti  dell'Università  romana,  chiamando  valorosi  scienziati 
ad  occuparne  le  cattedre  vacanti.  Dei  desiderati  e  ricercati  fu  uno  il  nostro  Beltrami, 
il  quale  si  lasciò  persuadere  nell'ottobre  1873  a  muoversi  da  Bologna,  conservata  la  cat- 
tedra di  meccanica  razionale,  come  professore  ordinario,  e  aggiuntovi  l'incarico  dì  un  corso 
d'analisi  superiore. 

A  questo  mutamento  di  sede  il  Nostro  era  stato  alquanto  reluttante:  lo  tratteneva 
il  pensiero  della  madre,  prevedendo  dì  non  poterla  trasportare  a  tanto  maggiore  distanza 
dai  suoi  genitori  che  essa  ancora  aveva  più  che  ottuagenari  a  Venezia;  il  quale  molesto 


•)  Cerrulii,  nei  Eeadiconti  dei  Lincei,  4  marzo  1900. 
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pensiero  accresceva  le  dubbiezze  proprie  dell'indole  sua  d'uomo  tranquillo,  tutto  dedito 
alla  scienza  ed  alla  scuola.  Tuttavia  lo  vinsero  per  allora  le  istanze  vivissime  degli  amici; 
ed  il  Beltrami  accettò  e  colla  moglie  si  trasferì  a  Roma. 

Se  non  che,  non  andò  molto  ch'egli  credette  aver  ragione  di  pentirsene.  A  Roma  gli 
parve  che  U  riordinamento  universitario,  promesso  e  sperato  tale  da  compensare  le  agita- 
zioni proprie  di  una  grande  città,  fosse  di  dubbia  o  lontana  attuazione;  lo  spaventarono 
0  disgustarono  le  difficoltà  del  nuovo  assetto,  minaccianti  le  sue  aspirazioni  alla. quiete 
per  gli  studi  prediletti;  e,  peggio  ancora,  lo  impensierirono  timori  per  la  salute  della  mo- 
glie, alla  ((uale  sembrava  non  confaoente  l'aria  della  città  eterna,  che  per  pregiudizi  non 
ancora  smentiii  si  accusava  d'insalubntà  Perciò  il  Nostro  aperee  l'orecchio  a  seducenti 
proposte  che  gli  venivano  da  altri  Atenei,  e  siccome  da  qualche  tempo  egli  aveva  rivolto 
i  suoi  studi  alle  applicazioni  dell'analisi  alla  fìsica,  cosi  si  determinò  a  chiedere  e  ottenne 
il  passE^gio  all'Università  di  Pavia,  dove  infatti  andò  nell'ottobre  1876  ad  occuparvi  la 
cattedra  di  fisica  matematica,  coll'mcanco  di  un  corso  di  meccanica  superiore.  Non  è  a 
dire  quanto  dolesse  ai  colleghi  di  qui  la  partenza  del  Beltrami  Essi  l'accompagnai  ono 
coll'augurio  che  nuovi  casi  lo  restituissero  a  Boma  m  tempo  non  lontano  mj  l'auguiio 
non  fu  esaudito  che  quindici  anni  dopo,  nel  1891  *) 

A  Pavia  il  Beltrami  trovò,  non  clima  migliore,  ma  quiete  maggioro  ed  altri  amici, 
fra  i  quali  carissimo  Felice  Casorati,  che  gli  tenne  grata  compagnia  per  quasi  quat 
tordici  anni.  Un  po'  più  tardi,  cioè  nel  1880,  si  uni  ad  essi  Eugenio  BERrmi  Morto  im- 
maturamente l'ottimo  Casorati  nel  settembre  1890  il  Beltrwi  n'ebbe  una  tiistez^a 
invincibile  e  sentì  l'amarezza  dell'isolamento.  E  poiché  e  a  lui  e  più  all'amata  consolle 
le  nebbie  del  Ticino  non  erano  riuscite  così  propizie  come  sul  pimcipio  s'era  lusingalo, 
si  arrese  ai  rinnovati  inviti  degli  amici  di  Roma, 

Per  tal  modo  a  cominciare  dall'anno  scolastico  1891-92  il  Bblthami  fu  restituito  al- 
l'Ateneo della  Capitale,  dove  rientrò  desiderato  e  acclamato  da  colleghi  e  da  scolari.  E 
con  noi  rimase  sino  a  che  una  morte  immatura  non  ce  Io  rapì  per  sempre,  infliggendo 
una  perdita  gravissima  e  irreparabile  alla  scienza  ed  alla  patria. 

Dopo  aver  narrato  la  carriera  scolastica  del  Beltrami,  dirò  brevissimamente  della 
sua  attività  scientifica.  Egli  è  stato  quello  che  gli  inglesi  dicono  un  self-made  man:  non 
ìu  l'allievo  di  una  determinata  scuola,  o  di  questo  o  quel  maestro;  dopo  i  corsi  univer- 
sitari, superficialmente  seguiti,  come  egli  stesso  confessava,  e  dopo  alcuni  anni  di  occu- 
pazioni e  lavori  burocratici,  rifece  da  capo  e  da  sé  solo  la  sua  educazione  scientifica.  Egli, 
sempre  modesto,  si  professava  grato  a  consigli  ricevuti;  ma  del  resto  studiò 

*)  Cerrati,  1.  o 
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tutto  da  sè,  E  studiò  cosi  bene,  così  poderosamente  e  così  rapidamente  ohe  in  pochis- 
simi anni  si  trovò  in  possesso  delle  dottrine  più  alte  e  potè  ititrapreudere  e  condurre  a 
buon  fine  difficOi  ricerche  originali. 

Nei  pochi  anni  dì  Pisa,  l'indole  della  sua  cattedra  lo  portò  allo  studio  delle  superficie 
nell'indirizzo  dato  da  Gauss;  ed  in  particolare  ad  occuparsi  della  teoria  matematica  delle 
carte  geografiche.  Di  tali  studi  diede  mirabili  saggi  nelle  ricerche  di  analisi  applicata  alla 
geometria,  e  nella  memoria  delle  variabili  complesse  sopra  una  superficie  qucdunque. 

Egli  stesso  racconta  in  una  lettera  del  25  dicembre  1872  ad  Enrico  D'Ovidio,  come 
tosse  condotto  a  cercare  le  superficie  rappresentabili  sopra  un  piano  per  guisa  che  le  loro 
linee  geodetiche  siano  figurate  da  linee  rette;  e  come  risolvesse  il  problema  in  una  me- 
moria del  1866,  dimostrando  che  tali  superficie  devono  essere  di  curvatura  costante  *). 
Di  qui  fu  breve  il  passo  a  quella  interpretazione  della  geometria  non-euclidea,  che  proiettò 
una  luce  inaspettata  nella  controversia  allora  agitata  intorno  ai  principi  fondamentali 
della  geometria  ed  ai  concetti  di  Gauss  e  Lobatschewsky.  E  subito  dopo,  svolgendo 
l'idea  madre  della-  predetta  memoria  del  1866  e  coordinandola  ai  prìncipi  tracciati  da 
RiBMANN  in  un  celebre  lavoro  postumo,  allora  da  poco  venuto  in  luce,  pubblicò  le  me- 
morie sulla  teoria  degli  spasi  di  curvatura  costante,  sulle  superficie  di  area  minima  e  sui  pa- 
rametri differenziali. 

L'eleganza  e  la  genialità  di  cotesti  lavori  diedero  al  Beltrami  quasi  di  slancio  quella 
riputazione  che  si  andò  sempre  più  diffondendo,  sino  a  divenire  ammirazione  universale. 

Le  questioni  sino  allora  trattate,  altamente  suggestive  di  meditazioni  sulla  natura 
dello  spazio  fisico,  e  d'altra  parte  i  metodi  analitici  da  lui  usati  nella  geometria  diiieren- 
ziale,  applicabili  anche  nella  meccanica  e  nella  fisica  matematica,  lo  attìrM:ono  quasi 
spontaneamente  verso  i  problemi  propri  di  questi  due  rami  della  scienza.  Ai  quali  studi 
di  analisi  applicata  egli  era  del  resto  mirabilmente  preparato,  sia  per  gli  insegnamenti 
di  geodesia  e  di  meccanica,  tenuti  a  Pisa  e  a  Bologna,  sia  per  quell'influenza  del  Betti 
che  già  ho  accennata,  sia  per  una  tendenza  del  suo  ingegno  che  le  matematiche  concepiva 
nella  loro  genesi  storica,  come  mezzo  per  lo  studio  della  natura,  ed  era  meno  inclinato 
alle  astratte  speculazioni  dell'analisi  pura:  tanto  che,  anche  nei  pochi  suoi  lavori  stret- 
tamente analitici,  si  intravedono  quasi  immediate  le  applicazioni  a  cui  mira,  anzi  può 
dirsi  ohe  queste  reggono  e  promuovono  le  ricerche  di  analisi  **). 

Lo  strumento  del  quale,  oltre  all'intuizione  geometrica,  si  servi  costantemente  e  che 
giimse  a  perfezionare  ed  a  maneggiare  da  maestro,  era  bensì  l'analisi  matematica;  ma 


*)  E.  D'Ovidio,  negli  Atti  dell'Accademia  di  Torino,  25  febbraio  1900, 
'*)  SoMiGLiANA,  nei  Rendiconti  dell'Istituto  Lombardo,  I  marzo  1900. 
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questa  non  fu  per  lui,  come  talvolta  per  altri  insigni,  p.  e.  per  Beioschi,  scopo  a  sé  stessa. 
Nella  elegante  eommemorazione  del  suo  preeedessore,  che,  due  anni  or  sono,  il  Bei,- 
TRAMi  lesse  in  quest'aula,  davanti  alle  Vostre  Maestà,  egli  distinse  nell'analisi  matema- 
tica due  tendenze  e  scuole:  la  classica  rappresentata  da  Eulero  e  da  Jacobi,  ed  un'al- 
tra germogliata  dalle  opere  di  Lagrange,  secondata  dai  metodi  di  Gauss  e  di  Dirictilet, 
e  definitivamente  maturata  con  Cauchy  e  con  Eiemann.  Delineata  questa  giusta  di- 
stinzione, il  Nostro  dimostrò  chiaramente  che  Beioschi  appartenne  alla  prima  scuola; 
ed  ora  si  può  affermare  con  pari  sicurezza  che  Beltrami  è  un  esempio,  altrettanto  splen- 
dido, della  s 


A  cominciare  dal  1871  Beltrami  dedicò  un'estesa  serie  di  lavori  alla  cinematica  dei 
fluidi,  alla  teoria  del  potenziale,  ed  a  quelle  dell'elasticità,  della  luce,  dell'elettricità,  del 
magnetismo  e  della  propagazione  del  calore,  abbracciando  quasi  tutto  il  vastissimo  campo 
della  fisica  matematica. 

Hello  studio  delle  equazioni  generali  dell'elasticità  si  trovò  ricondotto  alle  sue  celebri 
ricerche  di  geometria,  poiché  ebbe  a  scoprire  che  le  equazioni  di  Lamé  sono  vincolate  al 
postulato  euclideo  sullo  spazio.  Potè  quindi  spontaneamente  estenderle  agli  spazi  di  cur- 
vatura eostante,  aprendo  nuovi  orizzonti  alla  teoria  dell'elasticità.  E  pensò  subito,  seb- 
bene con  prudenti  riserve,  a  giovarsi  dì  codesta  generalizzazione,  per  tentare  di  chiarire 
le  oscurità  delle  teorie  del  Maxwell,  dirette  a  sostituire,  secondo  le  idee  di  Faraday  e 
di  W.  Thomson  *),  alle  azioni  a  distanza,  quelle  fra  i  punti  contigui  di  un  mezzo  con- 
tinuo diffuso  in  tutto  lo  spazio  **).  Dell'arduo  problema  U  Nostro  fece  una  discussione 
completa  che  lo  condusse  a  risultato  negativo,  senza  però  che  egli  abbia  voluto  concluder- 
ne U  rigetto  della  dottrina  di  Maxwell. 

La  grande  innovazione  dello  scienziato  inglese  risiede  nelle  equazioni  differenziali 
colle  quali  egli  rappresenta  l'universalità  dei  fenomeni  elettrostatici,  elettrodiuaraici  ed 
elettromagnetici,  ed  alle  quali  le  meravigliose  scoperte  di  Hertz,  illustrate  ed  ampliate 
dal  nostro  Eighi,  hanno  dato  credito  ed  appoggio.  Maxwell  le  deduce  per  divina- 
zione, più  che  non  le  dimostri,  dalle  equazioni  di  Hamilton  della  meccanica.  Beltrami 
invece  ha  proposto  di  stabilirle  partendo  dal  principio  di  d'Alembert  generalizzato 
ed  esteso  all'elettrodinamica:  metodo  che,  senza  nulla  mutare  alla  sostanza  delle  idee 
di  Maxwell,  conduce  più  rapidamente  e  piil  sicuramente  allo  scopo  ***). 

Per  tutto  l'ultimo  periodo  della  sua  attività  scientifica  Beltrami  continuò  a  consa- 


•)  Lord  Kelvin. 
**)  SOMIGUANA,  1.   e. 
***)  MadkICE  LÈVT,  nei  Comptes  rendua,  12  i 
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orare  lunghe  meditazioni  e  importanti  lavori  ai  concetti  del  sommo  fisico  di  Cambridge, 
concetti  la  cui  importanza  dal  punto  di  vista  sperimentale  è  andata  via  via  crescendo, 
fino  ad  acquistare  un  dominio  quasi  assoluto  nel  nostro  modo  di  concepire  i  fenomeni 
elettrici  e  magnetici  *). 

Gli  scritti  scientifici  del  Beltrami  superano  il  centinaio.  In  tutti,  all'importanza  ed 
elevatezza  della  materia  va  congiunta  la  forma  eletta,  insuperabile  per  lucidità  ed  eleganza 
di  dettato.  Felice  connubio  dell'intuizione  geometrica  eolle  finezze  pid  riposte  dell'analisi, 
e  vasta  comprensione  di  metodi  generali  con  una  rara  abilità  nel  piegarli  alle  applicazioni 
particolari  assicurano  ai  lavori  del  Nostro  un  posto  durevole  nella  storia  delle  matema- 
tiche, pur  prescindendo  dalle  idee  nuove  e  dai  nuovi  risultati  che  l'universale  consenso 
degli  studiosi  gli  riconosce  **). 

E  quale  lo  scrittore  tale  era  il  maestro.  Coloro  che  ebbero  la  fortuna  di  assistere  allo 
sue  lezioni  attestano  che  le  dottrine  piìi  ardue  e  spinose  acquistavano  dal  magistero  della 
sua  paiola  tale  grado  di  evidenza  e  di  semplicità  da  generare,  in  chi  l'ascoltava,  l'illusione 
che  avrebbe  saputo  pervenire  agevolmente  da  sé  alla  scoperta  delle  verità  dichiarate  dal 
professore  ***). 

Tali  erano  l'ingegno  e  la  valentia  scientifica  e  didattica  del  Beltrami;  né  ai  confini 
pur  remoti  delle  matematiche  ai  arrestava  il  sapere  di  lui;  che  egli  possedeva  coltura  non 
comune  e  varia,  parola  facile,  arguta,  adorna,  come  di  ehi  ha  domestichezza  cogli  studi 
letterari.  Aveva  una  rara  conoscenza  scientifica  della  musica,  della  quale  era  anche  ese- 
cutore abile  e  ispirato  f)-  Gli  era  stata  maestra  fin  dai  più  teneri  anni  la  madre;  poi  s'era 
esercitato  con  Amilcare  Ponchielli,  suo  coetaneo  e  concittadino.  Questo  talento  musi- 
cale egli  nascondeva  con  ritrosa  modestia,  come  se  temesse  d'essere  accusato  d'infedeltà 
verso  la  gelosa  dea,  la  matematica,  alla  quale  si  era  tutto  consacrato;  ma  i  pochissimi 
intimi  e  intelligenti  attestano  ch'egli  sapeva  eseguire  maestrevolmente  al  pianoforte  i 
capolavori"  di  Bach,  Beethoven,  Mendelssohn,  Schumann  ff). 


*)  SOMIGLIANA,  1   e. 
**)   CERRnTI,  1.    C. 

**•)  Cebrtjti,  1.  e.  —  Frattiki,  nel  Periodico  di  MaUmaMca,  marKo-aprile  1900. 
t)  Oeloeia,  nei  Eend.  dell'latituto  Lombardo,  1  marzo  1900. 
tt)  Cassami,  Atti  dell'Istituto  Veneto,  25  febbraio  ISOO. 
Da  un  foglietto  trovato  tra  le  carte  del  Nostro,  e  che   sembra  essere  la  minuta  di  una 
lettera  all'amico  dott.  Gustav  Wolef  (nel  1886-87  professore  al    Conservatorio  di  Lijffiia), 
togliamo  il  brano  che  segue: 

0  II  y  a  eatre  la  musique  et  lea  mathómatiques  un  rapprochement  que  l'on  n'a  peut-étre  pas 
a  encore  remarqué.  Si  l'on  con<;oit  le  domaine  general  dea  idéea  eomme  étant  un  ejstème  coutinu. 
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Rigido  con  sè  stesso  e  indulgente  verso  gli  altri,  spirito  calmo,  sereno  ;  affabile,  cortese 
di  modi  per  innata  gentilezza  dell'animo,  esercitava,  inconsciamente,  in  chi  pur  per  poco 
ravvicinasse,  un  fascino  irresistibile;  a  Bologna,  a  Pisa,  a  Pavia,  a  Koma,  ovunque  egli 
professò,  divenne  ben  presto  il  centro  intorno  al  quale  si  adunavano  gli  studiosi  delle  più 


"  le  ohamp  des  idées  mathématiqueB  n'en  forme  qu'une  trèa-faìble  partie;  ou,  pour  mieux  dire, 
0  dlee  n'y  flgurent,  à  mon  avia,  que  commo  les  raies  de  Fradnhofbr  dans  l'étendue  du  spe- 
li otre  solaire.  Ainsi  il  y  a  une  gamme  jiiathómatique  comme  il  y  a  une  gamme  musicale.  De 
s  ee  poìnt  de  vue,  un  raiaonnement  mathématique  est  comme  une  suite  d'accords  tirés  de 
«  la  lyre  in tellect nelle  foimée  par  les  raies  matbématiques  de  la  pensée  humaiue,  et  la  décou- 
"  verte  d'une  branche  nouvelle  de  mathématiquea  est  comparable  à  celle  d'une  nouvelle  modu- 
li lation  liannonique.  Maia  tandis  qu'on  peut  très-bien  déplaeer  la  gamme  musicale  sans  aiterei 
0  leB  lappoite  armoniquea,  on  ne  peut  paa  déplaeer  la  gamme  mathématique;  du  moina  l'on 
"  n'a  pas  d'exemple,  dans  l'histoire  de  la  science,  que  le  mSme  théorème  se  soit  présente,  à 
«  di£feionta  époquea,  ou  chez  difleieuta  peuples,  dans  dea  tons  difierenta.  Les  accorda  ma- 
il thématiques  ont  donc  une  esiatence  absolue,  tandìs  que  les  acoords  musioaux  n'en  ont  qu'une 
8  relative. 

B  P.  S.  Si  ces  idées  paraiseent  à  M.  Wolfp  trop  étranges  ou  trop  compromettantes,  Je  aula 
«prét  àles  supprimer;  pourvu  qu'U  laisse  toujouts  subsiater  entre  aon  esprit  de  musicien  et 
Il  mon  esprit  de  mathématicien  cu  seul  accord  veritahlement  paifait,  qni  représente  l'amitié  la 
B  plus  sincère.  E   B   u 

A  proposito  del  ravvicinamento  fra  la  matematica  e  la  musica,  mi  aia  concesso  di  citare  al- 
cuni paaai  di  altra  lettera  (più  antica)  del  Nostro,  provocata  da  una  nota  dell'illustre  Sylvb- 
STEK  che  sì  legge  a  pag.  613  deUa  Memoria  Ora  the  real  <mà  imagin(vry  roots  of  aigebrìcal  equa- 
tions  (Pbilosopbical  Transactiona,  parte  III,  1864],  La  nota  ò  la  seguente: 

«  Herein  I  think  one  clearly  diacems  the  internai  grounds  of  the  coincidenoe  or  paiallelism, 
<i  which  obeervation  has  long  made  familiar,  between  the  mathematica!  and  musical  ^Soi;.  May 
11  net  Muaio  be  described  as  the  Mathematie  of  sense,  Mathematic  as  Musio  of  the  reason  ì  the 
11  soul  of  each  the  aame!  Thua  the  musician  feeU  Mathematic,  the  mathematician  thinìae  Music, 
11  —  Music  the  dream,  Mathematic  the  working  Ii£e  —  ea«h  to  receive  ita  cousummation  from 
Il  the  other  when  the  human  intelligence,  elevated  to  ita  perfeot  type,  shall  shine  forth  glorifìed 
Il  in  some  future  Mozabt-Dirichlet  or  Beethoven -Gauss  —  a  union  already  not  indistinctly 
«  foreshadowed  in  the  genius  and  laboura  of  a  Helmholtz!  ». 

£,  Beltrami  nella  sua  lettera  da  Pisa,  7  aprile  18SS: 

11  Credo  che  ci  sia  molto  dì  vero  nel  pensiero  del  Sylvestek  che  mi  trascrivesti.  Io  non  ho 
mai  studiato  profondamente  la  eoa)  detta  Armonia,  che  è  quella  parte  della  scienza  musicale 
che  può  in  certo  qual  modo  riguardarsi  come  dottrina  razionale,  avendo  ì  suoi  postulati  ed  i 
suoi  assiomi,  da  cui  tutto  il  resto  è  dedotto.  Ma  per  quel  poco  che  ne  so,  parmi  infatti  che  il 
processo  mentale  ad  essa  applicabile  aia  identico  o  poco  meno  con  quello  delle  matematiche. 
Mettendomi  per  un  istante  nell'ipotesi  materialistica,  direi  quasi  che  nell'una  e  nell'altra  scienza 
sono  posti  in  azione  gli  ste^i  organi.  Quanto  poi  alla  composiziono,  nel  senso  più  lato,  paxmi 
ohe  subentrino  altri  elementi,  assai  differenti  dai  primi.  Comunque  aia,  è  notevole  che  uno  dei 
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diverse  discipline,  l'inuma  di  una  conversazione  geniale  e  dotta,  non  mai  pedantesca  *). 

Della  sua  eostante  fedeltà  al  culto  della  scienza  è  prova  indisoutibUe  il  fatto  che,  nella 
sua  carriera  di  oltre  trentasette  anni,  non  si  lasciò  mai  adescare,  né  per  ambizione,  né  per 
guadagno,  ad  accettare  uffiet  che  lo  svagassero  dagli  studi.  Non  volle  mai  far  parte  di 
Corpi  amministrativi,  né  esaere  Preside  di  Facoltà  o  Rettore  di  Università;  accettò  sol- 
tanto di  entrare  net  Consiglio  superiore  dell'istruzione,  mandatovi  dai  suffragi  dei  col- 
leghi.  Non  cercò  alcuni  degli  onori  soliti  a  conferirsi  ai  dotti,  ma  li  ebbe  tutti.  L'Accademia 
di  Bologna  fino  dal  1867,  la  Società  Italiana  (dei  5L)  dal  1870,  questa  R.  Accademia 
dei  Lincei  dal  1873,  l'Istituto  lombardo,  l'Accademia  di  Torino,  la  Società  Reale  di  Na- 
poli, le  Accademie  delle  scienze  di  Parigi,  di  Boriino,  di  Monaco,  la  Società  di  Gottinga, 
la  Società  matematica  di  Londra  ed  altre  lo  aggregarono  a  sé  come  Socio  o  come  Corri- 
spondente. Dottore  honoris  causa  delle  Università  di  Kazan  (1893)  e  di  Halle  (1894).  Ca- 
valiere del  merito  civile  di  Savoia  (1879). 

Della  grande  riputazione  che  il  Rostro  aveva  acquistata  nel  mondo  scientifico,  anelie 
presso  gli  stranieri,  mi  sia  concesso  addurre  quest'altra  prova.  Nel  1889  scadeva  il  quin- 
quennio di  professorato  straordinario  di  analisi  matematica  per  la  celebre  Sofia  Kowa- 
LEWSKY  all'Università  di  Stoccolma.  Per  deciderne  la  conferma  a  vita,  come  professore 
ordinario,  quell'Università  chiese  i  pareri  di  tre  scienziati  che  riteneva  i  piti  autorevoli 
in  quell'indirizzo  di  studi:  Hehmite,  Bjerknes  e  Beltrami,  I  pareri  furono  tutti  e  tre 
onorevoli  ed  in  favore  di  quel  savant,  doni  le  sexe  était  aussi  exceptionnel  que  le  mérite  (se- 
condo una  frase  del  Nostro,  da  una  lettera  de!  18  maggio  1889  a  Hermite).  Ma  non  erano 
compiuti  due  anni  e  una  morte  crudele  toglieva  immaturamente  l'illustre  donna,  all'U- 
niversità ed  alla  scienza  che  da  lei  attendevano  ulteriori  frutti  del  suo  miracoloso  ingegno. 

Ultimo  onore  la  nomina  a  Senatore  del  Regno  :  onore  che  a  lui  giunse  assai  gradito, 
perchè  la  sua  modestia  non  gli  toglieva  di  sentirsene  degno,  e  sopratutto  perchè,  per  atto 
di  alta  e  cavalleresca  cortesia,  la  comunicazione  gli  venne  dall'augusta  bocca  del  nostro 
amato  Sovrano,  nell'adunanza  solenne  dei  Lincei,  il  4  giugno  1899. 

Ed  ora  quello  spirito  eletto  non  è  piii  fra  noi.  Se  qualche  cosa  sopravvive  oltre  la 
tomba,  di  certo  egli  é  salito  ad  un  astro  superiore,  più  perfetto  del  nostro  pianeta,  ed  ivi 
sì  delizia  nella  beatitudine  del  vedere  illuminati  e  risoluti  quei  problemi  che  trascendono 


più  grandi  armonisti  e  compositori  dei  tempi  moderni,  Meyerbebk,  abbia  cominciato  colio 
studiare  matematiche,  nelle,  quali  si  addottorò  ». 
*)  Celoria,  1.  e. 
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l'acume  della  mente  umana,  ma  spesso  la  tormentano  affannosamente.  Di  lassù  egli  im- 
plora rassegnazione  e  pace  alle  anime  desolate  delle  due  infelicissime  donne,  la  madre  e 
la  vedova  che  gli  sopravvivono,  anelanti  di  ricongiungersi  a  lui.  Alle  sue  preghiere  uniamo 
i  nostri  voti. 

A  me  ed  a  quelli  che  con  me  hanno  oltrepassata  l'età  del  Bei.trami,  non  rimane  alcun 
conforto,  se  non  sia  il  ricordo  della  sua  cara  e  preziosa  amiciziav  Ma  i  giovani  non  dimen- 
tichino che  hanno  un  tesoro  da  custodirei  l'esempio  dì  una  vita  immacolata,  tutta  spesa 
nel  culto  della  scienza  e  nella  scuola  del  dovere,  e  la  gloriosa  memoria  di  un  altissimo 
ingegno,  che  ha  onorato  la  patria  e  l'umanità.    P"] 
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[']  Pag.  3.  Veggasi  quanto  h  detto  su  questa  Memoria  nella  nota  [*']  del  tJDmo  2."  di  queste 
Opere,  e  preciaamente  a  pag.  444. 

La  sostanza  dei  primi  tre  Capitoli  si  trova  già,  più  ampiamente  evolta,  nei  •  Preliminari  > 
(n.  70  di  quel  tomo  2.").  A  partire  dal  Cap.  4.»  la  Memoria  è  tradotta  in  tedesco,  in  'Oberflàchen  • 
(v,  nel  tomo  attuale  il  n.  85),  colla  sedente  corrispondenza  tra  i  numeri  dei  paragraH: 

Mémoire  47-113,  llgti»,  114-177 

Oberflacken  158-224,  225     ,  226-289 

Anche  per  questo  Mémoire  useremo  l' indicazione  (A),  per  citare  le  correzioni  od  aggiunte 
fette  a  mano  dal  Ckbmona  in  un  suo  esemplare.  Ciò  che,  nel  testo  o  nelle  note  a  pie  di  pa- 
gina, verrà  racchiuso  fra)  t,  è  tolto  di  là;  fetta  solo  eccezione  per  le  note  ai  n.'  118,155,165,166, 
ove  le  citazioni  che  ai  troveranno  fra  1  1  son  prese  da  •  Oberfldohcn  •. 

[']  P*&-  S'  Aggiunto,  da  tC^erfiOchent  e  da  (A). 

P]  Pag.  6.  Ciò  non  può  generare  equivoci,  pel  fatto  che  con  parentesi  quadre  [  ]  ai  di- 
stinguono in  quest'edizione  le  lievi  aggiunte  fette  dagli  editori:  poiché  queste  si  trovan  di 
regola  nel  testo,  e  quando  sono  nelle  note  a  pie  dì  pagina  sono  richiami  a  queste  Opere. 

[*]  Pag.  11.  Aggiunto,  dai  ■  Preliminari  s  n.  88. 

PI  Pag.  18.  Il  principio  dì  corrispondenza  nel  piano,  che  qui  s'invoca,  è  dimostrato  nella 
nota  a  pie  di  pagina  soltanto  pel  caso  di  una  corrispondenza  interseziimt  computa  di  due  con- 
nessi algebrici  (ii,  ;i')i  (■"i'^)-  mentre  la  corrispondenza,  considerata  nel  testo,  fra  i  punti  del 
piano  E  non  sarà  in  generale  di  quella  specie.  Ma  il  problema  attuale  si  troverà  risolto  per  altra 
via  al  n.  38. 

["j  Pag.  24.  Vedasi  quanto  è  esposto  su  questa  teoria  nella  nota  ['^j  (relativa  ai  t  Preli- 
minari »)  a  p.  448  del  tomo  2."  di  queste  Opere. 

{']  Pag.  26.  V.  la  nota  ['*']  al  tomo  2",  p.  449. 

(»]  Pag.  28.  V,  la  nota  ["»]  al  tomo  2»,  p.  449. 
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[']  Pag.  32-  Questo  ragionamento,  come  l'altra  frase  tra  |  |  che  lo  precede,  è  tratto  da  (A), 
ove  sostituisce  una  considerazione  scorretta  del  testo  originale. 

['"]  Pag.  32.  In  margine  ad  (A),  preceduta  dalle  parole  «meglio  cosi;  »,  sta  quest'altra 
dimostrazione  ; 

K  Le  prime  polari  toccate  in  o  da  uno  stesso  piano  E  formano  un  fascio,  ed  lianno  i  poli 
in  una  retta  che  passa  per  o'  e  giace  nel  piano  polare  di  o.  A  causa  del  contatto  in  o,  questo 
punto  assorte  due  dei  4(?i— 2)^  punti  doppi  del  fascio;  dunque  la  retta  dei  poli  è  tangente  alla 
Steineriana  in  o'.  e 

["]  Pag.  33.  Invero,  se  così  non  fosse,  i  piani  polari  di  cu,  rispetto  alla  rete  delle  prime 
polari  dei  punti  de!  piano  qualunque  dato,  formerebbero  tutt'al  più  una  stella  («  Preliminari  ^ 
n.  74),  non  darebbero  tutti  i  piani  delio  spazio. 

["]  Pag.  43.  In  (A)  Creimona  nota:  <  Questa  è  analoga  alla  OjciieSBVB  considera  a  pag,  237 
e  seg.'  della  Geometrie  der  Lage  »  [voi.  2."  della  2.*  edizione,  1882;  corrispondente  alla  pag.  146 
e  seg.'  del  voi.  3,"  nella  4.»  edizione,  1910]. 

[^]  Pag.  43.  Qui  seguiva  nell'originale  una  deduzione  errata,  segnata  in  (A)  con  un  punto 
interrogativo.  Conviene  sopprimerla,  senz'altro. 

["]  Pag.  47.  La  rete  di  quartiche  considerata,  nel  ragionamento  precedente  derivava  dalle 
quadriehe  polari  rispetto  ad  una  superficie  cubica;  non  era  quindi  cosi  generale  come  in  questo 
enunciato.  L'estensione  del  risultato  che  s'era  ottenuto  ai  caso  generale  si  basa  sulla  conser- 
vazione del  numero.  —  Similmente  nel  s 


jtB]  YsLg.  47.  Questa  deduzione  è  incompleta.  Il  fascio  di  coni  quadrici,  oltre  al  caso  che  il 
vertice  sia  fisso,  può  presentare  l'altro  ;  che  i  vertici  dei  coni  costituiscano  ima  retta  G',  ge- 
neratrice comune,  di  contatto,  per  tutti  i  coni.  Si  hanno  allora  sulla  Hessiana  le  due  rette 
G,  G',  fra  loro  corrispondenti.  Per  altro  questo  fatto  non  ai  presenta  se  la  superficie  cubica  è 
generale,  ma  solo  per  superficie  speciali. 

In  (A)  Crbmosa  ha  scritto  in  margine:  «vedi  Ciani,  Eendic.  Lincei,  4  maggio  1890», 
alludendo  ad  una  Nota  «  Sulle  superficie  alg^nehe  simmetriche  »  (ivi,  serie  1.»,  voi.  6),  ove 
appunto  (alla  pag.  406)  il  Ciahi  rileva  quella  lacuna. 

['^ì  Pag.  51.  In  (A)  si  osserva:  «  l  punti  abcda'b'dd'  sono  otto  ventici  di  un  esaedro  com- 
pleto polare  (Reyh)  :• . 

['"']  Pag.  56.  Qui  vi  è  un  equivoco.  Il  cono  taglia  i  tre  piani  secondo  le  tre  rette  S;,  itj,  k^ 
che  essi  eongiungono  a  due  a  due.  Probabilmente  si  voleva  dire  invece  delle  intersezioni  del 
cono  coi  piani  eongiungenti  le  quattro  rette  basi  del  fascio. 

[*'J  Pag.  57.  La  deduzione  non  è  cosi  immediata.  Un  ragionamento  compleco  si  troverà  poi 
a  pag.  207,  io  un  Zusaùi  aw  n.  214  di  «  Oberflachen  »  (n.'  corrispondente  all'attuale  n.  103). 
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['*]  Pag.  59.  In  (A)  si  osserva: 

Se  x=0, 3/=0,  3=0,  w=0,  M=0,  (ove  x+jj-^s+w+u^))  è  il  pentaedro,  e  ax'+by'-{-cz'-\- 
-{-dw^-\-eu^^=0  la  superficie  cubica,  quei  piani  «j6[Cj ,  a^gC^ ,  ...  hanno  per  equazioni: 

bì/-{-ce-{-dw-i-eu^O,  ax-{-ce-rdw-\-eu=0,  ecc. 

Poi,  alla  fine  della  proposizione  attuale  del  testo,  por  il  piano  che  ivi  è  nominato,  è  data 
l'equazione: 

ax+by-i-cti-\-dw-^eu=0 

[HO]  Pag.  G2.  La  nota  a  cui  qui  allude  l'Autore  sta  a  pag.  334  del  tomo  2."  di  queste  Opere. 

["]  Pag.  64.  La  loeuaione  espaces  projeclifs  non  va  presa  qui  nel  senso  consueto,  ma  solo 
in  quello  di  corrispondenaa  biunivoca. 

C  ]  Pag    67    Nelle  ultime  due  linee  si  è  fatto  un  lievissimo  utocco    secondo  (A). 

[  '1  Pag  71  La  con'iiderazione  dei  tre  fasci  di  piani  duplo  projettivi  ff„  «;,  a^  come  tre  par- 
ticolari sfeifr  projettive  di  piani  elie  qui  e  aecennata  p  poi  alopprat»  non  viene  abbastanza 
chiarita  In  conseguenza  non  e  luffiuente  la  deduzione  che  nel  ■seguito  di  questo  a."  l'Autore 
vuol  tare  della  geneiazione  h  F,  con  tie  stelle  projettive  generali  da  quella  con  tre  fasci 
duplo  projettivi  Ciò  è  atato  rilevato  dal  sig  R  Sturm  i  pag  900  della  sua  commemorazione 
di  Cremona  Arehiv  der  Mathematik  und  Phvsik  (3)  3  1904  pag  11  e  195.  —  V.  anche  su 
quella  trasformazione  dei  fasa  in  sMl''  C  Seqkb  ^wr  la  gihiératwn  projecUve  des  surfaces 
cubiques  m  quei!  Archiv  O)  10  1906  p  309  e  la  Nota  seguente  (m  p.  216)  di  E.  Stubm, 
Ueòe*  dw  Erseugung  ter  Flàcke  3  Ordnung  durch  kolhneare  Bìindel  und  trilineare  BUsehel 
(nella  quale  si  troverà  anche  a  p  217  una  semplicissima  dimostrazione  diretta  della  possi- 
bilità di  generare  una  superficie  cubica  generale  con  tie  stelle  projettive  di  piani). 

['*]  Pag  71  Questo  non  è  vero  m  generale  In  fatti  nella  dimostrazione  che  segue,  le 
rette  U.  »»n  n  wn  si  taglieianno  in  generale  m  uno  stesso  punto  a  meno  che  i  tre  punti 
di  concorso  delle  altre  terne  di  lette    di  cui  si  pirla    siano  allineati 

[ssj  Pag.  74.  In  «  Oberfldehen  >  è  detto  : 

a  ...  von  der  Ordnung  3ji.  und  dem  Geschlecht  ^  (3«.^— 3ii-l-2)^(S-f-a),vorausgeeetzt  dass 
die  heiden  FlUchen  in  S  Funeten  eine  einfache  und  in  o  Punoten  eine  stationSre  Beriihrung 


[««]  Pag.  7fi.  L'ultima  asserzione  è  esatta  solo  se  le  due  rette  non-secanti  rispettivamente 
delle  due  curve  sono  sghembe  fra  loro.  Se  invece  quelle  due  rette  a'  incontrano,  le  intersezioni 
delle  due  curve  sono  sei. 

[^'J  Pag.  76,  Nell'originale  stava:  disc.  La  correzione  è  in  (A). 

[^]  Pag.  78.  Nell'originale  era;  mei*/. 
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[2»|  Pag.  79.  Nell'originale  stava;  vingt. 

(^)  Pag.  80.  Si  aggiunga  1»  curva  del  settimo  ordine  e  genere  tre,  residua  intersezione 
delle  due  superficie  cubiche,  quando  queste  si  tocchino  lungo  una  retta.  Sua  imagìnc  nel  piano 
rappresentativo  di  F3  è,  ad  esempio,  una  quintica  P23456. 

[^')  Pag.  80,  Quando  l'intersezione  di  Fg  con  una  superficie  del  ti."  ordine  si  spezza  in 
due  curve  del  9."  ordine,  Q  genere  di  queste  (lo  stesso  in  generale  per  entrambe)  non  è  ne- 
eessariamente  1,  ma  può  anche  essere  2,3,. ,,10. 

[32]  Pag.  80.  Per  questa  Ce.o.  in  (A)  è  scritto: 

'  Per  usempio  si  ha  questa  curva  segando  F^  con  una  superfìcie  gobba  di  4."  grado  avente 
per  curva  doppia  una  cubica  gobba  situata  in  F3  e  della  quale  siano  corde  le  sei  rette  a.  » 

[**]  Pag.  85.  Cioè  biunivoca  mente.  Cfr.   j^'j 

[31J  Pag.  90.  Invece  il  punto  che  qui  si  ottiene  è  il  vertice  del  cono  primitivo.  Tutto  questo 
periodo  si  potrebbe  sopprimere. 

[^]  Pag.  90.  Dal  fatto  che  il  piano  ir  tocca,  per  esempio,  le  due  coniche  {£S),  (6")  del 
cono  {^"}  non  si  può  trarre,  senz'altro,  che  ic  sarà  tangente  a  questo  cono.  Il  risultato,  ciò 
è  esatto,  Indichiamo  con  a;„=0,  k.  a:r,ic,=0  il  trilatero  a,boC,,,  e  sia 


I  vertici  dei  quattro  coni  ■yf,  i7C  ■,  Cn^'  -^    staranno  sulla  retta  del  piano  ìK(=0,  avente  in 
questo  piano  le  tre  coordinate  omogenee:     dt,,  — 2cIii«hs— 2ajja,j,  ed  analoghe. 

['«j  Pag.  92.  In  €  Obtrflàchin  *  vi  è  a  questo  punto  una  nota  a  pie  di  pagina,  cosi  : 

cK.  Sturm  (SynthetUsche  TJntersuchuiigen  iiber  Flùcheii  drifter  Ordnung,  Leipzig  18(!8)  nennt 

zwei  conjugierte  Systeme  von  drei  Geraden  ein  Doppeldrei,  und  die  Hyperboloide  H  Doppeldrei- 

hyperboloide.  • 

[^^]  Pag.  95.  La  deduzione  è  dnsuflìcienÈe.  Bisogna  invocare  l'inverso  (che  non  fu  dimo- 
strato prima)  del  n.  121:  una  curva  piana  d'ordine  3"  passante  n  volte  per  ogni  punto  fon- 
damentale è  imagine  di  una  curva  intersezione  di  F^  con  una  superficie  d'ordine  n. 

[3S]  Pag.  99.  In  (A)  è  aggiunto: 

■  Si  ottiene  questa  superficie,  anche  partendo  da  due  triedri  totalmente  imaginari,  formati 
da  piani  rispettivamente  coniugati: 


"sB    %fl    *^  *^    <-26    <^ 
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dove  si   suppongauo  reali  a 
reali  (63,  b^,  Cia).  » 


35,  e  l'iperboloide  da  esse  determiuato  dia  tre  altre  rette 


[^^]  Pag.  102.  Aggiunta  in  (A),  analoga  alla  precedente: 

«  Questa  superficie  si  può  anche  ottenere  mediante  due  triedri  interamente  imaginari,  l'u 
formato  dai  piani  coniiigati  a  quelli  dell'altro;  per  esempio  dai  triedri 


supponendo  reali  le  rette  a, 
retta  reale  (&[).* 


e  che  r  iperboloide  da  esse  determinato  dia  una  sola  nuova 


["]  P.B-  107.  I»  (A): 

•  Infatti  se  si  considera,  per  esempio,  un  piano  che  n 
cflrde  reali  comuni  alle  coniche  sezioni  fatte  da  esso  piano  r 
alle  coniche  stesse.  »  [Quelle  corde  stanno  in  una  quadrica 


m  seghi  C(  in  punti  reali,  le  due 
ei  coni  saranno  totalmente  esteme 
rigata  del  fascio.] 


[^']  Pag.  109,  Pare  che,  a  tutta  prima,  si  possa  dedurre  solo  l'esistenza  di  almeno  ti 
reale  (ad  influiti  punti  reali).  Ma  dal  seguito  risulta  poi  che  sono  due. 


[*"]  Pag.  115.  Quest'indice  è  stato  qui  completato  con   aggiunte,  tolte  (tranne  una)  dal- 
l'indice di  'OberflUchens  j  e  distinte  col  racchiuderle  fra  1    j. 


J43]  Pag.  195.  Veramente  ciò  che  qui  si  prova  è  soltanto  che  ad  un  punto  della  (i)  risponde  un 
punto  della  (1).  NeU' affermare  che,  viceversa,  ad  un  punto  della  (1)  risponde  un  punto  solo  della 
(4),  si  suppone  implicitamente  che  un  punto  generico  della  (1)  provenga  da  un  sol  valore  di  X  ;  il 
che  uoo  si  veriflca  sempre.  Comunque,  se  un  punto  generico  della  curva  (1)  proviene  da  più 
valori  di  X,  si  può  in  ogni  caso,  in  virtù  d'un  noto  teorema  di  LOroth  (Mathematisehe  Annaien, 
Bd.  9,  1S76),  prendere  come  nuovo  parametro  (i  una  funzione  razionale  conveniente  di  ì.,  per 
guisa  elle  in  relazione  a  it  la  (1)  sia  suscettibile  d'una  rappresentazione  del  tipo  considerato 
dall'A.  e  soddisfacente  all'ipotesi  sottintesa.  Avvertasi  che  quest'ipotesi  è  necessaria  anche  per 
talune  delle  deduzioni  successive. 


["]  Pag, 
trodazione  n 


133.  Un  estratto  di  questa  lettera  fu  pubblicato  dall'HoCBL  con  alcune  righe  d'in 
L  Nouvelles  Ànnales  (le  MatMmatiques  &.'  sèrie,  tome  Vili  (1869),  pp.  278-283), 


[*^]  Pag.  137.  Questa  Memoria  fu  presentata  all'Accademia  di  Bologna  nella  sessione  ordi- 
naria dell'  8  Aprile  18(19,  colle  seguenti  parole  (Rendiconto  di  quell'Accademia,  Anno  1868-69 


La  memoria  è  divisa  in  tre  pari;i  o  capitoli.  Nel  primo  capitolo  (Riduxione  degli 
integrali  abeliani  alle  tre  specie),  e  ne!  terzo  (Teorema  di  Ahel),  l'Accademico  ha  avuto 
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di  mira  le  matorie  trattato  iiti  pumi  due  pii  ie:rfth  dell  ecoellPiitp  Teorin  delle  fim^ioui 
aòeliane  dei  professori  Cleb'jl.h  e  Goedam  e&ponendolt  pero  in  una  foima  di  gran  lunga 
pia  vicina  all'intuizione  E^ometnca  ond  f  che  gli  iie'^LÌ  in  alcuni  punti  d  ottenere 
notabili  semplificazioni.  La  '.econda  parte  poi  (ioìma-,ione  degli  int^giah  di  3  fi  di  2^ 
specie)  è  nuova  anche  nella  ?o=it'uiz\  mipeiOLChe  1  A  forma  gli  integrali  normali  di 
3.'  specie  in  modo  affatto  direr&o  da  quello  tenuto  dti  signori  Clpbsch  e  Goedan  e  ne 
ricava  come  caso  particolaie  f,'  integiali  di  2  »  specie,  benza  lularp  nelle  difficolta  al 
gebrjche  alle  quali  si  allude  nell  i  pag   28  dell  opera  menzionata 

D  grande  interesse  che  i  matematui  odierni  annettono  allo  "Studio  do  ti  incendenti 
abeliani  induce  l'A,  a  speiare  ohe  questo  suo  li^oio  non  riuseiia  del  tutt  iniitilr  e 
sgradito. 

[*^]  Pag  149.  Questa  deduzione  uon  è  legittima,  perehè,  se  non.  si  vuole  che  il  polinomio  N 
svanisca  identicamente,  i  suoi  coefficienti  possono  assoggettarsi  soltanto  ad  —-^—^  —  1  equa- 
zioni lineari  (omogenee)  indipendenti.  Tuttavia  resta  vera  la  conclusione  dell'A.,  che  cioè  N 
è  determinata  in  modo  unico  {a  meno  di  un  fattore  di  proporzionalità}  dalle  (19),  (21)  e  daUe 
condizioni  che  la  curva  N^O  passi  pei  punti  singolari  di  f=0  e  per  altri  p  punti  generici 
del  piano!  Ciò  perehè  le  2n  equazioni  (19),  (31)  si  riducono  non  già  a  2n  —  1,  ma  a  2n — 2  li- 
nearmente indipendenti,  come  si  vede  subito  osservando,  ad  esempio,  che  la  serie  lineare 
completa  g  j"|^7!i  Staccata  su  /'=0,  fuori  dei  punti  singolari,  dalle  «  aggiunte  »  del  tipo  N  =  tì, 
ammette  per  residuo,  rispetto  alle  2ra — 2  intersezioni  (diverse  da  S,  -q)  di  f'^O  colle  rette  £C, 
rfi ,  una  serie  g^  completa. 

[41]  Pag.  150.  Qui  e  nel  seguito  s'indica  indifferentemente  col  aimbolo  f(cx"-')=Ood 
/^(x^-'c)  =0,  l'equazione  della  prima  polare  del  punto  e  rispetto  alla  f=0  {cfr.  colla  pag.  138). 

['']  Pag.  155.  Qui  è  stata  soppressa  una  formola  portante  la  indicanione  (34)',  perchè  era 
semplicemente  una  ripetizione  della  (33). 

[*"]  Pag.  169.  Nella   Memoria  originalo   in    luogo   dell'ultima   espressione   tra   sgraffe  si 
ll.M 
legge  :^  2.-!. 


pnj  Pag.  174.  Aggiungere;  «  o  tutti  i  termini  positivi  dello  tre  matrici  '. 

pij  Pag.  183.  Come  s'era  detto  nella  nota  p']  del  Tomo  2."  (p.  444)  e  nella  [']  del  presente 
Tomo  (p,  483),  e  come  anche  è  spiegato  nella  prefazione  del  Traduttore,  che  qui  si  riporta,  que- 
st'opera (di  cui  alla  pag.  181  a'  è  riprodotto  il  frontispizio,  e  che  in  queste  note  usiamo  ci- 
tare brevemente  con  «  Oberft&ehen ')  contiene  la  tradtizioni  tedesche  delle  due  Memorie  che 
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ili  questa  edizione  portano  i  n.'  70  e  79.  Nella  ristampa  di  quelle  Memorie  originali  abbiamo 
^ià  tenuto  conto,  con  apposite  note,  od  inserzioni  fra  |  |,  delle  più  picccle  aggiunte  introdotte 
neir  edizione  tedesca.  Qui  riporteremo  ora,  staccatamente,  le  aggiunte  più  lunghe. 

La  prefazione  è  preceduta  da  una  dedica  dell'  opera:  •  Herrn  Geheimen-Kegierungsrath 
und  Professor  —  Dr.  Johann  Acigust  Grunert  —  in  —  Greifswald,  —  selnem  verehrten  Lehrer 
—  gewidmet  —  vom  —  Uebersetzer.  •  È  al  Geunert  che  si  rivolge  il  Traduttore  nella  pre- 
fazione. 

[51]  pag^  jg4.  Questi  n.'  158-289  corrispondono  a  quelli  del  Mémoire  (79),  nel  modo  che  è 
già  stato  indicato  in  ['). 

[^^]  Pag,  185.  La  parte  del  Gap.  VI,  che  qui  si  riporta  e  che  si  trova  a  pag.  47  e  48  del 
volume,  è  costituita  dai  n.'  45,  46,  47,  i  quali  nell'indice  del  volume  stesso  sono  indicati  come 
riferentisi  alle  stelle  ed  ai  piani  reciproci,  e  alla  generazione  dello  quadriche  per  mezzo  di  essi, 

P]  Pag.  187.  Di  questo  Gap.  I  si  riproducono  i  n."  77,  ...  fino  a  82,  che  vanno  dalla  metà 
di  pag.  70  a  metà  pag.  73  di  s  Oberfiaahen  » .  Un  titolo  che  si  prendesse  dall'  indice  non  ne 
farebbe  capire  il  contenuto.  Si  può  dire  che  essi  tendono  principalmente  alla  dimostraaione  del 
risultato  finale;  che  i  punti  di  contatto  di  una  superficie  Fr  colle  bitangenti  passanti  per  un 
dato  punto  son  le  intersezioni  di  Tv,  della  prima  poiare  di  quel  punto  e  di  una  superfìcie  ulte- 
riore d'ordine  (v— 2}{v— 3). 

ps]  Pag.  190.  Questo  Capitolo,  che  non  stava  nei  «  Preiìminari  « ,  va,  ne!  volume  di  •  OI>p.r- 
flàchen  »,  da  metà  pag.  81  fino  al  principio  di  pig  H  E'.so  sarebbe  da  inserire  dopo  il  n.  90 
dei  «  Preliminari  »  (Tomo  2  °  di  queste  Opere    p    34 1) 

P']  Pag.  190.  Per  i  confronti  colle  formoli,  dei  '  Pìehmtnitt'  che  qui  e  nel  seguito  si 
adoperano,  si  tenga  presente  che  [com  e  dotto  nella  prefazione  i  queste  «  Oberfiàchen  • ,  che 
abhiam  riprodotta)  i  caratteri  numerici  che  là  eian  rappresentati  da  lettere  latine,  qui  sono 
indicati  con  lettere  greche    Si  hanno  cioè  i  seguenti  cambiamenti 

'  Preliminari  »     m    n    r    g    h    x    y 
«  Oberflach&n  •      ji     v     p     ■(     8     g    y; 

P]  Pag.  197.  La  deduzione  non  sembra  abbastanza  giustificata,  ma  il  risultato  è  esatto. 
Si  può  in  fatti  dimostrare  che  la  curva  (£)  passa  pel  punto  m  (doppio  per  la  curva  (v))  con 
due  rami  completi  (o  ddi)  di  S."  ordine  aventi  entrane  per  tangente  la  retta  PP  (e  per  piani 
osculatori  due  piani  coniugati  armonici  rispetto  a  P  e  P*). 

j58|  Pag,  203.  L'inserzione  che  vion  dopo  non  risulta  vera,  in  generalo. 

[^'j  Pag.  204.  Si  traggono  da  questo  Gap.  V  due  brani.  Il  primo  comprende  i  n."  118,  119, 
(pag.  101  e  102  di  s  Oberflàchen  »),  i  quali  son  diretti  a  determinare  direitam&nte  il  numero  dei 
punti  doppi  apparenti  della  curva  intersezione  di  due  superficie,  che  nel  precedente  n.  117 
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(corrispondente  al  ti.  95  dei  •  Prelitìiiiiari  k)  era  derivato  dall'applicazione  delle  Tormole  di 
Caylby.  Cfr.  la  nota  ["']  a  p.  448  del  Tomo  2".  Si  tengano  anche  presenti  le  considerazioni 
dei  11,'  77-79  (precedentevuente  riportati),  che  qui  occorrono. 

Il  secondo  brano,  levato  dal  n.  T21  {p.  104  di  ^  Oberfiachen  !>),  è  un'aggiunta  al  corrispon- 
dente n.  97  dei  »  Preliminari  »,  e  si  connette  al  precedente  n.  120,  ossia  96.  Li  ai  erano  con- 
siderate due  superficie  !a  cui  intersezione  si  spezzi  in  due  curve;  e  qui  ora  si  aggiunge  l'ipo- 
tesi che  esista  un  punto  multiplo  comune  alle  superficie  e  curve.  Le  notazioni  pei  caratteri  di 
queste  si  corrispondono  cosi; 

•  Preliminari  '     n\i.rdshik 
«  OberfiécMn  »     v    ip     p     S     a    S     t     k 

['•']  Pag.  206.  I  u.i  141  e  143  tolti  da  questo  Cap.  VII  (p.  119  e  p.  121  di  «  OberfiàcJien  •)  appli- 
cano alla  determinazione  della  Jacobiana  di  cinque,  o  di  sei  superficie  le  proposizioni  sulla  gene- 
razione con  cinque  o  sei  sistemi  lineari  projettivi,  che  stanno  nei  n.'  140  e  142,  equivalenti  ai 
n.'  116  e  in  dei  «  Preliminari  y . 

["]  Pag.  207,  Il  n.  214  di  .  Oberflacheii  >  a  cui  qui  si  allude  è  la  traduaiono  del  n.  103 
del  Mémoire  79.  V.  la  nota  ['*].  Questo  Zusatz  occupa  l'ultima  pagina  (228)  di  «  Oberfiàehen  » . 
Per  le  citazioni  che  esso  contiene  si  abbia  presente  la  corrispondenza  indicata  in  [')  fra  i  n.' 
del  Mémoire  e  quelli  della  traduzione  in  «  Oberfiàchen  » .  Quanto  alle  lettere  che  rappresentano 
punti  e  rette,  sono  stati  fatti  questi  cambiamenti: 

8  Mémoire  »  e    d    p    t 

'  Oberfiàchen  •     e    b    p    p 

[6aj  Pag,  209.  Questa  Memoria,  presentata  all'Accademia  di  Bologna  nella  sessione  ordi- 
naria dei  12  maggio  1870,  fu  accompagnata  dalla  seg-uente  relazione  (Rendiconto  di  detta  Ac- 
cademia, Anno  1869-70,  pp.  86-88): 

Questo  lavoro  consta  di  due  parti,  l'una  riguardante  la  teoria  delle  linee  di  curvatura 
delle  superficie  in  generale,  l'altra  contenente  l'applicazione  alle  superficie  di  2."  ordine. 

Nella  L"  parte  si  pongono  in  evidenza  due  linee  dì  curvatura,  possedute  da  una 
superficie  qualsivoglia;  cioè  la  sezione  all'infinito,  e  la  curva  di  contatto  colla  sviluppa- 
bile simultaneamente  circoscritta  alla  superficie  data  ed  al  circolo  imaginario  all'infinito. 
Queste  linee  sono  algebriche,  purché  sia.  algebrica  la  superficie. 

It  processo  ordinario  che  consiste  nel  considerare  le  linee  di  curvatura  come  quelle 
che,  in  un  punto  qualunque  della  superficie,  sono  ortogonali  e  hanno  le  tangenti  coniu- 
gate, stabilisce  un  legame  intimo  fra  l'equazione  differenziale  di  quelle  linee  e  due  altre 
equazioni  differenziali;  l'una  relativa  alle  linee  (linee  cicliche)  le  cui  tangenti  incontrano 
il  circolo  imaginario  all'infinito;  l'altra  relativa  alle  curve  assìntotiche.  L'A.  introduce 
un'altra  equazione  differenziale,  che  si  può  sostituire  a  quella  delle  linee  cicliche,  e  cioè 
i  differenziale  delle  curve  di  contatto  fra  la  superficie  data  e  i  coni  circoscritti 
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i  cui  vertici  soud  all'infinito  nel  circolo  imagiiiario.  Questa  nuova  equazione  è  subito 
integrata,  e  l'integrale  è  algebrico,  ogni  qualvolta  sia  algebrica  la  superficie  data.  L'in- 
t^rale  completo  di  questa  equazione  dà  appunto  la  seconda  delle  linee  di  curvatura 
sopra  accennate. 

L'A,  trova  sotto  forma  omogenea  e  simmetrica  (sì  rispetto  alle  variabili  che  ai  diffe- 
renziali) l'equazione  differenziale  delle  linee  di  curvatura,  e  le  altre  equazioni  differenziali 
ora  accennate,  supponendo  però  che  la  superficie  aia  algebrica  e  rappresentabile  punto 
per  punto  sopra  un  piano. 

Le  formole  che  sono  qui  assegnate,  mirano  ad  applicazioni  che  l'A,  riserba  ad  altra 
occasione.  Per  ora  egli  si  limita,  nella  2.*  parte,  a  considerare  l'esempio  di  una  super- 
ficie di  2."  ordine,  dotata  di  centro.  Il  metodo  eoi  quale  vien  determinata  l'equazione 
finita  delle  linee  di  curvatura  consiste  in  questo:  che,  rappresentata  la  superficie  sopra 
un  piano,  e  supposte  algebriche  le  linee  di  curvatura,  quando  si  conoscano  !e  imagini 
di  cinque  fra  queste  (le  quali  debbono  essere  curve  di  una  medesima  rete)  si  trova 
l'integrale  completo  precisamente  come  se  si  trattasse  di  costruire  per  tangenti  una 
conica  della  quale  cinque  tangenti  siano  date.  È  chiaro  di  per  se  che  questo  procedi- 
mento potrà  servire  alla  ricerca  delle  linee  di  curvatura,  delle  linee  assintotiche,  in 
generale  di  linee  formanti  una  tal  serie  che  ne  passino  due  per  un  punto  della  super- 
ficie: ben  inteso,  nei  caso  che  la  superficie  sia  algebrica  e  rappresentabile  sopra  un 
piano,  e  che  inoltre  le  curve  cercate  siano  algebriche. 

[^]  Pag.  926.  Questa  Nota  vien  dopo  alla  Memoria  di  E.  STtruM  intitolata:  Sur  la  surface 
tnviloppée  par  leu  plans  qui  coupent  une  courbe  gattche  du  4"  ordre  et  de  la  J"  espece  en  qnalte 
points  d'un  cercie  (volume  indicato,  pp.  73-84). 

Z^  è  la  superficie,  di  4.°  classe,  cui  si  riferisce  quel  titolo.  La  curva  C  del  4  "  ordme  sega 
il  piano  all'infinito.  E  in  quattro  punti  r,  e  l'iperboloide  H  contenente  C  incontra  1  assoluto 
in  quattro  punti  i.  I  due  quadrangoli  completi,  che  cosi  si  ottengono  m  E,  hanno  come  Iati  6 
rette  R  e  6  rette  I  giacenti  in  Z^.  Inoltre  K,  piano  triplo  di  questa  superfìcie,  !a  tocca  lungo 
una  curva  di  3,^  classe  Za  (tangente  alle  rette  R  ed  I),  Sono  rette  triple  (come  luoghi)  di  Z^; 
le  4  generatrici  di  H,  trisecanti  di  C,  che  passano  pei  punti  i;  e  le  4  generatrici  di  H,  unise- 
canti  di  C,  che  piwsano  pei  punti  r, 

[flt]  Pag.  236.  La  Nota  di  Brioschi,  a  cui  qui  si  allude,  e  che  precede  iDimediatamente  que- 
sta di  Cremona,  considera  la  quartica  piana  con  un  punto  doppio  (a3=j/=o)  rappresentata  in 
coordinate  omogenee  x,  y,  z,  dall'equazione  Se^v  —  u^o,  ove  u,  v  sono  forme  binarie  di  x,y 
rispettivamente  del  4."  e  del  2."  ordine.  Di  queste  due  forme  binarie  Brioschi  introduce  al- 
cune forme  invariantive  simultanee,  fra  cui  un  covariante  quadratico  w  e  alcuni  invarianti 
indicati  con  k,  i,  I,  A,  B,  A.  Pone  poi 


D=i(I-^VA),  E=Ì(I-VA): 


y  Google 


492  NOTE   DEI  REVISORI 

(^d  introduce  una  forma  quadratica  fl  (determinata  solo  a  meno  del  segno)  tale  che 
00  ik^u=-ff'  —  'E.v^  +  ikvw. 

Più  oltre  BacoKCH],  indicando  con  p  una  radice  dell'equazione 

(4)  p*-f6EpS-8Np-3E5+16ft'J=o,   ove  N  =  V A E+4Bfc  , 
(ii  segno  del  radicale  essendo  individuato  dal  valore  assunto  per  fl),  pone 

(5)  2kf=fl-pv: 

e  nota  eh.0  le  (3),  (4),  (5)  forniscono  una  seconda  soluzione  per  le  funzioni  f,  scambiando  D 
con  E,  cioè  mutando  il  segno  di  VA- 

Si  può  ancora  avvertire  che  le  tre  forme  biquadratiche  considerate  da  BrioSChi,  alia  quali 
si  riferisce  la  fine  della  Nota  di  Cremona,  sono  la  w,  ii  primo  membro  della  (4)  e  il  primo  mem- 
bro dell'altra  eqiiazione  che  si  deduce  da  essa  per  lo  scambio  di  D  con  E. 

["^]  Pag.  243.  Si  sottintenda  «proiettivamente». 

I**]  Pag.  243.  Si  intenda  nel  senso  spiegato  altrove  (Queste  Opere,  tomo  2.",  pag.  328  e  nota 
(iMj  jYj^  g  questo  tomo  3.°,  note  p'],  P^]). 

[^■"I  Pag.  243.  Questa  affermazione  deve  essere  modificata  e  completata.  Cioè  l' intersezione 
di  ipj  colla  Jaoobiana  delle  superficie  tp  è  costituita  da  quelle  linee  (le  l,  rette,  l^  coniche,  i^ 
cubiche  (razionali) , . . . ,  di  cui  parla  poco  dopo  l'A.),  le  quali  hanno  per  imagini  nel  piano  li 
rappresentativo  di  li-^  tanto  le  curve  k  costituenti  la  Jacobiana  della  rete  K  che  non  sono  fonda- 
mentali per  quella  rappresentazione,  quanto  i  punti  fondamentali  della  rappresentazione  stessa 
che  non  sono  punti  base  della  rete  K.  A  questi  punti  Cremona  allude  alcune  righe  appresso 
colla  frase  fra  parentesi  i  tenuto  conto  di  quelle  linee  di  rf^  che  corrispondono  a  punti  di  li  »  . 
Cfr.  il  n.  96,  ove,  al  n.  20,  trovasi  l'enunciato  precedente,  tranne  le  restrizioni  qui  espresse. 

|«R]  Pag,  2+3.  Si  tenga  presente  nei  vari  punti  a  cui  si  riferisce  questo  richiamo  la  prece- 
dente nota  [*''].  Alla  osservazione  contenuta  in  questa  nota  si  possono  eollegare  alcune  modifi- 
cazioni che  verranno  suggerite  nelle  note  seguenti. 

[^]  Pag.  244.  Invece  di  «  La  Jacobiana  delle  K  rappresenta  •  deve  dire  «  I  punti  fonda- 
mentali I,  2  della  rappresentazione  che  non  sono  punti  base  della  rete  K  rappresentano  »  .  La 
correzione  è  stata  poi  fatta  dal  Cremona  nel  n.  96  (n.  21). 

["•]  Pag,  244.  Aggiungaci:  «ed  Q  punto  2..  Così  è  nel  n.  96  (n.  25). 

["^]  Pag.  24^ ,  Il  collocare  i  punti  o,  o,,  o^  in  linea  retta  non  dà  una  trasformazione  spaziale 
particolare,  il  che  deve  poi  essere  stato  osservato  anche  dal  Cremona,  il  quale  nel  n.  96  (n.  25) 
tace  di  questo  caso  particolare. 

C'I  Pag.  244.  Aggiungasi  :  •  ed  i  punti  1,  2  .  .  Cosi  è  nel  n.  96  (n.  33). 
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ps]  Pag.  245,  246,  247.  Aggiungasi  :  »  e  quelli  dei  punti  1  , . . . ,  6  che  non  aoiio  su  tutte  le 
curve  K>. 

p*]  Pag.  246.  Aggiungasi:  «  o  questo  luogo  insieme  al  punto  1  negli  ultimi  tre  casi». 

[^5]  Pag.  247.  Aggiungasi:  «  o  questo  luogo  insieme  al  punto  1  contato  una  o  due  volte»  . 

['°j  Pag.  ipriti,  Niilì'originaie  stava:  <  tre  * . 

['''']  Pag.  260.  La  Nota  delle  Nachrichten  è  a  pp.  129-148  del  volume  indicato  e  porta  lo 
stesso  titolo  della  presente.  Aggiunte  di  rilievo  sono  quelle  di  cui  si  dice  nelle  note  seguenti 

p*]  Pag,  26:i.  Nell'originale  stava:  "  neunter^  . 

ps]  Pag,  268.  Il  passo  aeguente  delVAcìites  Beispiel  manca  nelle  Nachrichten. 

['"]  Pag.  272.  Qui  finisce  la  Nota  delle  Nachrichten  :  tutto  ciò  che  segue  ò  stato  aggiunto. 

[ai]  Pag.  272.  Gfr.  le  note  [^''j,  [^*]  per  le  modificazioni  occorrenti  alle  considerazioni  generali 
qui  esposte,  che  sono  la  riproduzione  di  quelle  del  n.  91,  alle  quali  si  riferiscono  le  dette  note. 

[82]  Pag.  277.  Questa  Memoria  fu  presentata,  nella  sessione  del  4  Maggio  KH,  all'Acca- 
demia di  Bologna,  con  altro  titolo.  Ecco  la  parte  della  relazione  di  detta  sessione  che  si  riferisce 
alla  Memoria  stessa  (Rendiconto  della  citata  Accademia,  Anno  1870-71,  pp.  75-76): 

La  Memoria  poi  dell'Accademico  Prof.  L.  Cremona  è  intitolata  Rappresentazione 
piana  d'una  certa  supm'ficie  di  4."  ordine  dotata  di  quattro  punti  dopjtj.  —  La  super- 
fìcie considerata  dall' A.  è,  fra  quelle  del  4."  ordine,  la  prima  che  abbia  potuto  ossero  rap- 
presentata sopra  un  piano,  senza  ohe  sia  dotata  né  di  una  linea  multipla,  né  di  uu  punto 
triplo.  Essa  non  ha  che  quattro  punti  doppj,  tre  dei  quali  sono  conici,  mentre  i!  quarto 
6  uniplanare  ed  il  relativo  piano  tangente  sega  la  superficie  secondo  quattro  rette  con- 
correnti nel  punto  stesso.  La  superficie  non  possiede  altre  rette,  e  su  di  essa  esiste 
un  nnmero  limitato  di  coniche.  L'A.  ha  ottenuto  questa  superficie,  non  ancora  studiata 
dai  geometri,  applicando  ad  una  superficie  di  2."  grado  una  certa  trasformazione  razionale 
di  2,"  grado,  la  cui  inversa  è  de!  4.°  grado.  Neila  rappresentazione  piana  d'ordine  minimo, 
le  imagini  delle  sezioni  piane  della  superficie  in  discorso  sono  curvo  del  6,"  ordine. 

[83]  Pag.  28X,  Con  ciò  a'  intende  di  dire  ohe  la  retta  indicata  fa  parte  di  una  conica  dege- 
nere di  ciascuno  dei  due  fasci. 

["]  Pag.  395.  'Va  rilevato  che  fra  la  Geometria  proiettiva  delle  coniche   di  un    piano  e 
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quella  dei  complessi  lineari  di  rette  dello  spazio  ordinario  eaistono  pure  essenziali  differenze 
(Cfr.  ad  es.  Seigrb,  Considerazioni  intorno  alla  Geometria  delle  coniche  di  un  piano  e  alla  sua 
rappresentazione  sulla  Geometria  dei  complessi  lineari  di  rette,  Atti  delia  R.  Accademia  di 
Torino,  voi.  XX  (1885)). 

[35j  Pag.  296.  Questa  relazione  non  è  esatta:  deve  scriversi  cosi 

dalla  quale  nasce  la  al-\-h'm-\-cn  =  i)  per  le  sostituzioni  (ad  esempio) 

i^c+S/-,  m=a+3sr,  n=h-\-^h. 
In  conseguenza,  al  posto  della  (1)  del  testo,  si  ha  la  seguente 

«^(ic-s)+by(y~ic)+c3(s-y)+iy8+™sa:+«Kj/==0. 

|-8aj  Pag.  296.  Per  l'osservazione  fatta  nella  nota  precedente  i  coefficienti  esatti  sono 

=^+1^,  P  +  ".  T+?^,  >•.  1^,  V. 

['■'l  Pag.  301.  Qui  sono  state  soppresse  !e  formoie  :^vif--\-9)  —  '2,-^Ì{i-\-l)mi=&  (nella 
quale  non  ai  tien  conto  di  ciò  che  diceai  presentemente  incompletezza  e  sovrabbondanza  di  un 
sistema  lineare)  e  l'altra  che  ne  segue  3h+v^Sì™ì  +  6,  cancellatedal  Cremona  in  vari  esem- 
plari dati  in  dono  a  scolari  e  colleghi  nel  1880  e  dopo. 

[**]  Pag.  302.  Nella  dimostrazione  precedente  sono  state  introdotte  alcune  semplici  modi- 
flcazioni,  consistenti  sostanzialmente  nel  supporre  il  punto  I  senz'altro  variabile  (non  dapprima 
fiaso),  te  quali  si  trovano  fatte  per  mano  di  Cremona  negli  esemplari  ricordati  nella  nota  ^''\. 
Da  questi  esemplari  sono  pure  state  tolte  le  aggiunte  fra  \   \  che  si  trovano  nei  n.'  T,  9,  18 

[KB]  Pag.  303.  Più  generalmente  ai  può  dire  che  al  punto  comune  corrisponderanno  due 
curve  Ci ,  C,  {i^j)  aventi  comune  una  curva  d'ordine  <  ì,  che  eventualmente  potrà,  coincidere 
colla  prima  (o  con  entrambe  se  *=j).  Il  caso  che  la  curva  comune  sia  d'ordine  <  i  si  presenta, 
ad  es.,  nel  n.  33,  per  il  punto  comune  alle  tre  rette  doppie  della  superficie  di  Stbinfìr  ivi  con- 
ald^ate,  riguardandolo  come  comune  a  due  di  tali  rette. 

[90]  Pag.  306.  E  bene  rilevare  che  nel  testo  si  sottintende  l'effettiva  esistenza  degli  enti 
ivi  considerati  (altre  superficie  (p,  luogo  L,  rete  K). 

[91]  Pag.  306.  Si  dica  più  esattamente  :  «  o  questa  passa  per  un  punto  fondamentale  della 
rappresentazione  H  che  non  appartiene  a  tutte  le  curve  K  «  ;  giacché  se  il  punto  di  cui  parla 
il  testo  appartenesse  a  tutte  le  curve  K,  il  crescerne  ia  moltiplicità  farebbe  speazare  la  curvai 
e  questo  è  il  caso  precedente, 
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[^^]  Pag.  306,  Qui  devono  farsi  le  restrizioni  dette  nella  nota  [^'']  al  n.  91. 

[™]  Pag.  309.  Qui  e  in  seguito,  in  casi  simili,  si  ripeta  una  osservazione  analoga  a  quella 
fatta  nella  nota  [**]  al  n,  94. 

\^*]  Pag.  311.  Alle  parole:  «la  retta  ly,  così»  si  sostituiscano  t[ueate  altre:  sia  direttrice 
dell'  iperboloide  stesso  passante  per  uno  A'  dei  punti  di  sezione  della  generatrice  D'  colla  P' 
(quello  la  cui  proiezione  piana  ft  stata  assunta  come  uno  dei  tre  punti  fondamentali  della  tra- 
sformazione quadratica  detta  sopra),  cosi,  se  quella  direttrice  sega  ulteriormente  la  F'  nel 
punto  B',  » . 

[«]  Pag.  311.  Alle  parole:  <e  pei  due  punti  doppi»  si  sostituiscano  queste  altre:  »  pel 
punto  doppio  imagine  di  A'  e  pel  punto  semplice  imagine  di  B'  » , 

[w]  Pag.  319.  Per  le  corrispondenze  studiate  in  questo  capitolo  è  soltanto  ii  =  3,  4,  5. 

[*"]  Pag.  320.  Invece  di  :  s  che  passa  per  0,  e  incontra  D  e  Gj  •  si  legga  :  «  diversa  da  D 
sezione  dell'iperboloide  DGjGjOiO,  col  piano  0,D». 

psj  Pag.  321.  Invece  di  :  "  che  passa  per  0,  e  si  appoggia  a  D,  0  ■  si  legga  :  ■  diversa  da  D 
sezione  dell 'iperboloide  DGOiO^OaOi  col  piano  DO,  ». 

1**]  Pag.  325.  La  contiauazione,  che  presumibilmente  ai  doveva  riferire  aj^U  altri  tipi  di 
trasformazioni  (ji.^  3,  4, ....  9)  non  considerati  ne!  capitolo  e  accennati  nel  titolo  dì  esso,  non 
è  mai  venuta. 

['""]  Pag.  32(i.  Questa  Memoria  fu  presentata  all'Accademia  di  Bologna  nella  sessione 
ordinaria  dei  18  Aprile  1872  (V.  il  Bendiconto  di  detta  Accademia,  Anno  1871-72,  p.  83)  colle 
stesse  parole  messe  qui  per  introduzione. 

ji(itj  Pag.  331.  Dalle  (16),  nell'originale,  mancavano  i  coefficienti  numerici,  che  qui  si  aon 
messi  affinchè  le  formole  di  rappresentazione  di  F  assumano  veramente  !a  forma  (17),  e  sus- 
sista senza  mutamenti  ciò  che  vien  dopo. 


['"'']  Pag.  332,  Abbiam  sostituito  •  intersezione  »  alla  parola  ■  contatto  •  che  era  nell'origi- 
nale. (È  invece  conica  di  contatto  tra  F'j  e  le  quadriche  quella  di  cui  si  dice  nel  rigo  seguente 
del  testo), 

[ina]  Pag.  336.  Di  questa  Memoria  sono  state  fatte  tre  edizioni  italiane  edite  dall'  Hobpli. 

La  prima  edizione  usd  a  Milano  il  1."  giugno  1872,  per  le  noxne  di  Camilla  Buioschi  con 
Costanzo  Carcano,  insieme  alia  Memoria  di  Casokati:  Le  proprietà  cardinali  deifU  strumenti 
ottici  anchti  non  centrati.  La  lettera  scritta  dai  due  autori  alla  Sposa  in  quella  occasione  ter- 
mina cosi  : 
noa  Le  dispiacerà,  ne  siamo  sicuri,  che  due  suoi  vecchi  amici  abbiano  voluto 
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ili  questo  giorno  solenne  attestare  pubblicamente  anche  i  sensi  di  gratitudine  e  di  am- 
mirazione per  quell'Illustre  di  cui  Ella  ha  la  fortuna  di  essere  degna  ed  j 
Eiglia,  e  del  cui  alto  Ingegno  e  della  cui  indefessa  attività  fanno  splendida  t 
nìanza  non  solo  gli  studi  posti  nelle  più  ardue  questioni  della  scienza  astratta,  ma 
questo  medesimo  Istituto  che  abbiamo  visto  sorgere  in  Milano,  mercè  ì' opera  sua;  che 
ha  già  dati  tanti  giovani  cooperatori  alle  nostre  crescenti  industrie,  ed  acceso  in  pa- 
recchi l'amore  per  quelle  applicazioni  della  scienza  di  cui  l'ingegnere  sente  ogni  dì 
più  il  desiderio  e  il  bisogno.  Tra  questi  ultimi  ci  mettiamo  anche  noi;  e  per  ciò  ap- 
punto abbiamo  voluto  ohe  a  siffatte  applicazioni  si  riferissero  i  presenti  nostri  lavori. 

La  seconda  edizione  comparve  poco  tempo  dopo,  preceduta  dalla  seguente  prefazione  (avente 
la  data:  Milano,  12  agosto  1872)  : 


breve  lavoro  era  già  venuto  alla  luce  una  prima  volta,  accompagnato  da 
una  Memoria  del  mio  amico  Felice  Casorati,  in  certa  occasione  solenne,  che  fu  vera 
festa  di  famiglia  per  gli  amici  del  Direttore  dell'istituto  politecnico  milanese  (1."  giugno 
p.  p.).  Ora  lo  ristampo  senz'aggiunte,  all'infuori  di  qualche  lieve  emenda,  in  edizione 
più  modesta  i  ouolta  de  gnmi  ìllie\  lei)  Istituto  che  lebbonj  seguire,  il  Dr&o 
di  statica  grtflLa 

L  argomenti,  di  que  te  poche  pagine  ciue  1  use  de  metoU  geometrKi  pei  deter 
mmaic  ìe  tensioni  e  le  pressioni  nelle  trivatuie  letiLolaii  sottoposte  i  diti  sistemi  li 
foize  esterne  avrebbe  meiitato  uno  siolgimentc  pii  ampii  ed  infitti  era  mii  mten 
zione  di  far  su  cedere  una  seconda  paite  i  quell  unici  die  a  cagnne  del  giorni  fisso 
potè  allora  essere  stampata  Mi  anche  adesco  1  attuazione  del  (.lopo  ito  f  impedita  da 
iltii  osti  oli     I    he  m  ^  foi/a  nminUrli  il  iltra  o  casone 

In  questa  sei,onli  elzion     tr  vì      alla  hnp  una  nota  r^ht  va -il  n     1   ci  e  qu  sirijorta 

Noi  italiani  iiopp  spesso  d  menti  hiamo  i  menti  de  no  tri  conmzionali  lì  mio 
dottis'iimo  amico  pnf  Chelini  pniLhi,  ebbe  \eduti  la  1»  eiizione  di  quetjt  op  iscolo 
mi  fé  e  ii  trdare  uh^  la  te  na  delle  figuie  lecipioche  offerta  dalli  statica  nella  iidu 
zione  delle  t  j/e  puma  che  da  Moiuds  fu  dati  dal  "^ig  Gtaltano  GioiujINI  (oia  seiiatoro 
del  Regno)  m  uni  Memoin  ehe  ha  per  titolo  ''Ìop>a  alcune  ptoptieta  dei  ptam  dt 
nomenh  p/inapali  e  ìpUl  coppie  ìifoì^  equivalenti  da  lui  presentita  il!a  Società 
Italiana  delle  scienze  nel  1827  e  stampata  nel  t  20  (Modena  182S)  delle  Memoiie  della 
Società  Ivi  a  p  247  si  legge  il  teorema  sulla  eoiiispondenza  fia  punti  e  pimi  a  p  249 
quello  sulle  rette  reciproche  el  issunto  la  se  tentrale  per  asso  delle  s  lAutDie  ot 
tiene  f  irmele  che  in  aostan7i  u  n   liSenscono  da  quelle  del  n  "  5 

Il   mtdesni     p  of   Chelivi   ebbe  li   bontt   liniormumi   che    *  il  tiioRoiM  e  autore 
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«  di  un  opeia  Elementi  di  statica  (Fuen?e  1885}  do\e  sono  dimostrate  parecchie  pro- 
<  posizioni  contenute  nella  Mpmoiia  lei  1828  e  (he  nella  Correspondaiice  mathé- 
«  maiique  et  physique  di  A  Qm-TEiDC  t  II  (Biu\p11ps  IKSO),  p.  112,  il  sig,  Chasles, 
«  parlando  del  GiOKGifi  già  stato  suo  tompagno  di  studi  alla  acuoia  politecnica  di  Francia, 
«  fa  allusione  alla  sunnominata  Memoria  e  dice  che  anche  in  tale  ricerca  i  due  antichi 
■"  condiscepoli  si  sono  iticontrati  in'^ieme  nelle  medesime  vedute  ». 

L  illustre  Ohìslus  espose  la  teoria  delle  figure  leciproche,  di  cui  qui  è  discorso, 
ani  he  nelli  sua  Memoria  Sui  dna  pimcipes  géiéanx  de  la  science:  la  dualilé  et 
l  homoqi apìiie  piesentnta  nel  1830  allAtcademia  delle  scienze  nel  Belgio  e  inserita 
nel  t  II  dei  Memoiies  coiaounés  {Bruxelles  1837)   vegga^i  p  679. 

Nelle  bievi  iighe  che  1  editore  Hobpii  piemiae  alla  terza  edizione  (colla  data:  Milano, 
giugno  1879)  è  detto  che  Cremona  avrebbe  desideiato  di  nfoadeie  il  suo  lavoro  per  appro- 
fittare delle  pciteiiori  pubbl  cazioni  'sull  ■argomento  ma  che  non  avendone  trovato  il  tempo, 
ave\a  infine  consentito  a  quelli  terza  ediz  one  contenne  alla  beconda,  astrazion  fatta  da  al- 
cuni ritocchi  nelle  indicazioni  bibliogiafiche  Inoltre  queata  terzi  eiizione  fu  fatta  precedere 
da  una  breve /«/fodu  aio  «e  appositamente  scntti  dal  Prof  G  Jinci  dietro  accordo  col  Cremona, 
sulle  proprietà  del  sistema  nullo  dedotte  dalla  composizione  delle  forze  nello  spazio. 

Nel  1885  fu  pubblicata  una  traduzione  francese  di  Louis  Bossut,  Capitarne  du  Genie 
(Paris,  GAU-rHiHR-ViLLARS),  alla  quale  Ceemona  pose  la  seguente  prefazione  (coUa  data:  Koiné, 
mava  1884)  : 

L'Opusculo  Le  figure  reciproche  nella  Statica  grafica,  Uvré  au  public,  pour  la 
première  fois,  en  1872,  eut  l'hoimeur  et  le  bouheur  d'obteuir  un  accueil  très  amicai, 
presque  enthousiaste,  d'un  juge  émìnent,  l'illustre  Odlmann,  le  créateur  de  la  Statique 
graphique  *).  Depuis  lors,  un  grand  nombre  d'éerivains  exercèrent  leur  sagacitó  sur 
les  applications  dea  fìgures  réciproques  à  la  science  des  coustructious  **). 

M.  le  capitarne  Bossot  (par  l'entremiae  de  mou  cher  arai  le  lieutenant-colonel  Dbvvui,f) 
et  M.  Gau'I'hier-Vuììbs  m'ayant  exprimé  le  dósir  de  taire  une  édition  frangaise  de  cet 
Ouvrage,  j'acceptai  leur  honorable  propositiou,  en  leur  suggórant  de  le  faire  suivre  d'un 
Appendice  comprenant  les  progrès  les  plus  importaiits  que  la  théorie  des  fìgirres  ré- 
ciproques et  sou  application  aux  travures  réticulaires  ont  faits  depuis  1872.  M.  Saviotti 
aidant  par  ses  excelleiits  Mémoires  et  par  d'autres  contributions  nouvelles,  M.  Bossut 
a  pu  réunir  et  coordonner  les  matériaux  qui  constituent  les  cinq  Chapitres  de  l'Ap- 
pendice. Le  lecteur  ìntelligent  sera  heureux  d'y  reiicontrer  un  travail  presque  entiè- 
rement  originai.  De  plus,  l'éditiou  fi-an^aise  a  conserve  l'Introductioii  que  M.  Jung  avait 
placée  en  tete  de  k  troisième  édition  italienne  (Milan,  1879). 

*)  Voir  la  Préface  de  la  dcusième  édition  allemaiide  {Ziirieh,  18TB). 
**)  Lévy,  Favhro,  Saviotti  ot  plusìeurs  autres. 
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Je  serai  satiafait  si,  eii  eocourageaiit  cette  pubìicatioii,  j'ai  coiitribué  à  coiifirmer 
eette  vórité  proclamée  bien  baut  par  Culmann,  que  la  Geometrie  moderne  (Geometrie 
de  positioii,  Géomótrio  projectJve)  est  un  ólémeut  essoutiel  et  puissant  pour  le  deve- 
ìoppement  de  l'art  de  l'ingómeur. 

Da  reste,  l'application  des  figures  réciproques  aux  travures  rétìculaires  n'est  que 
l'un  des  Chapitres  de  la  Statique  graphique,  de  cette  Science  doiit  le  Traitó  le  plus 
complet  est  encore  eelui  de  Colmans.  Quel  malheur  que  le  professeur  de  genie  de 
Ziirich  ait  étó  enlevé  à  son  école  et  à  !a  Science,  en  pleine  actlvité  et  avant  qu'il  ait 
pa  achever  la  seconde  éditiou,  si  vivemeut  désirée,  de  son  Ouvrage  classique! 

Je  termine  en  remerciant,  pour  M.  Saviotti  et  pour  moi,  MM.  Bossdt  et  Gaotbiek- 
ViLLARS  pour  les  soìiis  intelììgents  que,  chacmi  de  son  c9té,  ils  ont  mis  à  vaincre  les 
difficultés  qui  s'opposaient  à  une  boime  esécution  de  leur  pian. 

L'appendice,  di  cui  Crbmona  discorre  in  questa  prefazione,  h»  per  titolo  ;  «  Nouvelles  mé- 
thodes  pour  le  calcili  des  Iravures  réiiculaires  et  l'étude  des  travures  chargées  d'une  fa^on  quel- 
conque;  par  M.  Ch,  Saviotti,  Professeur  a  l'Ecole  des  Ing^ènieurs,  a  Eome  • . 

Nel  1890  apparve  una  traduzione  inglese,  pubblicata  insieme  alla  traduzione  inglese  degli 
Elementi  di  Calcolo  grafico,  dì  Thomas  Hudson  Bbarb  (Graphical  statici,  Two  Treatises  by 
L.  Cremona,  Oxford,  At  the  Clakhndon  Press),  colla  seguente  prefazione  di  Cremona  (avente 
la  data:  Rome,  October,  1888): 

At  a  time  when  it  was  the  general  opinion  that  probleras  in  engineering  could  be 
solved  by  mathematical  analysis  only,  Culmann's  genius  suddenly  createli  Graphical 
Statica,  and  revealed  how  many  applications  graphical  methods  and  the  theories  of 
modem  (projective)  geometry  possessed. 

No  section  of  Graphical  Statica  is  more  brilliant  or  shows  more  effectually  the  ser- 
iiices  that  geometry  is  able  to  render  to  mechanics,  than  the  one  dealing  witK  reci- 
procai figures  and  framed  structures  with  Constant  load, 

It  is  to  this  circumstance  that  I  owe  the  favourable  reception  my  little  work  (Le 
figure  reciproche  nella  statica  grafica,  Milano,  1872)  met  with  everywhere;  and  not  the 
least  from  Culmakn  himself.  It  has  already  had  the  houour  of  being  translated  into 
German  and  French.  Having  been  requested  to  allow  an  English  veraion  of  it,  to  be 
published  by  the  Delegates  of  the  Clarendon  Press,  I  consented  with  pleasure  to  Pro- 
fessor Bbabe  undertaking  the  translatiou. 

I  have  protìted  by  this  occasion  to  introduce  some  improvements,  which  I  hope  will 
commend  themselves  to  students  of  the  subject. 

Questa  traduzione  inglese  contiene  soltanto  i  due  lavori  di  Cremona,  il  quale  aggiunse 
una  breve  trattazione  geometrica  del  sistema  nullo  che  si  riporta  nella  nota  f"*]. 

Per  il  resto,  tanto  nella  traduzione  francese  quanto  nella  inglese,  sono  state  iutrodotte, 
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prescindendo  da  lievi  differenze  di  forma  che  non  occorre  rilevare,  alcune  piccole 
in  parte  contenute  manoscritte  nella  copi»  della  terza  edizione,  appartenente  al  Cremona,  che 
ha  servito  alla  presente  pubblicazione.  Nella  quale,  conforme  alle  convenaioni  stabilite,  si  sono 
messe  fra  sgraffe  ie  aggiunte  e  varianti  desunte  dalla  detta  copia  e  dalle  ricordate  traduaioni, 
come  pure  le  nuove  indicazioni  bibliografiche,  inserite  specialmente  nella  traduzione  francese. 

È  stata  pure  fatta,  nel  1873,  una  traduzione  tedesca  col  titolo  :  Die  reeiproken  Figuren  in 
iter  graphischen  Statik,  von  Luigi  Cremona  prof,  am  Polyf^hnikum  su  MaUaìid,  in  freier 
JJèberaeteung  aun  dent  ItalieniscTten  und  mit  Voraunschickung  eiìiai-  kurxeit  Ahleittmg  dei'  Theorie 
der  reaiproken  Poli/eder  von  A.  Miootti  Ingenieur.  Fa  inserita  nella  Zeitschrift  des  Oesterrei- 
chischen  Ingenieur-und  Architeckten-Vereins,  XXV  Jahrgang,  Wien  1873,  pp.  230-240. 

Di  tale  traduzione,  la  quale  non  presenta  alcnna  particolarità  che  meriti  di  essere  osser- 
vata, Cremona  dà  notizia  alla  fine  di  questa  terza  edizione  (pag.  366  del  presente  tomo). 

['°^j  Pag.  336.  Ai  n.  1 ,  2,  3  Cremona  sostituisce  nella  traduzione  inglese  la  seg'nente  trat- 


1.  That  dual  and  reciprocai  coiTespoiidence  between  figures  in  apace,  discoverert  by 
M5BIUS,  in  which,  to  any  piane  whatsoever,  corresponds  a  pole  situated  in  the  sanie 
piane,  and  ali  planes  passing  throngh  any  oiie  point  bave  tlieir  poles  on  the  polar  piane 
of  that  point,  is,  called  a  Nult-system  by  German  mathematìcians. 

Such  a  correspondence  is  obtained  in  the  foìlowing  manner.  Let  there  be  a  piane 
8,  and  four  points  in  it  A,  B,  C,  D,  no  tliree  of  which  are  in  one  straight  line;  and  let 
there  be  three  other  planea  a,  P,y  passinf^  ttn-ough  AD,  BD,  CD,  respectively.  Theae 
wìU  be  the  fixed  elements  in  the  congtruction. 

Draw  any  piane  whatever  a  cutting  the  atraight  linea  p7,7a,ap  in  P,Q,R  re- 
spectively, theii  the  planes  PBC,  QCA,  EAB  will  ali  intersect  in  the  aame  point  S  of 
the  piane  a. 

Demonstration.  Let  X,  Y,  Z,  X,,  Yi,  Zi,  be  the  points  in  which  the  atraight  line  oS 
intersects  the  sides  BC,  OA,  AB,  AD,  BD,  CD  of  the  complete  quadrilateral  ABCD  ;  these 
pointa  form  three  pairs  of  conjugate  points  of  an  involution,  by  Desaroues's  Theorem. 
Since  the  planes  S,  a,  a,  meet  in  X,,  the  straight  line  QR  common  to  the  planea  o,  a 
passea  throngh  that  point;  similarly  EP  passes  throngh  Yi,  and  PQ  through  Zi.  Of  the 
six  points  in  involution,  taken  now  in  tlie  piane  a,  three,  X,,  T,,  Z,,  belong  to  the  aides 
QK,  RP,  PQ  of  a  triangle  PQR;  therefore  the  atraight  lines  XP,  YQ,  ZR  meet  in  ojie 
point  S,  which  with  PQR  forma  a  complete  qnadril alerai. 

Therefore  the  planes  BOPX,  CAQY,  ABRZ  meet  in  a  point  S  of  tlie  piane  PQR. 

This  theorem  may  be  expresaed.as  foiiows, 

If  the  faces  of  a  tetrahedron  ABCS  pass  reapectively  throngh  the  vertices  of  another 
tetrahedron  PQRD,  and  if  three  faces  of  the  iatter  pasa  throngh  three  vertices  of  the 
former,  theu  the  fourth  face  of  the  second  tetraliedron  will  pass  throngh  the  fourth 
vertex  of  the  first  (Theorem  of  MtìBitja). 
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2.  Starting  from  the  fixed  elements  A,  B,  0,  a,  p,i,  let  any  piane  a  whatever  be 
given,  and  let  it  be  required  to  (ietermiiie  by  meaiis  of  this  theorem  the  point  S 
lying  in  it. 

The  piane  o  meets  the  straight  liues  pf ,  fa,  a^  in  three  points  P,  Q,  R,  and  the  three 
planes  PBC,  QCA,  RAB  intersect  in  the  requìred  point  S. 

Coiiversely,  given  any  point  S  whatever,  to  detemiine  the  corresponding  piane  e, 
which  passes  throngh  S, 

The  planes  SBC,  SCA,  SAB  intersect  Py,V«,«^  '"  three  points  P,  Q,  E;  the  piane 
of  these  points  is  the  required  piane. 

The  point  S  is  called  the  pale  of  the  piane  a,  and  the  latter  is  termed  the  pol^ar 
piane  ot  S. 

3.  If  the  piane  a  change  ìts  position,  the  pojnts  Q,  R  in  it  remaining  fixed,  the 
planes  QCA,  EAB  will  remain  fixed,  and  therefore  the  point  S  will  move  on  the  straight 
line  (which  passea  through  A)  common  to  these  two  planes.  When  the  point  P  falls 
on  D,  that  is,  when  o  coincides  with  QED  (i.  e.  a),  the  piane  PBC  coincides  with  ABCD, 
and  S  falls  on  A.  Then  A  is  the  pole  of  the  piane  a,  and  similarly  B  and  C  are  the 
poles  of  p ,  -[ . 

If  the  arbitrary  piane  o  passes  through  BC,  the  traces  of  the  planes  QCA,  RAB  on 
it,  will  be  the  straight  lines  QC,RB  which  are  the  traces  of  the  planes  t,  p;  therefore 
the  pole  falla  in  the  straight  hne  pY,  i.  e.  on  P.  The  points  P,  Q,  R  are  consequently 
the  poles  of  the  planes  PBC,  QCA,  RAB. 

If  the  arbitrary  piane  coincides  wìth  ABC,  the  point  P  falla  on  D,  i.  e.  D  is  the  pole 
of  the  piane  ABC. 

4.  The  pole  S  of  the  arbitrary  piane  a  (or  conversely  the  polar  piane  a  of  the 
arbitrary  point  S)  has  been  detei-mined  starting  from  the  system,  supposed  given,  of 
three  planes  a,  P,  Y  (baving  no  straight  line  in  common)  and  their  poles  A,  B,  C.  But 
in  the  tetrahedron  ABCS  the  relations  between  the  verticee  (or  the  faces)  are  perfectly 
reciprocai,  that  is,  are  interchangeable ;  so  that  just  as  Shas  been  deducedfrom  ABCa^Y, 
so  A  niay  be  determined  from  SBCopy;  and  so  on.  Prom  this  it  follows  that  ifS,,  Sj, 
S,  are  the  poles  of  any  three  arbitrary  planes  a,,  Oj,  Oj  (not  passing  through  the  same 
straight  line),  deduced  in  the  manner  above  described  from  the  system  ABCaPf,  the 
pole  S  of  the  piane  a,  determined  from  this  same  system,  coincides  with  that  which 
would  be  determined  by  a  similar  construction  starting  from  S,  S,  Ss  o,  o^  Og  aa  the  given 
system. 

5.  From  the  theorem  of  Mòbius  it  follows  that  if  the  piane  e  be  drawn  throngh 
the  pole  P  of  a  piane  x^PBC,  the  pole  S  of  the  piane  a  falls  in  jc;  therefore:  — 

If  a  piane  passes  throngh  the  pole  of  another  piane,  conversely  the  latter  contains 
the  poie  of  the  former,  that  is  to  say:  — 
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If  a  poiut  lies  in  the  polar  plsine  of  a  second  point,  the  latter  lies  in  the  polar  piane 
of  the  former. 

From  this  it  follows  that  the  poles  of  ali  the  planes  passing  thi'ough  a  point  8  He 
in  a  single  piane  a,  the  polar  piane  of  S;  and  the  polare  of  ali  the  points  of  a  piane  a 
pass  through  one  and  the  same  point  S,  the  pole  of  a, 

6,  Lei  a,  p  be  two  planes,  and  A,  B  theirs  poles.  Any  piane  whatever  through  AB 
wil!  bave  its  pole  in  a  and  in  p,  that  is,  in  the  straight  line  ap;  conversely,  the  polar 
piane  of  any  point  whatever  of  «p  will  pass  through  A  and  B,  i.  e.  through  the  straight 
line  AB.  And  any  piane  whatever  through  the  straight  line  ap,  which  eontains  the 
poles  of  the  planes  through  AB,  will  have  ita  pole  on  the  straight  line  AB  ;  and  con- 
versely, any  point  whatever  of  AB,  being  on  the  polar  piane  of  the  points  of  ap,  will 
be  the  pole  of  a  piane  through  a^. 

Two  straight  Hnes,  sueh  as  «p  and  AB,  each  of  which  is  the  locus  of  the  poles  of 
planes  passing  through  the  other,  are  called  reciprocai  straight  Hnes. 

Hence  it  follows  that  if  a  straight  line  r  passes  through  a  point  A,  its  reciprocai 
r'  lies  in  a,  the  polar  piane  of  A;  and  conversely. 

7.  A  straight  line  r,  which  lies  in  a  piane  a  and  passes  through  A,  the  pole  of  a, 
coincides  with  its  reciprocai,  that  is  to  say,  it  is  reciprocai  to  itself.  In  fact,  if  M  is  any 
other  point  whatever  of  r,  since  M  lies  in  a,  the  polar  piane  of  A,  theu  ^,  the  polar 
piane  of  M,  passes  through  A.  And  since  [J,  must  also  pass  through  M,  the  polar  piane 
of  it  or  of  any  point  whatever  of  the  given  straight  line  r,  passes  through  the  straight 
line  r, 

From  this  it  follows,  that  two  reciprocai  straight  Hnes  r  and  r',  which  are  non-coin- 
cident,  cannot  lie  in  one  piane.  If  a  piane  a.  passes  through  both  r  and  r',  the  pole  A 
of  the  piane  will  be  on  both  r  and  r',  and  r  would  lie  in  a  piane  and  contain  ita  pole, 
therefore  r  would  be  reciprocai  to  itself. 

AH  straight  lines  reciprocai  to  themselves  and  passing  through  a  given  point  A 
lie  in  a,  the  polar-plane  of  A.  Alt  straight  lines  reciprocai  to  themselves  and  lying  in 
a  given  piane  a  pass  through  A,  the  pole  of  a. 

A  system  of  straight  Hnes  reciproca!  to  themselves  is  called  a  linear  complex,  and 
the  straight  lines  are  called  rays  of  the  complex. 

Each  ray  of  the  complex  which  meets  a  given  straight  line  r  (not  itself  a  tay) 
meets  also  its  reciprocai  straight  line  r'.  In  fact,  if  A  is  the  point  common  to  the  ray 
and  to  f,  the  piane  a,  the  polar  of  A,  must  pass  through  the  ray  and  the  straight  line  r', 

Conversely,  if  a  straight  line  t  meets  two  reciprocals  r  and  /,  the  straight  Une  (  is 
necessarily  a  ray.  For,  the  point  ir  is  the  pole  of  a  piane  which  passes  through  this 
point,  and  through  r';  therefore  the  piane  also  passes  through  i .  Hence  l  lies  in  a  piane 
polar  to  one  of  its  own  points,  or  i  is  a  ray. 
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Prom  tilis  it  foUows  tìiat  ali  the  sU'aight  liues  (iiecesaarily  rays)  cutting  two  reci- 
procai straight  liiies  r  aad  >' ^  aiid  aiiother  line  s,  also  meet  tiie  straight  line  s'  reci- 
procai to  s.  Two  paii's  rì\  ss'  of  reciprocai  straight  lines  are  theretbre  situateci  on  the 
same  hyperboloid,  the  generators  of  which  of  aiiotlier  system  are  ali  rays  of  the  complex. 

8.  AH  plaues  parallel  to  the  same  piane  may  be  considered  as  haviiig  in  common  a 
line  r'  situated  at  infinity,  tiierefore  their  poles  ali  lie  on  a  straight  line  r,  the  reci- 
procai of  r'.  Changing  the  bnndle  of  parallel  planes,  the  sti'aight  line  r  remains  parallel 
to  itself,  because  it  passes  throngh  a  fixed  point  1  lying  at  infinity,  that  is,  through 
the  pole  of  the  piane  t  at  infinity,  iu  which  the  straight  line  ì'  is  alwaya  situated. 

Such  lines  ■/■,  whose  l'ociprocals  lie  at  infinity,  ai'e  called  diameters  of  the  complex. 

Planes  perpendiciilar  to  the  common  direction  of  the  diameters  are  parallel  to  each 
other,  therefore  their  poles  are  on  a  diameter.  This  diameter  a,  which  is  distinguished 
from  the  other  diameters  by  being  perpendicular  to  the  planes  whose  poles  it  contains, 
is  called  the  centrai  axis  of  the  complex. 

Straight  lines  parallel  to  the  centrai  axis  are  reciprocala  to  straight  lines  in  the 
piane  at  infinity  t;  and  in  particular  the  centrai  axis  is  reciprocai  to  the  line  at  in- 
finity common  to  ali  planes  perpendicular  to  the  centrai  axis  itaelf.  The  point  I,  at  in- 
finity on  the  cenlxal  axis,  is  the  pole  of  the  piane  at  infinity. 

9.  If  r  and  r'  are  any  two  reciprocai  straight  lines  whatever,  the  straight  line  which 
passes  through  their  points  at  infinity  will  be  a  ray  of  the  complex,  and  will  therefore 
pass  through  the  pole  I  of  the  piane  at  infinity;  that  is,  the  points  at  infinity  of  two 
reciprocai  straight  lines  and  of  the  centrai  axis  are  ali  three  in  one  straight  line.  Hence 
it  appeai-s  that  two  reciprocai  straight  lines  and  the  centrai  axis  are  parallel  to  the 
same  piane. 

Therefore,  planes  parallel  to  the  centrai  axis  and  passing  throiigh  two  reciprocai 
straight  lines  are  parallel  to  each  other. 

From  this  it  follows  that: 

If  two  reciprocai  straight  lines  are  projected,  parallel  to  the  eentrai  axis,  on  a  piane, 
not  containing  the  direction  of  the  centrai  axis,  their  projections  will  be  two  parallel 
straight  lines. 

We  shall  suppose  that  the  projection  is  made  on  a  plano  perpendiciilai'  to  the 
centrai  axis. 

Moreover,  it  foUows  that  the  straight  line  meeting  two  reciprocai  atraight  lines 
and  perpendicular  to  them  cuts  the  centrai  axis  orthogonally. 

Dopo  di  che  la  traduzione  inglese  continua  come  nei  ii.'  4,  5,  6  . . .  ,  solo  vai'iando  l'ordine 
dei  n.'  4,  &  (che  sono  rispettivamente  i  n.'  11,  10  di  quella  traduaione), 

["*]  Pag.  406,  La  Memoria  di  Veronese  (pp.  649-703  del  citato  volume),  che  ha  dato  ori- 
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gine  a  questa  Memoria  di  Cremona,  fu  presentata  all'Accademia  dei  Lincei,  nella  seduta  della 
Classe  di  Scienze  fisiche,  matematiche  e  naturali  dell'  8  aprile  1877  dal  Socio  Battaglimi,  il 
quale  ne  lesse  un  sunto,  a  nome  dell'Autore,  come  è  detto  nel  rendiconto  della  seduta  stessa 
(Atti  citati,  Transunti,  serie  III,  volume  I  (1876-77),  pp.  1Ì2-143).  Riportiamo  qui  la  parte  ri- 
manente di  quel  rendiconto  che  si  riferisce  alla  Memoria  di  Cremona  : 

"  Il  Socio  Cremona  prende  allora  la  parola  e,  premesse  alcune  riflessioni  per  mettere  in 
evidenza  i  pregi  del  lavoro  testé  presentato  dal  collega  Battaolini,  aggiunge  quanto  segue  : 

Avendomi  il  sig.  Veronese  pregato  di  leggere  la  sua  Memoria,  io  feci  pensiero  di 
verificare  i  risultati  in  essa  contenati  per  una  via  diversa  da  quella  che  l'A.  aveva 
seguita.  Mentr'egli  si  è  attenuto  sempre  alla  geometria  piana,  io  ebbi  ricorso  aUo  spazio 
a  tre  dimensioni  e  propriamente  ad  una  superficie  di  terxo  ordine  dotata  di  un  punto 
doppio,  ed  ottenni  cosi  delle  figure  che  proiettate  dal  punto  doppio  somministrano  im- 
mediatamente quelle  del  sig.  Veronese. 

Per  brevità  di  discorso,  applicherò  ai  punti  ed  alle  rette  dello  spazio  le  deiiomi- 
iiazioni  che  competono  alle  loro  proiezioni.  Oltre  alle  6  rette  situate  sul  cono  tangente 
che  ha  il  vertice  nel  punto  doppio,  la  superficie  cubica  ha  15  rette  situate  a  tre  a  tre 
in  15  piani  tritangenti.  Due  piani  tritangenti  non  aventi  in  comune  una  retta  della 
superficie  si  segano  lungo  una  retta  di  Pascal;  le  coppie  analoghe  di  piani  tritangenti 
sono  60  (che  in  proiezione  danno  i  60  esagoni  formabili  con  6  punti  di  una  conica), 
epperò  si  hanno  60  rette  di  Pascal.  Esse  costituiscono  a  tre  a  tre  gli  spigoli  di  10 
coppie  di  triedri  coniugati  (Cremona,  Mémoire  de  geometrie  pure  sur  les  surfaces  du 
3.'  ordre  (Berlin  1868)  [Queste  Opere,  n.  79],  n.'  148.);  dove  i  triedri  di  una  coppia 
si  intersecano  fra  loro  lungo  9  rette  della  superficie.  I  vertici  di  questi  triedri,  coniu- 
gati a  due  a  due,  sono  i  20  punti  di  Steiner. 

C'è  un'altra  specie  di  triedri;  se  prendiamo  una  retta  di  Pascal,  i  due  piani  tri- 
tangenti  che  passano  per  essa  contengono  sei  rette  della  superficie;  le  altre  nove  rette 
formano  allora  tre  triangoli  che  sono  le  facce  di  un  triedro  della  seconda  specie.  I  triedri 
analoghi  sono  60  ;  i  loro  vertici  sono  i  punti  di  Kirkman,  coordinati  per  tal  modo  alle 
rette  di  Pasca!.  I  due  piani  tritangenti  la  cui  intersezione  6  una  retta  di  Pascal  e  i 
tre  piani  tritangenti  che  concorrono  ne!  corrispondente  punto  di  Eirkman  formano  un 
pentaedro,  i  cui  dieci  vertici  sono  tutti  punti  di  Kirkman  e  i  cui  dieci  spigoli  sono  le 
corrispondenti  rette  di  Pascal.  I  pentaedri  analoghi  sono  sei,  e  danno  in  proiezione  !e 
sei  figure  n  del  sig.  Veronese.  Due  pentaedri  hanno  sempre  un  piano  comune,  ma  i 
vertici  e  gli  spigoli  sono  tutti  differenti. 

Ogni  retta  di  Pascal  contiene  un  punto  di  Steiner;  le  otto  rette  di  Pascal  che  sono 
in  uno  stesso  piano  tritangente  concorrono  a  due  a  due  in  quattro  punti  di  Steiner  che 
sono  in  una  retta  (retta  di  Steiner-PlUcker).  Il  numero  delle  rette  analoghe  è  15,  una 
in  ciascun  piano  tritangente,  Pei  detti  quattro  punti  di  Steiner  passano  altre   quattro 
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rette  di  Pascal  e  queste  giacciono  in  imo  stesso  piano,  che  dirò  piano  di  PlOcker.  Come 
le  rette  di  Steioer-Pliicker  così  anche  i  piani  di  Pliìcker  sono  coordinati  ai  piani  tri- 
tangenti,  epperò  in  numero  di  15. 

/  20  punti  di  Steiner  e  le  15  rette  di  Slemer-PlUcker  sono  i  vertici  e  gli  spigoli 
di  un  esaedro  completo,  che  può  riguardarsi  come  il  nocciolo  di  tutta  la  figura. 

Considerando  due  pentaedri  e  tralasciando  il  piano  ad  essi  comune,  le  aStre  facce 
formano  due  tetraedri  prospettivi.  Il  centro  di  prospettiva  è  un  punto  di  Salmon;  il 
namero  dei  punti  consimili  è  15,  Le  facce  omologhe  si  segano  in  quattro  rette  di  Pascal 
situate  in  un  piano  di  Plucker;  e  le  rette  congiungenti  i  vertici  omologhi  sono  rette 
di  Cayley.  Le  rette  di  Cayley  sono  20  in  numero,  coordinate  ai  punti  di  Steiner;  cia- 
scuna di  esse  contiene  tre  punti  di  Eirkman,  tre  punti  di  Salmon  e  un  punto  di  Steiner, 
e  giace  in  tre  piani  di  PUicker.  Ogni  punto  di  Salmon  è  vertice  d'un  angolo  quadri- 
spigolo  completo,  i  cui  4  spigoli  sono  rette  di  Cayley  e  le  cui  6  fa^rce  sono  piani  dì 
Plucker.  Cosi  pure,  ogni  piano  di  Pliicker  contiene  un  quadrilatero  completo  i  cui  4 
lati  sono  rette  di  Cayley  ed  i  cui  6  vertici  sono  punti  di  Salmon.  Ecc.  ecc. 

Del  resto,  queste  proprietà  non  sono  eselusive  alle  15  rette  di  una  superficie  di  3.» 
ordine  dotata  di  punto  doppio;  esse  appartengono  ad  ogni  sistema  di  15  rette  distri- 
buite a  tre  a  tre  in  15  piani,  come  accade  per  le  15  rette  che  si  hanno  dalle  27  di 
una  superficie  cubica  generale  tralasciando  le  12  di  un  Boppelsechs. 

Si  può  anche  partire  da  un  esaedro  dato  ad  arbitrio.  Allora  rimane  ancora  arbitrario 
uno  dei  15  piani  tritangenti,  da  condursi  però  per  uno  degli  spigoli  dell'esaedro.  Fis- 
sato questo  piano,  i  restanti  14  e  tutti  gli  altri  elementi  della  figura  riescono  indivi- 
duati. Un  piano  tritangente  e  ixn  piano  di  Plucker  passanti  per  uno  stesso  spigolo 
dell'esaedro  sono  separati  armonicamente  mediante  le  due  facce  dell'esaedro.  Variando 
insieme,  i  piani  tritangenti  e  i  piani  di  Pliicker  producono  altrettanti  fasci  proiettivi; 
le  15  rette  della  superficie  generano  degli  iperboloidi  aventi  per  direttrici  tre  spigoli 
dell'esaedro:  i  punti  dì  Salmon  descrìvono  delle  cubiche  gobbe;  eco.  La  superficie  cubica 
varia  in  una  serie  tale,  che  per  un  punto  qualunque  dello  spazio  passano  tre  superficie. 
Partendo  dall'esaedro  e  dai  sei  pentaedri  si  può  ottenere  una  catena  indefinita  di 
nuovi  sistemi  ciascuno  di  sei  pentaedri,  corrispondenti  ai  sistemi  dì  punti  Z  e  di  rette  x 
del  sig.  Veeonbsb.  Nel  secondo  sistema  e  nel  terzo,  nel  quarto  o  nel  quinto,  e  così  di 
seguito,  ì  pentaedri  sono  formati  cogli  stessi  piani,  ma  presi  in  ordine  differente.  Questi 
sistemi  corrispondono  semplicemente  ai  termini  di  una  serie  numerica  i  cui  primi  ter- 


4,  e  dà  col  susseguente  il  prodotto  costante  1. 
jinsj  Pag.  436.  Della  sottoscrizione  si  fecero  promotori  Ci 
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articolo  pubblicato  nel  Giorìiale  di  Matematiche  (Voiuiae  XVI  (1878),  p.  345),  del  quale  arti- 
colo la  parte  relativa  ai  meriti  del  Chblini  è  qui  inserita  quasi  integralmente. 


['*"]  Pag'.  43(>,  Segue  la  lista  delle  pubbli 


scientifiche  del  Chelini. 


[""]  Pag.  440.  Nell'originale  il  2."  e  i!  'ò."  Eermirìe  avevano  il  coefficiente  3. 
fiooj  Pag.  440.  In  luogo  di  n-^+n^-i-n,,  si  legga    2(n^-\-n;-\-n^). 


'"j  Pag.  440.  In  luogo  di  Ki  +  Mj  si  legga    2n,-\~n^. 


['"]  Pag.  442.  La  jue&tione  B^'b  era  stata  proposta  dallo  stesso  Crei  cnì  a  pag.  240  del 
tomo  citato),  coil'enunc  ato  eie  egli  qui    nel  dame  la  sciupone    ha  ripro  lotto   — 

Pure  nel  tomo  6."  (i,he  tu  1  ultimo  della  Nou  elle  coi  reipondance  di  E  Cstalak),  s'in- 
contrano a  pag.  238  e  2C3  due  estratti  di  lettere  del  Cremona  diretti  pnn  a  a  chiedere  schia- 
rimenti, poi  a  completare  questi,  a  proposito  della  questione  638  (quel  tomo,  pag.  142),  relativa 
ad  una  particolare  superficie  unilatera;  superficie  che  risulta  essere  dovuta  a  E.  Hopre  (Gsu- 
sbrt's  Archiv  57,  p.  328). 


[US]  pag_  45a_  Nei  Proceedings  of  the  Royal  Society  of  Edinburgh,  voi.  XII  (November 
1882  to  Juli  1884),  fra  i  lavori  letti  dai  Soci  nell'adunanza  del  21  Aprile  1884,  si  trova  a 
pp.  599-601  un  sunto  in  italiano  di  questa  Memoria.  Porta  il  titolo:  n  Esempio  del  metodo  di 
dedurre  una  superficie  da  una  figura  piana.  By  Professore  Ckemona.  »  E  comincia  colle  se- 
guenti parole: 

Scopo  della  presente  piccola  comunicazione  è  di  mostrare  con  un  esempio  notevole, 
ed  in  comiesaione  colla  teoria  conosciuta  della  rappresentazione  piana  di  una  certa  classe 
di  superficie,  e  con  quella  delle  trasformazioni  razionali  dello  spazio,  corno  da  un  si- 
stema piano  di  punti,  rette  e  curve  si  possano  dedui're  la  costruzione  e  le  proprietà 
di  superficie  situate  comunque  nello  sp^io  (di  quelle  che  sono  rappresentabili  punto 
per  punto  sul  piano). 


[u3j  Pag.  4(J3.  E  sottinteso  che  la  r 


superficie  cubica  abbia  anch'et 


I  punto  dop- 


["*]  Pag.  482. 
(1862-1898),  eleuco  • 
Matematiche. 


gue  l'elenco,  in  ordine 
inpletato  nella  riprodui 


tempo,  delle  Opere  scientifiche  del  Beltkami 
ì  fattane  nel  citato   volume  del  Giornale  di 
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.    98. 
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DISTRIBUZIONE    IN    ORDINE   ALFABETICO 

DEI   PRINCIPALI   ARGOMENTI   TRATTATI  NEI   TRE   VOLUMI 

DI   QUESTE   OPERE. 


Avvertenze.  —  Si  richiamano  soltanto  i  numeri  d'ordine  di  quei  lavori,  nei  quali  si 
trovano  trattazioni  complete  o  parziali,  o  anche  singole  proprietà  relative  all'  argo- 
mento indicato.  Si  noti  che  i  lavori  dal  n.  1  al  n.  31  sono  nel  tomo  I,  quelli  dal  n,  33 
al  n.  78  nel  tomo  II  e  quelli  dal  n.  79  al  n.  114  nel  tomo  IIL  —  Per  i  quattro  lavori 
n.  39,  70,  79,  85,  contenuti  il  primo  e  il  secondo  rispettivamente  nei  tomi  I,  II,  e  il 
terzo  e  quarto  nel  tomo  III,  si  sono  estesi  i  richiami  ai  vari  capitoli  in  cui  sono  di- 
visi, citando,  fra  parentesi,  dopo  il  n.  del  lavoro,  la  pagina  in  cui  comincia  il  capitolo 
richiamato. 

Angolo  triedro  trirottangolo:  teorema:  59. 

Area  di  un  segmento  di  sezione  conica:  44. 

Asinlotiche  deììs.  superficie  romana  di  Steiner:  28,  71;  —  delle  superficie  gobbe  di  3." 

grado:  71:  —  delle  superficie  gobbe  razionali  con  due  direttrici  rettilinee:  77. 
Assi  armonici:  S9  (p.  328). 

Bissestupte  di  una  superficie  cubica:  79  (p,  61),  103,  104. 
Calcolo  di  un  particolare  determinante:  15, 

Cayleyana  di  una  eubica  piana  o  di  una  rete  di  coniche:  29  {p.  430,  445),  58. 
O&ntri  armonici:  29  (p.  328). 
CUmd/ri  congiunti  rispetto  ad  una  quadrica:  20. 
Glasse  di  una  curva  piana:  abbassamento;  39  (p.  379). 
Classificazione  delle   cubiche  gobbe:   13,   13,  34;  —  delle  cubiche  piane:  49;  —  delle 

quartiehe  gobbe  di  1."  specie:  79  (p.  96);  —  delle  superficie  cubiche  generali:  79 

(p.  96);  —  delle  superficie  gobbe  di  4,"  grado:  78. 
Commemorazioni  di  A.  Clebsch,  D.  Chelini,  H.  J.  S.  Smith,  V.   Spottiswoode,  E. 

Beltrami:  99,  105,  109,  110,  114. 
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Complessi  simmetrici:  70  (p.  372),  79  (p.  24). 

Condizioni  che  determinano  una  curva  piana:  29  (p,  348);  o  una  superfìcie;  70  (p.  29()); 
0  la  curva  d' interacKione  di  due  superficie  (di  dati  ordini):  70  (p.  296);  — date  da 
punti  comuni  a  due  curve  piane:  29  (p.  358);  o  da  punti  comuni  a  due,  o  a  tre 
superficie:  70  (p.  349). 

Gongruenzb  di  rette,  di  S.»  grado:  101. 

Goni:  70  (p.  283);  —  circoscritti  alle  superficie:  70  (p,  334),  79  (p.  6);  —  congiunti  ri- 
spetto ad  una  quadrica:  SO. 

Conica  dei  14  punti;  64, 

Coniche:  6,  17,  2S,  39  (p.  350,  372,  412),  3^,  44,  58,  64,  65,  66; —  congiunte:  20,  68; 
—  focali  di  una  quadviea:  19,  33;  —  iscritte  in  una  sviluppabOe  di  3."  classe:  12, 
37;  —  polari  rispetto  ad  un  trilatero:  43;  —  questioni  numerative:  47,  48,  61,  62, 
61;  —  steriche:  16. 

Contatti  doppi  di  curve  di  una  rete  con  una  linea  data:  89  (p.  406);  —  V.  anche: 
«  Punti  di  contatto  ...  ». 

Corde  comuni  a  due  curve  gobbe:  38;  —  (passanti  per  un  punto)  della  linea  d'interse- 
zione di  due  superficie:  70  (p.  349),  85  (p.  204). 


Corrisponderne.  V.  a  Trasformazioni,.,»,  ecc. 

Costruzioni.  V.  «  Generazione ». 

Cubiche  gobbe:  9,   10,   12,   13,   17,  24,  37,  38,  41,  45,  50,  64,  57,  63, 106;  —  circolari:  57. 

Cubiche  piane:  17,  39  (p.  350,  368,  37G,  436,  445,  456),  43,  49,  63,  56,  57,  58;  —  cir- 
colari: 56,  57;  —  come  Hessiane  di  altre  cubiche:  39  (p,  446,  456). 

Curva  parabolica  di  una  superficie:  70  (p.  334),  79  (p,  29,  83). 

Curve  gobbe.  V.  «Sviluppabili»;  -—  generate  per  mezzo  di  due  stelle  in  corrispondenza 
birazionale:  63;  —  intersezioni  di  due  superficie  (loro  caratteri):  70  (p.  349);  —  sulle 
quadriche:  28,  30;  —  sulle  superfìcie  cubiche:  79  (p.  72). 

Curve:  piane  29  (generalità  a  p.  344,  347,  348),  63;  —  determinate  da  una  relazione 
algebrica  tra  due  segmenti  di  uoa  retta  (con  estensione  allo  spazio):  16, 18; — ge- 
nerate daìie  polari  quando  il  polo  si  muova  con  data  legge:  39  (p.  406);  —  iperel- 
Httiche:  80;  —  polari  rispetto  ad  una  curva:  29  (p.  379,  388,  396,  406,  425,  429), 
43,  48,  63. 

Mementi  di  diramazione  di  una  corrispondenza  (2,  2):  72, 

Enneaedri  di  una  superficie  cubica:  84. 

Esaedri    polari  rispetto  ad  una  superficie  cubica:  104. 

Esagono  gobbo:  4. 
Esagrammo  di  Pascal:  103. 
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Fasei  di  curve  piane:  29  {p.  350,  363);  —  di  quadriche;  79  (p.  96);  —  di  superficie:  70 
(p.  320,  334_);  —  proiettivi  di  curve  piane:  S9  (p.  363);  —  projettivi  di  rette  proiet- 
tanti due  dati  gruppi  di  aette  punti:  34;  —  projettivi  dì  superfìcie:  70  (p,  349),  79 
(p.  1.2);  —  sizigetici  di  cubiche  piane:  29  (p.  446,  456),  53. 

Figure  reciproche  nella  Sta.tica  grafica:  98, 

Flessi  di  una  cubica  piana:  39  (p.  350,  445,  456),  49. 

Forma  algebrica  (2,  2):  uguaglianza  degl'invarianti  dei  suoi  discriminanti:  73, 

Formole  di  Cayley:  70  (p.  286),  86  (p,  190);  —  di  PlUcker:  39  (p,  40^). 

Fuochi  di  un  fascio  e  di  una  schiera  di  curve  piane:  56. 

Generazione  delle  curve  piane  mediante  fasci  projettivi  :  39  {p.  363),  53  ;  —  delle  (juadriche, 
con  stelle  e  piani  reciproci:  85  (p.  185);  —  delle  superficie  cubiche:  79  (p,  61,  96). 

Genere  delle  curve,  rigate,  eoe,:  70  (p.  325). 

Geometria  delle  coniche  di  un  piano,  ìrt  relazione  a  quella  delle  rette  dello  spazio:  95; 

—  deile  sfere:  95,  101,  103. 

Hessima  di  una  curva  piana:  29  {p.  388,  419,  425,  429);  —  idem,  del  3."  ordine:  39 
(p.  436,  445,  456);  —  di  una  superficie:  79  (p.  29);  —  idem,  del  3."  ordine:  27, 
79  (p,  42,  45),  85  (p.  207). 

Indicairiei  di  un  punto  rispetto  ad  una  curva  piana:  29  (p.  388,  419), 

Insegnamento  della  Geometria  elementare:  33,  82, 

Integraii  a  differenziale  algebrico:  83, 

Intersezioni  di  curve  piane:  29  (p.  347,  358);  —  di  superficie:  70  (p,  349),  86  (p.  204). 

Invarianii  di  una  cubica  piana:  49;  —  di  una  forma  binaria  di  4°  grado:  29  (p.  319,  336); 

—  idem,  (2,  2):  72. 

Inviluppi:  dei  piani  che  tagliano  una  superficie  cubica  in  curve  armoniche  od  equianar- 
moniche:  79  (p.  45);  —  di  superficie:  70  (p,  323);  —  generati  mediante  una  conica 
ed  una  curva  del  suo  piano  (ed  estensione  allo  spazio):  57;  —  polari  rispetto  ad 
una  curva  piana  di  data  classe;  89  (p.  379);  ^  idem,  ad  una  superficie:  70  (p.  347), 
79  (p.  6), 

Imoludoni:  7,  33,  39  (p.  336);  —  projettivo:  29  (p.  336). 

Ipocicloide  a  tre  regressi:  63. 

Jacobiana  di  3  curve  piane:  39  (p,  396);  —  di  2,  3,  4,  5,  6  superficie:  70  (p.  361),  79 
(p.  12),  85  (p.  206);  ~  di  una  rete  di  curve  piane  (Hessiana)  :  39  (p,  396),  53,  61  ;  — 
di  una  rete  o  sistema  lineare  di  superficie:  70  (p.  361),  79  (p.  12). 

Linee  di  curvatura  delle  superficie,  in  particolare  delle  quadriche:  31,  86, 

Luoghi:  generati  mediante  una  conica  ed  una  curva  del  suo  piano  (ed  estensione  allo 
spazio):  67;  —  di  un  punto  il  cui  piano  polare  rispetto  alla  Hessiana  di  una  super- 
ficie presenta  talune  particolarità,  in  relazione  col  piano  o  quadrica  polare  del  punto 
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stesso  rispetto  alla  superficie  fondamentale;  70  (p,  29);  — di  un  punto  la  cui  quadrica 
polare  rispetto  ad  uua  superficie  è  circoscritta  od  iscritta  a  tetraedri  coniugati  di  una 
quadrica  fissata,  oppure  della  quadrica  polare  del  punto  rispetto  all'Hessiana:  70 
(p.  29).  —  V.  anche  :  «  Punti ...  »,  «  Rette ...». 

Massimo  numero  di  punti  di  contatto  di  due  superficie  ;  70  (p.  349);  —  di  punti  doppi 
di  una  curva  irriducibile:  29  (p.  348). 

Metodo  euclideo:  83;  —  di  Geassmann;  17. 

Moduli  delle  curve  algebriche:  81. 

Normali  ad  una  conica:  65. 

Omografia  piana;  3,  —  V.  anche;  «  Projettimld  v. 

ParaboU  gobba:  13,  13,  17,  34,  37,  60,  54. 

Pentaedro  di  Sylvester:  79  (p.  45),  103,  104. 

Piani  tritangenti  di  una  superficie  cubica.  V.  «  Eette ...  •'. 

Poliedri  formati  da  piani  osculatori  di  una  cubica  gobba;  106. 

Poligono  gobbo  di  un  numero  pari  di  lati  :  4. 

Porismi  di  Chasles:  29  (p.  360). 

ProjetHvità  delle  forme  di  l.>,  2«,  3.«  specie;  3,  32,  26,  39  (p.  325),  70  (p.  311). 

Proiezione  iperbotoidica  di  una  cubica  gobba:  46. 

Prolusione  ad  un  corso  dì  Geometria  superiore;  36. 

Prospettiva  lineare  secondo  Taylor;  69. 

Punti  comuni  a  curve  e  superficie.  V.  «  Intersezioni  ». 

Punti  di  contatto  delle  bitangenti  da  un  punto  ad  una  superficie:  86  (p.  187);—  delle  curve 
di  due  0  tre  fasci  di  curve  piane:  39  (p.  388);  —  delle  superficie  di  un  fascio  con  una 
superfìdo  data  o  colla  curva  d'intersezione  di  due  superficie:  70  (p.  361),  79  {p,  12); 

—  delle  superfìcie  di  una  rete  con  una  data  auperflcie,  o  colle  superficie  di  un  dato 
fascio  ;  70  (p.  356),  79  (p.  1.2). 

Punti  doppi  dello  curve  di  un  fascio  :  39  (p.  388),  63  ;  —  delle  superficie  di  un  fascio  :  70 
(p.  349),  79  {p.  12);  —  idem,  di  una  rete,  o  di  un  sistema  lineare  di  superficie  70 
(p.  356),  79  (p.  12);  —  delie  superficie  generate  da  sistemi  lineari  proiettivi;  70 
(p.  372),  79  (p.  24).  -  V.  anche;  «Jaeoiiana». 

Punii  uniti  in  una  corrispondenza  fra  due  piani  sovrapposti:  79  (p.  12). 

Qmdriehe:  19,  38,  33,  54,  70  (p.  304,  311),  86  (p.  185),  86;  —congiunte:  30;  —  di  ro- 
tazione passanti  por  una  cubica:  64;  — iscritte  in  una  sviluppabile  di  4.'  classe:  11; 

—  omofoeali:  19  ;  —  seganti  una  superficie  eubica  secondo  tre  coniche,  o  secondo 
sei  rette  :  79  (p.  83). 

Quartiehe  gobbe  di  1.»  specie:  79  (p.  72,  96);  —  di  2.*  specie:  37,  28,  79  (p.  72);  —  con  due 
tangenti  stazionarie;  75;  —  con  punto  stazionario:  36, 
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Quartiche  piane  con  punto  doppio:  90, 

Quaterna  armonica  {condizione  algebrica):  29  (p.  3iy);  —  equian armonica  (idem):  39 
(p.  336). 

Questimi  proposte:  42. 

Rapporto  anarmonico:  39  (p.  319). 

Rappresentazione  piana  delle  superficie;  93;  —  deìle  superficie  cubiche:  'i'9  (p.  61,  72,  92); 
—  delle  superficie  di  Steiner  e  delle  superficie  gobbe  dì  3."  grado;  71;  —  delle  su- 
perficie gobbe  razionali  con  due  direttrici  rettilinee  :  77  ;  ^  delle  auperficìe  di  B/ 
classe,  generali;  111  ;  —  di  superficie  dotate  di  curve  cuspidali  :  97. 

Reciprocità:  85  (p.  185),  98.  —  V.  anche:  «  ProjeltivUà  k 

Reiasione  intomo  ad  una  Memoria  «Sulla  resistenza  d'attrito»:  100. 

Reti  di  coniche  :  29  {p.  412,  466),  63,  58  ;  —  di  curve  piane  :  39  (p.  3%),  63,  88,  61  ;  —  di 
quartiche  sopra  una  quadriea  (generale  o  no):  79  (p.  45);  —  projettive  di  superficie: 
70  (p.  356),  79  (p.  12);  —  omaloidiche:  v.  «  Tras/ormmowi  bìraKionali  fra  due  piani». 

Rette  congiunte  rispetto  ad  una  conica:  20;  ^  di  una  superficie  cubica:  79  (p.  61,  83,  92, 
96),  84,  103;  —  osculatriei  ad  una  superficie  nei  punti  comuni  con  un'altra  super- 
ficie: 79  (p.  29). 

Riviste  bibliografiche  su  Opere  dì  Staudt,  Amiot,  Ceva,  Poudha,  Hesse,  Desargueb, 
Chasles,  Poudra,  Casorati  :  8,  32,  33,  36,  31,  46,  63,  68,  76. 

Sene  (oo  i)  di  coniche:  47,  48,  61,  63,  61;  —  dì  curve  piane:  39  (p.  348,  388,  429),  47,  48, 
73;  — idem,  d'indice  due:  39  (p.  429);  ^  di  superficie,  in  particolare  d'indice  due: 
70  (p.  323)  ;  —  projettive  dì  curve  piane,  luogo  generato  :  29  (p.  388), 

Sfera  circoscritta  ad  un  tetraedro:  14, 

Sistemi  di  rette  e  sistemi  di  afere,  in  corrispondenza  fra  loro:  101,  102, 

Siiiemi  lineari  dì  superficie:  70  (p.  320);—  projettivi:  70  (p,  $S,  368);  —  projettìvi, 
di  dimensione  tre:  70  (p.  361),  79  (p.  12); —  triplamente  infiniti,  particolari,  di  se- 
stiche  piane:  107;  —  omaJoidici,  di  superficie:  v.  «Trasformasioni  hira,-iìoìin,ìì  fra 
due  spazi  ». 

Statica  giafìoa:  98, 

Sleincriana  di  una  curva  piana;  39  (p.  388,419,  425,  429);  —  dì  una  rete  di  curve  piane: 
39  (p.  396),  53  ;  —  di  una  superfìcie:  79  (p.  29);  —  dì  una  superficie  cubica  :  79  (p.  42), 

Storia  della  Geometrìa:  23;  — delia  Prospettiva:  68. 

Superficie:  70  (generalità a  p.  296,  311);  —  cubiche,  generali:  38,79, 103;  —cubiche,  con 
punto  doppio:  103;  —  d'egual  pendenza  circoscritte  ad  una  conica;  67;  —  del  4." 
ordine:  v.  dopo;  — del  5."  ordine  e  3.»  classe:  97; —  del  10."  ordine,  passanti  peri 
135  punti  d'intersezione  delle  27  rette  di  una  superficie  cubica:  70  (p.  92);  —  gobbe: 
V.  dopo;  — inviluppi:  70  (p.  333); -inviluppi  dei  piani  seganti  una  quartica  ra- 
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zionale  in  quattro  punti  d'un  circoìo:  87;  —  pas<;anti  poi  vertici  d'infiniti  poliedri 
cirooscritti  ad  una  cubica  gobba:  106;  —  polari  rispetto  ad  una  superficie  data:  70 
(p.  334,  347,  349,  356,  361),  79  (p.  6,  12,  29,  83,  92),  85  (p.  1.87,  206);  —polari 
rispetto  ad  una  superficie  sviluppabile:  70  (p.  347),  86  (p.  190);  —  varie:  v.  uTrasfor- 
mazioni  birazìonali  fra  due  spazi»,  od  in  particolare  93. 

Superficie  del  i.**  ordine  a  conica  doppia:  88;  — a  conica  cuspidale:  97;  —  con  tacnodo: 
94,  108,  112;  —  con  tacnodo  e  conica  doppia:  89;  —  dì  Steiner:  28,  55,  71,  79 
(p.  42,  45);  —  idem,  con  due  o  tre  rette  doppie  coincidenti:  71;  —  particolare,  con 
punto  triplo:  87. 

Superficie  gobbe:  27,  39,  70  (p.  325);  —  con  due  direttrici  rettilinee  (distinte  o  coinci- 
denti): 70  (p.  325),  74,  77,  78;  —  del  3."  grado;  34,27,28,39,  71;  — idem,  colle  di- 
rettrici coincidenti:  39,  71;  — del  4."  grado:  78. 

Smluppabili  (e  curve  gobbe):  70  (p.  286,  311),  85  (p,  190);  —  circoscritte  ad  un»  su- 
perficie lungo  una  sua  sezione  piana:  79  (p.  29);  —  di  3.»  classe:  v.  «Cuhishe 
gobbe»;—  di  4."  classe:  11,  36,  67;  —  di  ò.°  ordine;  36;  —  luogo  delle  tangenti 
alla  curva  d'intersezione  di  due  superficie:  70  (p.  349),  79  (p.  12),  86  (p.  204). 

Tangenti  coniugate  e  sfero-coniugate  di  una  superficie:  1,  31;  —  doppie  di  una  quartica 
con  punto  doppio;  90. 

Teoremi:  d'AsBL:  2,  83;  —  di  Cabnot:  39  {p.  350);  —  di  Cayley,  Jacobi,  Plucker  (su 
intersezioni  di  curve  piane):  39  (p.  358);  — di  Ceva:  23;  —  di  Corious:  33;  —  dì 
Moutard:  70  (p.  325);  —  di  Riemann:  70  (p.  325);  —  metrico,  relativo  ad  un 
angolo  piano  e  ad  un  punto  del  suo  piano,  ed  estensione  allo  spazio;  5, 

Trasformazione  birazìonale  nulla,  particolare,  fra  due  spazi:  36;  —  dello  curve  iperellit- 
tiehe:  80. 

Trasformazioni  birazìonali  fra  due  piani:  35,  40,  60,  62;  — fra  due  spazi:  91,  93,  93,  96; 
—  idem,  di  2."  ordine:  88,  91,94,96,  97,  108;— idem,  di  3.°  ordine:  79(p.  61),  91, 
93,  93,  96,  97;  —idem,  di  6.0  ordine  (colle  inverse  del  4"  e  5»  ordine):  113,  113. 

Triedri  coniugati  di  una  superficie  cubica:  79  (p.  83,  92),  84. 

Trilateri:  polarità  rispetto  ad  essi:  43;  —  sizigetieì  di  una  cubica  piana:  29  (p.  445),  49, 
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a  14  dal  basso.  Invece  dì  344,  leggasi  347. 
11  dal  baaso.  Invece  di  347,  leggasi  348. 
15.  Invece  di  378,  leggasi  379. 
13  dal  ba,8so.  Invece  di  404,  leggasi  403. 
15.  Invece  che  >  de  qnatre  pian  »  leggasi  o  de  quatre  plans  n. 

8.  Invece  di  a  qu'a  »  leggasi  a  qui  a  n. 
ultima,  in  Sne.  Si  aggiunga  il  richiamo  [*'  "]  di  una  nota  del  revisore 
da  collocarsi  a  principio  della  pag.  438  e  cosi  concepita: 

0  ['^"]  Nella  EMeitung  è  messo  qui  un  richiamo  *},  colla 
seguente  nota  a  pie  dì  pagina  (p.  262):  —  In  Bezug  auf  den 
einfachsten  Fall  dieses  und  des  folgenden  Lehrsatzes  sehe  man 
C4TLET:  NimveUeg  reoheTùhes  mr  VéUminaUon  el  la  théorie  des 
"•nM-bes  (Ceelle's  Journal,  T,  63.  Berlin,  Reimer,  1863,  S.  34)  o. 
5  dal  basso.  Dopo  la  parola    tpassing»    si  deve  leggere    s  througli 
6  and  A,  it  wìU......  a. 

11.  Invece  di  n,  leggasi  n^. 

19.  Invece  di  t  Jaeobianaa  leggasi  o  Jaeobiana  i. 


7  dal  basso. 
6  dal  basso. 


^e  dì  «  unde  <  leggasi  o  und  ». 
Invece  di  o  biimbren  »  leggasi  a  beruhren  ». 


ultima.  Invece  che  s  ayants  » 


2  dal  basso. 
12.  Alla  fine 
12  dal  basso. 
11.  La  ^itn. 


[nvece  di  a  preoedut  «  leggasi  « 
1  sopprewa  la  virgola, 
iveoe  di  o  le  »  leggasi  o  lea  o. 
corregga  cosi;   £**»!.,  . 
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